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Ueber  die  Aufgabe,  aus  der  gegebenen  Anzahl  aller 
denkbaren  Durchmesser  eines  Kreises  die  Anzahl  aller 
denkbaren  Durchmesser  einer  Kugel  zu  finden. 


Von 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel 

an  der  Universität  «u  Marburg. 


Ich  habe  bei  Abfassung  meiner  Schrift,  die  unter  dem  Titel: 
„Die  Anzahl  der  Paru  l!ols  t ellinis cn  und  jene  der  Coin« 
ci  d  e  nzs  teil  u  n  ge  n  eines  jeden  denkbaren  Raumdinges 
mit  seinem  Eben  bilde  und  mit  seinem  (i  egenbilde  etc." 
bei  Fischer  in  Kassel  im  vorigen  Jahre  erschienen  ist,  mich  be- 
schäftigt mit  der  Anzahl  aller  denkbaren  Schwerlinien,  mithin  mit 
der  Anzahl  aller  denkbaren  Schwerebencn  eines  homogenen  Kör* 
per»,  oder,  «ras  dasselbe  ist,  eines  nicht  schweren  Kaumgebildes, 
sowie  auch  mit  der  Anzahl  aller  jener  Schwerlinien  desselben, 
die  in  einerlei  Ebene  liegen,  also  auch  mit  der  Anzahl  aller  Schwer- 
ebenen  des  Raumgebildes,  die  zu  einer  und  derselben  in  ihm  vor* 
handeoen  Schwerebene  senkrecht  sind. 

Die  erste  dieser  beiden  Zahlen,  welche  identisch  ist  mit  der 
\nzabl  aller  denkbaren  Durchmesser  einer  Kugel  habe  ich  be- 
zeichnet mit        (zu  lesen:  (1  rossall);  die  andere,  welche  gleich  ist 
der  anzahl  aller  möglichen  Durchmesser  eines  Kreises,  bezeichne 
icfc  mit  0  (zu  lesen :  Kleinall). 

Eis  fragt  sich  nun .  in  welcher  Weise  diese  beiden  Zahlen  von 
einander  abhängen. 

Tb.il  XTCIV.  I 
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2     Best  ei :■  U*\er  die  /ufgrtöi,  niiä  /TerAfizaiit  alier  denkbaren  etc. 

Ist  die  Ebene  eines  grössten  Kreises  der  berücksichtigten 
Kugel  horizontal,  so  kann  man  alle  grössten  Kreise  dieser  Kugel 
unterscheiden  in : 

■ 

1)  diesen  einen  eben  genannten  horizontalen; 

2)  solche,  welche  in  verticalen  Ebenen  liegen; 

3)  solche,  deren  Ebenen  weder  horizontal  noch  vertical  sind, 
die  wir  kurz  als  geneigte  bezeichnen  wollen. 

Was  die  Anzahl  der  verticalen  grössten  Kreise  betrifft,  so  ist 
diese  offenbar  so  gross,  als  die  Anzahl  aller  Durchmesser  des 
horizontalen  grössten  Kreises,  mithin  =0;  denn  durch  jeden  Durch* 
messer  des  horizontalen  grössten  Kreises  lässt  sich  ein  verticaler 
grösstor  Kreis  legen. 

Die  geneigten  grossten  Kreise  kann  man  verbinden  in  Grup- 
pen, deren  jede  diejenigen  geneigten  grossten  Kreise  enthalt, 
welche  einen  und  denselben  horizontalen  Durchmesser  gemein 
haben,  d.  h.  in  einem  und  demselben  Durchmesser  des  horizon- 

» 

talen  grossten  Kreises  sich  schneiden. 

Die  Anzahl  der,  einer  solchen  Gruppe  angehörigen  geneigten 
grossten  Kreise  ist  aber  =  0 —  2;  denn  wurde  man  den  horizon- 
talen grössten  Kreis  und  jenen  verticalen  grossten  Kreis,  in  wel- 
chem der  horizontale  Durchmesser  der  betreffenden  Gruppe  liegt, 
nicht  ausschlicssen ,  so  wurde  die  so  um  zwei  grösste  Kreise  er 
weiterte  Gruppe  die  Gruppe  aller  grössten  Kreise  sein,  die  den 
betreffenden  horizontalen  Durchmesser  pemein  haben.  Die  Anzahl 
der  grössten  Kreise  dieser  so  erweiterten  Gruppe  ist  aber  =  0, 
mithin  die  Anzahl  der  geneigten  grössten  Kreise  einer  solchen 
Gruppe  =0  —  2. 

Die  Anzahl  der  Gruppen  geneigter  grösstcr  Kreise  ist  aber 
gleich  der  Anzahl  der  Durchmesser  des  horizontalen  grössten 
Kreises,  denn  zu  jedem  solchen  Durchmesser  gehurt  eine  derar- 
tige Gruppe.    Die  Anzahl  dieser  Gruppen  ist  also  =0. 

Es  ist  demnach  die  Anzahl  aller  geneigten  grössten  Kreise 
=  0(0-2). 

Es  besteht  also  die  Anzahl  aller  grössten  Kreise  einer  Kugel 
aus  folgenden  drei  Zahlen: 

1)  der  Zahl  1 ,  die  dem  horizontalen  grössten  Kreise  entspricht ; 

2)  der  Zahl  0,  welche  die  Anzahl  aller  verticalen  grössten 

Kreise  ist; 
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3)  der  Zahl  9(9  — 2).  welche  die  Anzahl  aller  geneigten 

grössten  Kreise  angiebt. 

Sie  ist  sonach  =1+9  +  8(0—2),  mithin 

=e2-e  +  i. 

Man  hat  daher  auch  ffir  die  Anzahl  ^  der  sfimmtlichen  Durch* 

messer  einer  Kugel,  in  Beziehung  zur  Anzahl  9  der  saramtlicheD 
Durchmesser  eines  Kreises,  die  Gleichung: 

0=e*-9+i. 


Ii. 

Constraction  der  Kegelschnitte  mit  Hilfe  von  Krüm- 

mungskreisen. 

Von 

Herrn  Dr.  H,  Meyer, 

Lehrer  an  der  öffentlichen  HandeUlehranttalt  zu  Leipzig. 


I)  Nicht  selten  kommen  bei  der  Darstellung  technischer  und 
anderer  Gegenstände  etc.  Kegelschnitte,  namentlich  Ellipsen  vor, 
ist  doch  selbst  die  Projection  des  Kreises  eiue  Ellipse;  werden 
dieselben  anch  zuweilen  noch,  unbekümmert  um  ihre  Eigenschaften 
als  Kegelschnitte,  wie  jede  andere  Curie  durch  einzelne  Punkte 
aus  der  zu  projicir enden  Raumgrösse  abgeleitet,  so  ist  diess  doch 
der  weniger  zu  empfehlende  Weg,  weit  besser  ist  es,  pur  die 
Aren  oder  conjugirte  Durchmesser  o.  a.  zu  projiciren  und  aus  diesen 
daon  die  Cnrve  vermöge  ihrer  bekannten  Eigenschaften  zu 


Für  die  Zeichnung  der  Kegelschnitte  lassen  sich  nun  im 
Allgemeinen  zwei  Hauptmethoden  unterscheiden,  je  nachdem  man 
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4  tt.  Meyer :   Construction  der  Kegelschnitte 

blos  einzelne  Punkte  oder  sogleich  grossere  Theile  der  Curre  b.  Th. 
genau  findet. 

Auf  die  Zeichnung  der  Kegelschnitte  aus  einzelnen  Punkton 
wollen  wir  hier  nicht  weiter  eingehen;  eine  Zusammenstellung  der 
bis  jetzt  bekannten,  sowie  auch  einiger  neuer  Constructionen,  wird 
im  Anhang  der  Axonometrie  (3.  Lieferung)  mit  erscheinen. 

Die  Consfruction  der  Kegelschnitte  mit  Hilfe  von  Kreisbogen 
zerfallt  wieder  in  zwei  Theile,  je  nachdem  man  beabsichtigt, 
wirkliche  Ellipsen  o.  a.  zu  erhalten,  wobei  aber  die  freie  Handzeichnung 
und  wohl  auch  noch  die  Bestimmung  einzelner  Punkte  der  Curve 
nicht  ganz  zu  vermeiden  ist,  oder  lieber  etwa»  von  der  Genauigkeit 
opfern  und  die  Ellipse  nur  annähernd  ganz  aus  Kreisbögen  construiren 
will.  Die  erstere  dieser  zwei  Yerfahrungsweisen  beruht  auf  der 
Construction  der  Krümmungskreise,  und  sie  ist  es,  auf  die 
wir  hier  etwas  genauer  eingehen  wollen.  Ganz  mathematisch  genaue 
Kegelschnittlinien  erhalt  man  zwar  bei  dieser  Construction  auch 
nicht,  da  die  Krummungskreise  immer  nur  in  drei  (resp.  vier)  Ele- 
menten mit  den  wirklichen  Curven  zusammenfallen,  man  aber  bei 
der  Construction  ein  ziemliches  Stuck  des  Kreisbogens  benutzt; 
berücksichtigt  man  jedoch  die  beim  Zeichnen  überhaupt  nur  mögliche 
geringere  Genauigkeit,  so  dürfte  doch  diese  Methode  noch  richtigere 
Ellipsen  liefern,  als  selbst  die  Bestimmung  durch  einzelne  Punkte, 
bei  welcher  man  vermöge  der  heim  Bestimmen  vieler  Punkte  wich 
anhäufenden  unvermeidlichen  kleinen  Fehler  selten  schöne  Ellipsen 
erhalt;  auch  werden  die  heim  Zusammenziehen  einer  durch  einzelne 
Punkte  bestimmten  Ellipse  etc.  aus  freier  Hand  eintretenden  Fehler 
zum  grossen  Theil  ganz  vermieden,  z.  Th.  verringert,  indem  durch 
die  vorhandenen  Kreisbögen  die  freie  Handzeichnung  sehr  erleichtert 
wird. 

2)  Zwei  Kegelschnitte  können  sich  in  vier  Punkten  durchschnei- 
den*), haben  sechs  gemeinschaftliche  Secanten ,  vier  gemeinschaft- 
liche Tangenten  und  sechs  gemeinschaftliche  Vielstrahlen,  doch  sind 
nicht  selten  imaginäre  Werthe  darunter.  Fallen  zwei  dieser  Schnitt- 
punkte zusammen,  so  geht  die  gemeinschaftliche Secante  in  die  ge- 
meinschaftliche Tangente  über,  die  beiden  Kegelschnitte  bilden 
eine  Osculation  der  ersten  Ordnung.  Fallen  drei  gemeinschaftlich  e 
Punkte  beider  Kegelschnitte  in  einen  Punkt  zusammen,  so  giebt 
diess  die  Osculation  der  zweiten  Ordnung;  die  Kegelschnitte  haben 


*)  Eine  sehr  deutliche  Darstellung  über  die  Verhältnisse,  in  denen 
zwei  Kegelschnitte  zu  einander  stehen  können,  s.  C Ii.  Paulus:  „GroosJ  _ 
Maien  der  neueren  ebenen  Geometrie"  pag.  220—249. 
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eine  gemeinschaftliche  Tangente,  durchschneiden  sich  aher  im 
Berührungspunkte.    Fallen  alle  vier  gemeinschaftlichen  Punkte  bei- 
der Kegelschnitte  in  einen  Punkt  zusammen,  so  giebt  diess  eine  Os- 
eotaAion  der  dritten  Ordnung:   beide  Kegelschnitte  haben  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  und  der  eine  liegt  ganz  in  der  Fläch« 
des  andern.    Die  Curven  zweier  Kegelschnitte  schmiegen  sich  bei 
der  Osculation  der  zweiten  Ordnung  inniger  an  einander  an»  als 
frei  der  einfachen  Berührung,  und  bei  der  Osculation  der  dritten 
Ordnung  wieder  inniger,  als  bei  der  Osculation  der  zweiten  Ord- 
onng;   d.  b.  es  ist  nicht  mBglich,  zwischen  die  Curven  zweier 
Kegelschnitte,  die  eine  Osculation  der  zweiten  Ordnung  vollziehen, 
einen  Kegelschnitt  zu  zeichnen,  der  eine  Berührung  der  ersten 
Ordnung  hervorbringt,  und  ebenso  schliesst  sich  die,  eine  Oscu- 
lation der  dritten  Ordnung  vollziehende  Kegelscbnittscurve  enger 
an  den  gegebenen  Kegelschnitt  an,  als  die  mit  ihm  eine  Osculation 
der  zweiten  Ordnung  bildende  Curve. 

Ist  der  mit  einem  Kegelschnitt  eine  Ovulation  höherer  Ord- 
nung eingehende  zweite  Kegelschnitt  ein  Kreis,  so  nennt  man 
diesen  Krämmungskreis.  Da  drei  Punkte  die  Lage  eines  Krei- 
se« bestimmen,  so  ist  fßr  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  immer 
nur  ein  Kriimmungskreis  möglich;  eine  Osculation  der  dritten 
Ordnung  findet  zwischen  einem  Kegelschnitt  und  einem  Kreise  nur 
in  den  Scheitelpunkten  der  Axen  statt,  dagegen  ist  hier  die  Oscu- 
lation der  zweiten  Ordnung  ausgeschlossen. 

Die  Bestimmung  des  Krifmmüngskreises  für  einen  gegebenen 
Punkt  eines  Kegelschnitts  kann  entweder  durch  höhen»  .Mathematik 
oder  durch  die  neuere  Geometrie  erfolgen;  wir  beginnen  mit  letz- 
terer, durch  welche  im  Allgemeinen  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten an  Klarheit  und  Zusammenhang  viel  gewonnen  hat. 

3)  Zwei  Kegelschnitte,  die  eine  Osculation  der  ersten  Ord- 
nung vollziehen,  sind  perspectivisch  collinea'r:  erstens  für  den  Be- 
rührungspunkt O  (Taf.  I.  Fig.  1.)  als  Collineations-Centrum  und 
die  Tangente  RS  als  Collineations- Axe  *);  zweitens  für  O  als 
Collineations  Centrum  und  JPA'  als  Colliuentions  -  Axe;  drittens  für 
einen  ausserhalb  RS  liegenden  Punkt  O'  als  Collineations-Centrum 
und  RS  als  Collineations- Axe  und  viertens  für  O'  als  Collineations- 
Centrum  und  XX  als  Collineations  Axe  *#).   Sind  daher  von  einem 


*)  Was  jedoch  nicht  benutzt  werden  kann,  da  hierdurch  alle  Punkte 
des  einen  Kegelschnitts  mit  0  des  anderen  nU  homolog  sich  ergeben. 

•*)  Ob  noch  andere  gemeinschaftliche  Vielstrahlen  gleichartiger  Lag« 
vorhanden  sind,  deren  Scheitel  dann  auf  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
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Kegelschnitte,  der  mit  einem  gegebenen  Kegelschnitte  ABC  in 
O  eine  Osculation  der  ersten  Ordnung  vollziehen  soll,  noch  drei 
Punkte  A\ ,  B\ ,  Ct  gegeben,  so  können  die  weiteren  Punkte  ge- 
funden werden,  indem  man  zw  Ax,  B%t  (\  die  homologen  Punkte 
At  B,  C  uod  somit  die  homologen  Richtungen  AB,  AtBt;  BC, 
B%Ci\  ACt  AiC\  bestimmt;  die  Verbindungslinie  der  Convergenz- 
punkte  a,  ß,  y  liefert  die  Collineations-  Axe  XX  für  O  als  Colli» 
neatinns- Centrum.  Umgekehrt  Ifisst  sich  diess  zur  Construction 
der  Kegelschnitte  benutzen,  sobald  ausser  einer  Tangente  HS 
nebst  ihrem  Berührungspunkte  O  noch  drei  Punkte  A,  Bt  C  der 
Curve  gegeben  sind :  Man  zieht  durch  O  einen  beliebigen  Be- 
riihrungskreis ,  bestimmt  för  O  als  Collineations-Centrum  die  homo- 
loge n  Punkte  At,  Bx,  (\  im  Kreise,  uud  hiernach  wie  oben  die 
Collineations- Axe.  Der  dem  beliebigen  Punlct  Ft  des  Kreises 
entsprechende  Punkt  F  des  Kegelschnitts  wird  als  Schnitt  des 
Collineations -Strahls  OFx  mit  der  zu  CiFtd  homologen  Linie  CFö 
erhalten,  welche  letztere  durch  C  und  den  Convergenzpunkt  ö  der 
homologen  Richtungen  in  der  Collineations  Axe  bestimmt  ist. 

4)  Zwei  Kegelschnitte,  die  eine  Osculation  der  zweiten  Ord- 
nung Voll/Ziehen,  sind  perspectivisch  collineär:  erstens  für  den  Be- 
rührungspunkt O  (Taf.  1.  Fig.  2.)  als  Centrum  und  Taugente  RS 
als  Axe,  was  wiederum  aus  oben  angegebenem  Grunde  nicht  au 
benutzen  ist;  zweitens  für  O  als  Collineations-Centrum  und  die 
gemeinschaftliche  Secante  OB  als  Axe ;  drittens  für  den  Durch- 
schnitt O'  der  Tangente  RS  mit  der  zweiten  gemeinschaftlichen 
Tangente  EO*  als  Collineations-Centrum  und  RS  als  Collineations- 
Axe  und  viertens  für  O'  als  Collineations-Centrum  und  OB  als  Axe. 

Sind  daher  von  einem  Kegelschnitte,  der  mit  einem  gegebenen 
eine  Osculation  der  zweiten  Ordnung  vollziehen  soll,  noch  zwei 
Punkte  gegeben,  so  ist  derselbe  vollkommen  bestimmt,  da  der 
Convergenzpunkt  a  der  homologen  Richtungen  AC  und  AXC\  den 
einen  und  O  den  zweiten  Punkt  der  Collineations-Axe  OB  für  O 
als  Centrum  bestimmt. 

Da  drei  Punkte  einen  Kreis  bestimmen,  so  giebt  es  für  jeden 
Punkt  der  Kegelschnittscurve  nur  einen  Krümmungskreis.  Die 
Bestimmung  dieses  Krümroungskreises  für  einen  beliebigen  Punkt 
einer  gegebenen  Curve  ist  nach  Paulus  pag.  24*2.  folgende:  „Zieht 
man  vom  Collineations-Centrum  O  (Taf.  I.  Fig.  3.)  aus  OD XÖC, 
so  entspricht  die  Sehne  CD  des  Kegelschnitts  offenbar  einem 


gente  liegen,  hängt  duvon  ab,  ob  zwischen  Kreis-  and  Kegelschnitt  noch 
reelle  gemein«chiiftliche  Punkte  und  Tangenten  vorhanden  sind  oder  nicht. 
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Durchmesser  des  gesuchten  Kreises.    Construirt  man  noch  eine 
zweite  solche  Sehne  AB  im  Kegelschnitt,  so  wird  der  Conver- 
geuzpunkt  M  dieser  zwei  Sehnen  dem  Mittelpunkte  Mt  des  ge- 
suchten Kreises  homolog  sein.    Dann  ist  aber  auch  die  Polare  ab, 
welche  dem  Punkte  M  des  Kegelschnitts  entspricht,  der  Polaren 
homolog,   welche  dem  Mittelpunkte  Mt  des  Kreises  entspricht. 
Die  letztgenannte  Polare  ist  aber  eine  Gerade  des  unendlichen 
Raumes,  folglich  ist  die  Polare  ab  in  dem  Systeme  des  Kegel- 
schnitts die  Gegenaxe  bei  der  Collineation  des  Kegelschnitts 
und  des  gesuchten  Kreises.    Die  Axe  der  Collineation  gebt  aber 
immer  der  Gegenaxe  parallel,  und  weil  dieselbe  bei  einer  Oscu- 
lation  der  zweiten  Qrdnung  auch  durch  den  Punkt  O  gebt,  so  ist 
die  Gerade  OJc%  w- lche  durch  0\\ub  gezogen  wird,  die  Axe  der 
Collineation.    Durch  das  Centrum  O,  die  Axe  OX  und  die  Gegen- 
aie  ab  ist  aber  die  Collineation  vollkommen  bestimmt,  und  man 
kann  sogleich  den  Kreis  oder,  wenn  man  lieber  will,  auch  den 
Mittelpunkt  desselben,  welcher  dem  Punkte  M  homolog  ist,  con- 
struiren.    Zieht  man  z.  B.  durch  M  die  Richtung  yc  und  an  den 
Schnittpunkt  c  mit  der  Gegenaxe  den  Collineations-Strahl  Oc  und 
nun  durch  den  Schnittpunkt  y  mit  der  Axe  yMx  \\  Oc.  so  sind  yM 
und  yMx  homologe  Richtungen  der  zwei  Systeme  und  der  Colli- 
neations-Strahl OM  bestimmt  auf  yMx   den  Mittelpunkt  Mx  des 
gesuchten  Kreises. 

Ist  die  Tangente  des  Punktes  O  bekannt,  ST,  so  ist  MO  J.ST, 
aod somit  zur  Bestimmung  von  M  blos  eine  Sehne  zu  ziehen  nothig. 

Will  man  diese  Conetructiou  zur  Bestimmung  des  Krümmungs- 
halbmessers für  den  Punkt  E  (Taf.  I.  Fig.  4.)  einer  durch  zwei  conjugirte 
Durchmesser  gegebenen  Ellipse  (o.  a.  Curve)  benutzen,  so  muss  man 
zunächst  die  Grosse  der  auf  EB  winkelrecht  gezogenen  Linie  EF 
bestimmen.  (Bei  der  Ellipse  kann  diess  mit  Hilfe  eines  um  AB 
geschlagenen  Kreises  durch  Affinität  geschehen,  bei  andern  Cur- 
ven  kann  man  einen  perspectivisch  collineär  liegenden  Kreis  zeich- 
nen (s.  3.)  und  von  diesem  aus  die  Bestimmung  vornehmen);  M 
ist  der  dem  gesuchten  Mittelpunkt  des  Kreises  homologe  Punkt 
in  der  Ellipse  Zur  Bestimmung  der  Polare  braucht  man  noch 
eine  zweite  durch  M  gehende  Linie;  diese  ergiebt  sich  jedoch 
leicht,  indem  man  EG±ED  und  DM  zieht.  Die  zu  FB  und  GD 
bestimmte  Polare  bestimmt  die  Richtung  der  durch  E  gehenden 
CoUineations-Axe;  die  weitere  Construction  ist  sodann  wie  oben. 

Diese  Construction  läset  sich  auch  zur  Angabe  der  Krüm- 
mungshalbmesser für  die  Endpunkte  der  conjugirten  Durchmesser 
selbst  benutzen.  (Taf.  I.  Fig.  5.) 
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Da  die  Polare  die  zum  Halbmesser  MK  conjugirte  Richtung 
besitzt,  so  kann  man  auch  sofort  die  Collineations  -  Axe  durch  C 
parallel  dem  zu  MK  conjugirten  Durchmesser  ziehen. 

Sind  die  Hauptaxen  der  Ellipse  gegeben  und  für  E  (Taf.  I. 
Fig.  0.)  der  Krümmungskreis  zu  bestimmen,  so  ergebt  sich  das 
rechtwinkelige  Dreieck  E/JF  sogleich  durch  die  Ordinaten,  und 
der  zu  FfJ  conjugirte  Durchmesser  bestimmt  sogleich  die  Rich- 
tung der  Collineations-  Axe.  Da  der  conjugirte  Durchmesser  pa- 
rallel der  Tangente  in  F  ist,  so  kann  man  auch  die  Collineations- 
Axe  parallel  der  Tangente  FL  ziehen,  welche  letztere  sich  leicht 
sofort  durch  die  Lage  der  Tangente  EL  ergiebt;  da  LR  —  A'iV, 
so  kann  man  auch  sofort  iV  bestimmen  unil  mit  E  verbinden. 
Zieht  man  nun  zwischen  EH  und  EF  durch  y  eine  Linie  so,  dass 
sie  von  EM  halbirt  wird  (was  leicht  geschieht,  indem  man  EO 
in  »S  halbirt  und  mit  JS  durch  y  eine  Parallele  zieht),  so  ist 
diess  der  Durchmesser  und  Mt  der  Mittelpunkt  des  gesuchten 
Krünimungskreises.  Die  in  F  gezogene  Tangeute  tmiss  sich  mit 
der  des  homologen  Punktes  f  in  der  Collineations-Axe  schneiden, 
LF  ist  aber  parallel  der  Collineations  -  Axe,  somit  auch  diese 
Tangeute  parallel  der  Collineations 'Axe.  Diese  Tangente  steht 
aber  winkelrecht  auf  Mi/',  folglich  steht  yMt  X  auf  der  Collineations- 
Axe,  was  man  mit  Vortheil  für  die  Construction  benutzen  wird. 
Da  wir  von  der  Lange  der  Hauptaxcn  nicht  besonders  laebraiich 
machen,  so  ist  diese  letztere  einfachere  Construction  auch  an- 
wendbar, sobald  nur  die  Richtung  der  llaiiptaxen  und  sonst  hin- 
längliche Stucke  zur  Bestimmung  der  Tangenten  gegeben  sind. 
Die  Bestimmung  der  Richtung  der  Hauptaxe  ist  aber  mit  Hilfe 
der  Kreis  Involution  ziemlich  leicht  (s.  Paulus). 

Der  gefundene  Krüimnungskrci*  lasst  sich  dann  auch  zur  An 
gäbe  einzelner  Punkte  der  Ellipse  für  E  als  Centrum  und  Ey  als 
Collineations- Axe  benutzen     Dieselbe  Construction  gilt  auch  für 
die  Hyperbel  und  Parabel  (s.  Taf.  I.  Fig.  7.  und  Fig.  8.). 

5)  Zwei  Kegelschnitte,  die  eine  Osculation  der  dritten  Ord- 
nung vollziehen ,  sind  für  den  Berührungspunkt  als  Collineations- 
Centrum  und  für  die  gemeinschaftliche  Tangente  als  Colüneation»- 
Axe  auch  für  die  einstimmige  Lage  der  homologen  Elemente 
pertpectivisch  collinear,  es  lasst  sich  daher  dieses  Verhalten  sofort 
zur  Construction  des  zweiten  Kegelschnitts  benutzen,  sobald  von 
diesem  noch  ein  Punkt  gegeben  ist.  Der  Kreis  konnte,  wie  he* 
reit«  erwähnt,  nur  in  den  Scheitelpunkten  der  Axen  eine  Oscula- 
tion der  dritten  Ordnung  vollziehen;  die  Bestimmung  dieses  Krüm- 
rauogskreises,  der  ftir  die  Zeichnung  nun  besonders  wichtig  wird, 
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kann  ausser  auf  «lern  allgemeinen  Wege  durch  Bestimmung  des 
Mittelpunktes,  wie  oben  nach  Paulus  angegeben,  sehr  einfach 
dadurch  erfolgen,  dass  man  den  zweiten  Endpunkt  des  Durch- 
messers des  Kreises  bestimmt. 

Sind  AB,  CD  (Taf.  I.  Fig.  0.)  die  Hauptaxen  der  Ellipse,  so 
ergiebt  sich  der  Krümmungskreis  für  C,  indem  man  DB  bis  zur 
Collineations  Axe  Cy  verlängert  und  vom  Schnittpunkte  y  auf  CB 
eine  Normale  fallt;  CDX  ist  der  Durchmesser  und  Mt  somit  der 
Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises;  denn  die  homologen  Linien 
DB  und  DXBX  müssen  sich  in  der  Collineations  Axe,  d.  i.  in  y, 
durchschneiden,  und  CBXDX  muss  als  Peripheriewinkel  im  Halb- 
kreise ein  rechter  sein.  Ist  für  B  ein  anderer  Punkt  gegeben, 
so  bringt  diess  natürlich  eine  Aenderung  nicht  hervor.  Für  die 
Scheitel  A  und  B  bleibt  die  Construction  ungcändert,  wie  in  der 
Figur  punktirt  angegeben. 

Dasselbe  Verfahren  ist  auch  bei  der  Hyperbel  und  Parabel 
zur  Construction  des  Krümimingskreises  im  Scheitel  anwendbar, 
nur  ist  darauf  Rücksicht  zu  nehmen ,  dass  bei  der  Hyperbel  zwei 
Punkte,  bei  der  Parabel  ein  Punkt  im  Unendlichen  liegt. 

Ist  für  den  Scheitel  C  (Taf.  I.  Fig.  10.)  der  Hyperbel  der 
Krümmnngs kreis  zu  zeichnen,  wenn  noch  ein  beliebiger  Punkt  B 
der  Hyperbel  gegeben  ist,  so  zieht  man  zunächst  die  Collineations- 
Axe  Cy,  verbindet  B  mit  C  und  D  und  zieht  vom  Schnittpunkte 
yder  Linie  DB  mit  der  Collineations- Axe  yDt  ±  CB.  CDX  ist 
der  Durchmesser  des  gesuchten  Kreises.  Der  Beweis  ist  der 
obige,  sobald  man  beachtet,  dass  Dx  im  Kreise  dem  zweiten 
Scheitel  D  der  Hyperbel  homolog  ist. 

Ist  statt  des  Punktes  B  die  Asymptote  KS  (Taf.  1.  Fig.  11.) 
der  Hyperbel  gegeben,  so  ist  der  unendlich  entfernte  Punkt  der 
Linie  KS  ein  Punkt  der  Hyperbel ,  und  hiernach  wird  Dx  sofort 
erhalten,  indem  mau  Dy  ||  der  Asymptote  KS  zieht  und  in  y 
die  Normale  yDx  errichtet.  £7,  sind  die  Punkte  des  Kreises,  die 
den  unendlich  entfernten  Punkten  der  Hyperbel  entsprechen.  Da 
CT—  Ty,  so  kann  man  auch  sofort  im  Durchschnitt  T  der  Asym- 
ptote und  Collineations- Axe  eine  Normale  errichten  und  im  Durch- 
schnitt mit  der  Axe  den  Mittelpunkt  Mx  des  Krümmungskreises 
bestimmen. 

Bei  der  Parabel  entspricht  Dx  (Taf.  I.  Fig.  12.)  des  Kreises 
einem  unendlich  entfernten  Punkte  D  der  Parabel;  die  Linie  DB 
wird  demnach  hier  eine  durch  den  gegebenen  Punkt  B  gezogene, 
mit  der  Axenrichtung  CE  parallele  Linie;  fällt  man  nun  von  y  auf 
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eine  Normale,  so  erh&lt  man  in  CDf  den  gesuchten  Durch- 
messer des  Krümmungskreises. 

Da  der  so  gefundene  Krümmungskreis  mit  dem  Kegelschoitt 
für  den  Berührungspunkt  als  Centrum  und  die  Tangente  als  Axo 
perspectiv isch  collinear  ist,  so  kann  man  diesen  Kreis  dann  auch 
zur  Bestimmung  einzelner  Punkte,  welche  zum  Zusammenziehen 
der  Curve  noch  nuthig  erscheinen  durften,  benutzen.  Wie  man 
einzelne  Punkte  übertragen  kann,  ist  als  bekannt  vorauszusetzen, 
jedoch  auch  in  3)  beispielsweise  gezeigt  *). 

6)  Die  Ableitung  der  Krümmungskreise  durch  höhere  Mathe- 
matik bietet  für  einzelne  Fälle  noch  einfachere  Resultate  dar. 

Bezeichnet  p  den  halben  Parameter  (Hauptparameter)  und  a 
die  halbe  Hauptaxe,  so  gilt  für  die  Kegelschnitte  hei  rechtwink- 
liehen  Coordinaten  vom  Scheitel  aus  gezählt  allgemein  die  Formel: 

und  hiernach  wird  der  Krümmungshalbmesser: 

,=[*(-2-f)+P(l-f)*]J.^~« ). 

Für  j:  =  0  wird  g  =  p,  d.  h.  für  die  Scheitelpunkte  der 
Hauptaxe  ist  der  Krümmungskreis  gleich  dem  halben 
Parameter.  Der  Parameter  ist  aber  bei  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel die  dritte  Proportionale  zur  grossen  Axe  (Hauptaxe) 
und  kleinen  Axe  (Zwerchaxe),  hei  der  Parabel  vier  Mal 
so  gross  als  die  Brennweite.  Bezeichnet  a  die  halbe  Haupt- 
axe, b  die  halbe  zweite  Axe,  so  ist  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel 
a:b  =  b:p9  d.  i. 

P=a> 

bei  der  Parabel  w  =  '2x  Brennweite,  d.  i.  =  Abstand  des  Brenn- 
punktes  von  der  Directrize.  Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  ergiebt  sich 
demnach  folgende  Construction:    Man  errichtet  auf  der  Verbin- 


*)  Acbnlicbe  Conatructioncn  enthält  Ol i  vier:  ,,Coni  plcn en ts  de 
geome'trie  descriptive"  nag.  461 — 467.  mit  Benutzung  der  höheren 
Mathematik. 

•')  Für  a  positiv  giebt  sie  die  Ellipse,  für  tt  negativ  die  Hyperbel, 
für  tt  —  «  die  Parallel,  für  tt  —  p  den  Kreis. 

•••)  6.  Llttrow:    Anleitangsur  höheren  Mathematik11  p.  187. 
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doDgslinie  AD  (Taf.  II.  Fig.  13.  und  14.)  in  D  eine  Normale;  KE  ist 
der  Krümmungshalbmesser  für  die  Scheitel  A  und  B. 

Sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel  gegeben,  so  kann  man 
sofort  in  G  (Taf.  II.  Fig.  14.)  eine  Normale  errichten,  M  ist  der 
Mittelpunkt  des  Krummungskreises  *).   Wenden  wir  obige  Formel 

speciell  für  die  Ellipse  an,  indem  wir  fär  p  den  Werth  —  ein- 
setzen, so  ergiebt  sich: 


V! 


Für  a:  =  a  wird 


p=[a(2-])+-(l~a)2>— =  -T-  =  7r- 


Somit  ergiebt  sich  der  Krümmungshalbmesser  für  die  Enden 
der  kleinen  Axe,  indem  wir  auf  die  Sehne  AD  (Taf.  II.  Fig.  13.)  in 
A  eine  Normale  errichten;  LK  ist  der  Krümmungshalbmesser. 

Ist  der  Brennpunkt  F  gegeben  und  man  errichtet  in  F  eine 
Normale  FM  \_FD,  so  bestimmt  diese  sofort  den  Mittelpunkt  M 
des  Krummungskreises  für  />,  denn  FD  =  a. 

M 

Für  die  Hyperbel  wird  die  Formel,  wenn  wir  für  a  sofort  den 
negativen  Werth  herstellen: 

e=t*(a  +  |)+P(i  +  fw« 


')  Ist  du«  Verhältnis*  der  Axen  bekannt ,  wie  es  z.  B.  bei  den  ato- 
«metrischen  Ellipsen  häufig  vorkommt,  so  kann  man  die  Mittelpunkte 
dtr  krüminungskreiae  zuweilen  noch  einfacher  finden;  z.  K.  bei  der  iso- 

■etriichen  Ellipse  ist  das  Verhältnis*  der  Axen  a:0  =  V3:1,  somit  der 

kräiomungshalbuca*er  q  für  die  Enden  der  kleinen  Axe  ^^'^  =30; 

6*  a 

für  die  Scheitel  der  grossen  Axe  (>,  = — = -.  Bei  dein  monodiinetrischen 

Q  A 

Verhältnis*  1:1:  J  ist  in  der  Grundebeno  die  kleine  Aze  =J  der  gros- 
•en.  demnach  der  Krümmungshalbmesser  \ 

Q  =  3ä  =  9£, 
etc. 

Ausführlicher  hierüber  *.  Lehrbucii  der  Axonometrie.    4.  Lief. 
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d.  i.  für  »  =  — : 

■  #1 


p=W+f)+j(i+;)T.T' 


Für  die  Parabel  ist  a±=<x>,  demnach 


7)  Einfachere  Constructionen ,  als  sich  durch  obige  Formeln 
für  einen  beliebigen  Punkt  der  Curve  ergeben,  erhält  man 
durch  Einführung  der  Normale 


setzt  man  diesen  Werth  in  obige  Formel  ein ,  so  wird  q  =  jp» 

Wie  man  diese  Formel  auf  einfache  Weise  construiren  kann 
ist  vom  Herrn  Fabr.-Commissinnsrnth  A.  Brix  abgeleitet,  wir  be- 
gnügen uns  daher  mit  der  Angabe  des  Resultats:  „Es  sei  F 
(Taf.  II.  Fig.  15.)  der  Brennpunkt,  Q  ein  beliebiger  Curvenpunkt, 
QN  die  Normale.  Man  ziehe  durch  Q  und  F  die  Secante  FQ9 
errichte  in  N  das  Perpendikel  NM  auf  QN ',  welches  die  Secante 
in  schneidet;  dann  ziehe  man  MO  senkrecht  auf  QM  und  ver- 
längere die  Normale  bis  zum  Durchschnitt  O  mit  dieser  Senk- 
rechten,  so  ist  QO  der  Krümmungshalbmesser  des  Curvenpunk- 


8)  Diese  Construction  setzt  die  Brennpunkte,  also  auch  die 
Hauptaxen  als  gegeben  voraus;  sind  Mos  zusammengehörige 
Durchmesser  bekannt,  so  lassen  sich  allerdings  aus  diesen  die 
Hauptaxen  auf  ziemlich  einfache  Weise  finden,  in  einzelnen  Fäl- 
len dürfte  es  aber  doch  vorth eilhafter  sein,  sogleich  die  Krüm- 
mungskreise  der  Enden  der  zusammengehörigen  Durchmesser 
zeichnen  zu  können,  und  lässt  sich  hierfür  das  im  Folgenden  näher 
entwickelte  Verfahren  benutzen.  Es  ist  dasselbe  selbst  bei  gege- 
benen Hauptaxen  für  beliebige  Punkte  anwendbar,  da  es  ziemlich 
einfach  ist:  Bezeichnen  wir  die  conjugirten  Durchmesser  durch 
/  und  m  und  den  Winkel,  den  sie.  einschließen,  durch  z,  so  ist 
der  Krümmungshalbmesser  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  för  die 


tes  Q." 


Enden  des  Halbmessers  m 


m.sin  i 


Für  die  Enden  des  Halb- 


messers /  der  Ellipse  wird  o'  = 


/.sinz' 


Für  die  Parabel  ist  der 
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Krümmungshalbmesser  =  4^,  wenn  pk  den  Parameter  für  die 

zusammengehörigen  Durchmesser  bezeichnet.  Wir  haben  also  die 
für  rechtwinkelige  Axen  gefundenen  Werthe  nur  durch  sin  z  zu 
diridiren,  um  diese  Formeln  fiir  conjugirte  Durchmesser  benutzen 
zu  können.  —  Hiernach  ergeben  sich  folgende  Constructionen. 

Für  die  Ellipse  und  Hyperbel:    Man  fallt  vom  Endpunkte  A 

(Taf.ll.  Fig.  16.  und  Fig.  17.)  die  Normale  AEt  trägt  EG=zKC  ab  und 

n 

errichtet  in  G  die  Normale  GH  auf  AG  ;  EH=.  — r—  ist  der  ce- 

msinz  ° 

suchte  Krümmungshalbmesser  für  A  und  /?. 

Durch  gleiche  Construction  erhalt  m.m  hei  der  Ellipse  den 
für  C  und  D  geltenden  Krümmungshalbmesser,  wie  schon  daraus 
folgt,  dass  man  ja  jeden  der  beiden  Durchmesser  als  Abscissen- 
linie  annehmen  kann,  aber  auch  durch  die  Formel  gefunden  wird; 
in  Taf.  II.  Fig.  16.  ist  diese  (Instruction  punktirt  angegeben. 

Soll  für  einen  beliebigen  anderen  Punkt  der  Krüramungskreis 
bestimmt  werden,  so  kann  man  für  diesen  erst  zwei  conjugirte 
Durchmesser  bestimmen  und  dann  wie  so  eben  gezeigt  verfahren. 

Für  die  Parabel  ergab  sich  der  für  C  (Taf.  II.  Fig.  18.)  gel- 
tende  Krümmungshalbmesser  als  Der  halbe  Parameter  für 

die  zusammengehörigen  Axen  px  ist  aber  gleich  ICE  oder  auch 
=  }1LK(=LG  =  GK)t  wenn  LK  eine  parallel  der  Tangente  von 
C  durch  den  Brennpunkt  gezogene  Linie  ist,  =  EG.  Es  lässt 
sieb  dieser  Parameter  auch  leicht  aus  einem  gegebenen  Punkte 

der  Parabel  ableiten,  indem  #i2=2/?,:rI ,  d.  i.  px  =      .  —  Aus px 

ergiebt  sich  der  Krümmungshalbmesser  für  C  nun  folgend:  Ulan 
zieht  67/ ±  CD  und  LH±LK±TT:  GH  ist  der  gesuchte  Krüm- 
mungshalbmesser. Berücksichtigt  man  noch  die  Congruenz  der 
Dreiecke  CNM  und  LGH,  ho  lässt  sich  noch  leichter  sofort  M 
bestimmen,  indem  man  CN  =  halbem  Parameter,  d.  i.  =  LG=EG, 
aufträgt  und  in  iV  eine  Normale  auf  CiV  errichtet. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Angaben  lässt  sich  fol- 
gendermaassen  führen: 

Sei  CD  (Taf.  II.  Fig.  19.)  eine  beliebige  Curve,  C  der  durch  die 
6cbiefwinkeligen  Ordinate»  x  und  y  bestimmte  Punkt,  für  welchen 
der  Krümmungskreis  gesucht  werden  soll;  A  der  Anfangspunkt 
der  Abscisseo;  ferner  M  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Krüm- 
mungskreises, «,  ß  die  Ordinaten  desselben  und  p  der  Halbmes- 
ser.  Die  Kreisgleichung  wird  unte>  diesen  Voraussetzungen: 
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(1)  (x  -  a)*  +  (y  -  jS)*-  2(*-«)(y- jS)  cos  2  =  9*. 

Die  weitere  Ableitung  kann  nun  ganz  analog  der  in  Littrow 
p.  180.  für  rechtwinkelige  Coordinaten  angegebenen  erfolgen:  Diffe- 
rentürt  man  diese  Gleichung  zwei  Mal  nach  einander  und  setzt  das 
erste  Differential  Bx  constant,  so  erhält  man: 

2  (x~ a)  Bx  +  2  (y-ß)  By  -  2  cos  *  + (y-  /S)ö.r] = 0 , 

(2)  (x— tt)aj-+  (y—i3%-cos2(j:-a%-cos2(y-/5)aj-=0 
und 

L  Bx2  —  cos2 . BxBy  -f-  By*  +  (y  —  ß)B*y  —  coat.ByBx 
(  —  cos2(ar— a)cfy  =  0. 

Aus  (2)  und  (3)  folgt,  wenn  Bx*  +  By*=:Bs*  gesetzt  wird: 

_   _  (cos  28*  -  By)  (Bs* —  2coazBxBy) 
ß~~  (co8z*—l)Bx.B*y  * 

a  —  (dar  —  cos  2  By)  (Bs*  —  2  cos  2  Bx  By) 
y    P-  (cos2*-!)&r.3*£~~  ~-' 

und  hiernach: 

p* = [(cos  zBx— By)*+(Bx— cos  28^)*— 2  cos  z(cos  28ar—  By)(Bx— cos  2%)] 

/a««j-2co82 .  BxByy 
:*\(cosz*-l)Bxl*j) 

_  (Bs*— 2cosiaa%)sin22(^~2co8t.ara^)a_(8<a~2cog2.8ar8y)88iD2» 
[(cos2»-l)8*.#fy]*  -    (-sin2*.8x8*y)»  ' 

V~  (8ta—  2  00*28*  8y)» 
—  sin2.8a:82y 

Wenden  wir  nun  diese  für  schiefwinkelige  Coordioaten  abge- 
leitete Formel  des  Krümmungshalbmessers  auf  die  Gleichung  der 
Kegelschnitte  ans  zusammengehörigen  Coordinaten  an: 


x 


Die  zusammengehörigen  Durchmesser  seien  l  und  m ,  m  Abscis- 

senaxe.  Bezeichnen  wir  den  Werth  -  bei  der  Ellipse  und  Hy- 
perbel durch  pi9  und  ebenso  den  Parameter  der  zusammengehörigen 
Durchmesser  bei  der  Parabel  mit  px ,  so  hat  man  für  die  gemein- 
same Gleichung  dieser  drei  Curven: 
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sie  gehurt  för  die  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  je  nachdem  m 
positiv,  negativ  oder  unendlich  gross  ist. 

Durch  zweimaliges  Differentiiren  erhält  man: 


8,»=[y  +  Pl*(l-  5)«J.^ 


und 


und  hiernach: 


_  (3fs +/>.*(«  -         2co«  *  (1  -  )p,y)I 
Bini[_^Jfa  +  Pl.(,_5)a] 

und  wird  #  in  x  umgesetzt: 
_[V,*-Ih  g  +  P.a(t-f,)t-2co»»(»-|v,V  2P,x-g^]i 

[*<»-*>  +  >».  (I  -|)*-2coSx(l       )  V" 


P  = 


sinz.//J 


Für  x=0  wird  allgemein  0  =  ^»  d-  »•  för  die  Ellipse  und  Hy- 

perbel  =  -5-;  für  die  Parabel  =  -P- 
r  msmx  Sinz 

Für  die  Ellipse  .wird  ferner  für  x=zm  =£jj^ — -j,  d.i.  wenn 

für  ^  =  -  eingesetzt  wird : 
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ml  m2 

Sin  Z.Y  ~ 

T  m 


9)  Für  das  nach  Angahe  mehrerer  Krumraungskreise  noch 
erforderliche  Zusammenziehen  aus  freier  Hand  ist  zu  beachten, 
dass  nur  die  Krümmungskreise  in  den  Scheiteln  der  Axen  ganz 
innerhalb  oder  ausserhalb  der  Curve  des  Kegelschnitts  liegen,  in 
allen  andern  Punkten  aber  der  Krümmungskreis  die  Curve  durch- 
schneidet. Die  Krü'mmungskreise  in  den  Scheiteln  der  Hauptaxe 
(grossen  Axe  bei  der  Ellipse)  liegen  ganz  innerhalb  des  Kegel- 
schnitts; der  Krummungskreis  für  die  Scheitel  der  kleinen  Axe 
umschliesst  die  Ellipse.  Die  Krümmungshalbmesser  werden  um 
so  grosser,  je  weiter  der  Punkt  von  den  Scheiteln  der  Hauptaxe 
entfernt  liegt;  bei  der  Ellipse  findet  der  grosste  Krümmungshalb- 
messer bei  ^=a  statt,  wie  sich  durch  Nullsetzen  des  ersten  Dif- 
ferentialquotienten der  Gleichung 

ergiebt;  bei  der  Parabel  und  Hyperbel  für  x  =  <x. 

Man  muss  daher  beim  Zusammenziehen  der  Kegelschnitts- 
curve  aus  freier  Hand  bei  dem  nach  dem  Scheitel  der  grossen  Axe 
zu  gerichteten  Tlieile  des  Kriimmungskreises  stets  herein,  bei 
dem  vom  Scheitel  abgewendeten  Bogen  des  Kriimmungskreises 
heraus  gehen,  oder  mit  anderen  Worten:  der  Krummungskreis 
durchschneidet  die  Kegelschnittscurve  so,  dass  der  nach  dem  Schei- 
tel gewendete  Bogen  des  Krümmungskreises  ausser  die  Curve, 
der  vom  Scheitel  abgewendetc  Bogen  in  die  Curve  fallt.  Mathe- 
matisch lässt  sich  diess  leicht  durch  Aufsuchen  der  dritten  Diffe- 
rentiale nachweisen,  und  wird  auch  durch  einen  Blick  auf  die 
Figur  bestätigt,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  der  Krümmungs- 
kreis die  Kegelschnittscurve  nur  noch  in  einem  Punkte  schnei- 
den kann,  wie  oben  durch  die  neuere  Geometrie  bereits  gezeigt. 

10}  Will  man  nur  wenig  Krümmungskreise  zeichnen,  so  thut 
mim  gut,  zwischen  den  gezeichneten  Krümmungskreisen  noch  ein- 
zelne Punkte  der  Curve  anzugeben,  und  hierzu  kann  mau  dann 
mit  Vortheil  die  zwischen  dem  Krümmungskreise  und  der  Kegel- 
schnittscurve bestehende  Collineation  benutzen,  wie  oben  gezeigt. 
Allerdings  lässt  sich  hierzu  auch  jedes  andere  Verfahren  der  Be- 
stimmung einzelner  Punkte  aus  gegebenen  Grossen  anwenden. 
Hierauf  genauer  einzugehen,  liegt  nicht  in  der  Absicht  dieses  Auf- 
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satzes,  und  geben  wir  daher  nur  noch  speciell  für  die  Ellipse 
einige  hierher  gehurige  Constructionen  an. 

Es  lassen  sich  nämlich  für  die  Ellipse  sehr  leicht  die  zusam- 
mengehörigen Durchmesser  bestimmen,  die  in  die  Diagonalen  eines 
uro  die  gegebenen  Durchmesser  beschriebenen  Parallelogramms 
fallen,  und  diess  sind  eben  Punkte,  in  welchen  die  für  AB,  CD 
(Taf.  II.  Fig.  20.)  construirten  Kriimmungskreise  schon  bedeutend 
abweichen  werden.  Dass  diese  Diagonalen  wieder  zusammenge- 
hörige Durchmesser  geben,  geht  schon  daraus  hervor,  dass,  wie 
leicht  zu  beweisen,  AC\\FF  und  AH=HC  ist.  Die  Grosse 
der  auf  diese  Diagonalen  fallenden  Durchmesser  beträgt:  Diagonale 

xVl,  d.  i.  JK=GK.\r\t  KL—KF,  VI  *).  Man  kann  also  diese 


•)  Der  Beweis  für  den  Satz,  dass  die  auf  die  Diagonale  eines  am 
zwei  zusammengehörige  Durelimesser  beschriebenen  Parallelogramms 
fallenden  zusammengehörigen  Durchmesser  gleich   der  Diagonale  mal 

V~4  sind,  lässt  sich  am  einfachsten  dadurch  führen,  das«  man  die  El- 
lipse als  Projection  eines  Kreises  betrachtet;   die  Diagonale  eines  um 

den  Kreis  beschriebenen  Quadrats  =  Halbmesser .  \2.  Es  lässt  sich  die- 
ser Satz  jedoch  auch  sofort  aus  der  Gleichung  der  Ellipse  ableiten,  wie 
folgt: 

Bezeichnen  a  und  b  die  halbe  grosse  und  halbe  kleine  Axe  der  El- 
lipse, X  einen  mit  der  Hauptaxe  den  Winkel  o  einschliessenden  Dorch- 
(Taf.ll.  Fig.  22.),  so  ist  die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse: 


.  _4  f  a%0%  (s.  Lehmus,  Cunreii- 

Y  ö«sino*  +d»cosa»'         lehre.  J. 

\  sinaa(ff'—4-) 

Um  hieraus  zunächst  die  Mittclptinktsgleichung  der  Ellipse  für  zusam- 
mengehörige Halbmesser  /  und  /,  ,  welche  den  Winkel  *  einsch  Ii  essen, 
sn  erhalten,  setzen  wir  in  obige  Gleichung  für  a  S-\-at  ein,  wenn  &  den 
Winkel  zwischen  l  und  /  bezeichnet,  diess  giebt: 

Xz=zab\[ 0*+      —      sin («,-fcO*  ' 


b%-\-  (a%— -0a)(sin  A^coa  a ,  *-fsin  a ,  *cos  <JJ-J-2sin  3  cosdsin  a  t  rosa 
d.  i.,  da  nach  der  Mittelpunktsgleichung 

•inÄ1  -/»(«»-*•)' 

Thsü  XXIV.  2 
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Längen  leicht  erhalten,  indem  man  in  den  Halbirung«  punkten 
H,  Hx  Perpendikel  HJS=HK  und  HlPil  =  HiK  errichtet  und  die 
Hypotenusen  NK  und  NXK  auf  die  Diagonalen  GG,  FF  aufträgt. 
Da  GK  =  \\AD,   FK=\\AC,   so  kann  man  die  Zeichnung  des 


aUo 

Ut: 
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Parallelogramms  ersparen:  Man  zieht  mit  AC  nnd  AD  Paralle- 
len and  bestimmt  sodann  ähnlich  wie  oben  für  die  Diagonale  GG 
AD.Sfl  und  für  FF  AC.  \Tl 


t*  itt  boo  ferner  : 

ab=.ttx  .«ins, 
+     =  /«  +  /,»; 

folglich 


4=  ^'1^1. yl  (1^1)'-^^; 


mithin : 


at  (/*_/>«)  =    (/*  +  Z|  8)  +/.y  (/*  ">4/,')>  -  PI, ■  -in     —  /»/, ■  tin  »• , 
/*) = - +  /a  Y  (/a+^'*>a  _      *  tin  5*  +  /*/, »  sin  *• 

und 

ff*  (/«  —  £2)  —  02  (fl*  —  /•  )  =  /*  (/a  +  /i  * )  —  2/  %  a  ein  8». 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  ohige  Gleichung  folgt,  veno  man 
wegen 


=V  1    r—  7i  

f+y  <^!±/iI2L/V/^ioaH/i**in«H»inJH/a+/»,-2/198ia»1 

■ 

+/■/,•  «in»*) 


//,  sin  9 

— r~~' 
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Bei  gegebenen  rechtwinkeligen  Axen  erhält  man  auf  diese 
Weise  die  gleicbgrossen  conjugirten  Durchmesser;  die  för  die 

Endpunkte  derselben  geltenden  Krümmungshalbmesser  sind  ^j— , 

jedoch  werden  in  den  meisten  Fallen  vier  Krümmungskreise  und 
vier  dergestalt  bestimmte  Punkte  zur  Construction  der  Ellipse 
vollkommen  hinreichen.    Uebrigens  ist  der  Krümmungshalbmesser 

—  leicht  zu  construiren,  indem  man  nur  nötbig  hat,  von  J  (Taf.  II. 
sinj 

//,  «in  s  


▼'T^nT^  sin  JM'*  +  ^  -  ^ 

//,  sin*  


V/,«(«n*a.co«2ä+  «in 2<J .  sin 3 .  co« s)  +  «in d*  (/*  +  /, 8) 
Bei  Bestimmung  der  Grösse  MJ  wird  S=Sy ,  folglich,  da 

/i  sin  3 
lSdi  r=/__/1  C08S 

ist: 

//,  «ins  


//,  sin  3 


if^=  7"  /«-./,»  -f  2/!»  COS**— 2/^  cos  3 

sin  3* .  


V 


/«-f/i»  —2//,  COS  3 

2/,  sin  3  (/  —  /t  cos 3)     (/»  +  /,»)  /, 11  sin  3» 
+  s  in  3 .  cos  3  _7-i^_ -  +  j———  coga 


/sinsV 2//1cos3 


sin 


•in  3«  (/*  -  /, a  +  2/i »  cos  3«  —  21/ j  cos  3) 
s .  cos  3 . 2/,  sin  3  (/  -  Ix  cos  3)  +  (/>  +  /,  ■)  /, 1  «in  3' 


_ /sin3Tr/a  +  /1»--2//i  co«S 


^2 

=  V/»  +  /,«  —  2//,  COS3.t^i 

s  jrjr.  Vi. 

Ebenso  lässt  sich  beweisen,  des«  NL  =  MN*V\  ist. 
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Fig.  21.)  eine  Normale  auf  LK  zu  fällen  und  in  K  eine  Normale 
auf  JK  zu  errichten;  RJ  ist  der  gesuchte  Krümmungshalbmesser 
und  zwar  sogleich  in  der  gewünschten  Lage,  d.  b.  R  ist  sofort 
Mittelpunkt  des  Krümmungskreises. 

Bei  rechtwinkeligen  Axen  lassen  sich  noch  vier  Punkte  sehr 
leicht  angeben,  die  ebenfalls  fär  die  Construction  aus  Krüra- 
mongskreisen  günstig  liegen;  nämlich  die  Endpunkte  der  durch 
den  Brennpunkt  gehenden  Ordinate,  d.  i.  der  Parameter  p.  Der- 

selbe  ist  nSmlich  ==~»  d.i.  gleich  der  Grosse  des  Krüramungs- 

balbmesssers  für  die  Scheitelpunkte  der  Hauptaxe.  Diese  Punkte 
lassen  sich  auf  gleiche  Weise  auch  bei  der  Hyperbel  und  Parabel 
bestimmen  und  benutzen. 


III. 

Ueber  den  Vortrag  der  Lehre  von  dem  physischen 
Pendel  und  von  den  Momenten  der  Trägheit 

Von 

dem  Herausgeber. 


Ich  glaube,  dass  der  Vortrag  der  Lehre  von  dem  physischen 
Pendel  und  von  den  Momenten  der  Trägheit,  so  wie  derselbe 
gewöhnlich  in  den  Lehrbüchern  der  sogenannten  höheren  oder 
analytischen  Mechanik  gegeben  wird,  einiger  Verbesserungen  und 
Vereinfachungen  fähig  ist,  namentlich  wenn  man  diese  Lehre  weniger 
aus  dem  Gesichtspunkte  der  reinen  Mechanik,  als  vielmehr  aus 
dem  Gesichtspunkte  ihrer  grossen  Wichtigkeit  für  die  Physik 
darzustellen  beabsichtigt,  wobei  es  wohl  ganz  unnOthig  ist,  auf 
die  grosse  Mangelhaftigkeit  der  meisten  gaogbaren  physikalischen 
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Lehrbucher  in  dieser  Beziehung ,  aus  denen  kein  Anfänger  elue  nur 
einigerrnaassen  richtige  und  deutliche  Vorstellung  von  diesem  Gegen- 
stände bekommen  wird,  hier  noch  besonders  hinzuweisen.  Insbeson- 
dere in  der  Lehre  von  den  Momenten  der  Trägheit  hat  mir  immer  die 
Verbindung  einiger  elementaren  Betrachtungen  mit  den  Anwendungen 
der  Integralrechnung  /.weckmassig  und  der  Einfachheit  forderlich 
geschienen.     Die  Wichtigkeit  des   Gegenstandes,  insbesondere 
auch  für  die  Physik,  veranlasst  mich,  denselben  hier  in  der  Weise 
zu  entwickeln ,  welche  ich  in  meinen  Vorlesungen  über  sogenanute 
höhere  oder  analytische  Mechanik  zu  befolgen  pllege,  was  dem 
Zwecke  dieser  Zeitschrift,   welche  besonders  auch  die  Verbesse- 
rung des  mathematischen  Unterrichts  sich  zur  Aufgabe  gemacht 
hat,  durchaus  nicht  entgegen  ist,  hauptsächlich  dann,  wenn  der 
Gegenstand  von  so  grossem  Interesse  und  von  so  grosser  Wich- 
tigkeit ist,   wie   der  vorliegende.     Cm  die  Beurtheilung  dieses 
Aufsatzes  auf  den  richtigen  Standpunkt  zu  stellen,  wiederhole 
ich,  dass  ich  in  demselben  hauptsächlich  und  zunächst  die  grosse 
Wichtigkeit  des  darin  behandelten  Gegenstandes  für  die  Physik 
im  Auge  gehabt  und  namentlich  deshalb  auch  möglichste  Einfach- 
heit zu  erreichen  gesucht  habe. 


§  I. 

Dass  man  bei  der  Eutwickelung  der  Lehre  vom  physischen 
Pendel  in  einem  Vortrage  über  sogenannte  höhere  oder  analytische 
Mechanik  von  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung  eines 
Systems  von  Massen  ausgeben,  und  diese  Gleichungen  als  bekannt 
voraussetzen  muss,  versteht  sich  von  selbst.  In  meiner  Abhand- 
lung: Ueber  die  Stabilität  der  Schiffe  (Archiv.  Thl.XV. 
Nr.  1.)  habe  ich  die  in  Rede  stehenden  Gleichungen  entwickelt, 
und  kann  mich  daher,  auch  rücksichtlich  der  Bedeutung  der  im 
Folgenden  gebrauchten  Zeichen,  auf  jene  Abhandlung  beziehen. 
Bei  der  Entwicklung  der  Theorie  des  physischen  Pendels  brauchen 
wir  jedoch  nur  die  eine  Gleichung,  welche  dem  Falle  entspricht, 
wenn  das  System  der  Massen  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist. 
Diese  Gleichung  ist  (a.  a.  O.  S.  13.),  wenn  die  Drehungsaxe  als 
Axe  der  z,  hier  zugleich  als  horizontal,  angenommen  wird,  die 
folgende: 

(1)  £,„(x^-S^)=£m(xY-9X), 

* 

wo,  wie  schon  erinnert,  die  Bedeutung  aller  Symbole  ans  der 
angeführten  Abhandlung  zu  ersehen  ist;  und  diese  Gleichung  ist 
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•es  also,  von  der  wir  bei  der  Eotwickelung  der  Theorie  des  phy- 
Peodels  lediglich  unseren  Auslauf  nehmen  müssen. 


Bezeichnet  nun  G  die  auf  die  Masseneinheit  bezogene  Schwere, 
und  nehmen  wir  den  positiven  Thcil  der  Axe  der  x  vertikal  ab- 
wärt«, die  Axe  der  y  also,  eben  so  wie  die  Axe  der  z,  horizon- 
tal; so  ist  offenbar  in  den  in  der  angeführten  Abhandlung  einge- 
ßfcrten  Zeichen: 

X'  =mG,  T  =0,  Z'  =  0; 
JT/rrmiG,  ^'  =  0,  Z.'rzO; 
X2'  =  m2G,  Fa'=0,  Z2'  =  0; 
Xt'  =  mzGt  r8'=0,  Z,'  =  0; 
u.    s.  w. 


X' 

F=£-  =0, 

2  = 

Z' 

m  =°> 

F.' 

Ti=—  =0, 

Zj  = 

^  =  0; 

X  ' 

X*=^-  =  G, 

Fa=^=0, 

2,= 

OT3  . 

F  ' 

U.     8.  W. 

Daher  wird  die  Gleichung  (1)  unter  den  gemachten  Voraus- 

n : 


(2)  Zm{J^-y^*)  =  --G2my, 

weil  man  natürlich  das  constante  G  vor  das  Summenzeichen  neh- 
men kann 

Bezeichnen  wir  aber  durch 

r,   Ti ,   ra,   r3,   r4, .... 

die  Entfernungen  der  shmmtlich  auf  ihre  Schwerpunkte  reducirt 
oder  in  denselben  vereinigt  gedachten  Massen 

m ,  nti  9  w2>  Wj,  m^, .... 

^oo  der  horizontalen  Drehungsaxe,  und  durch 
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9>>     9l  »     ^2»     9>3»  9>4» 

die  von  den  Linien 

mit  dem  positiven  Theite  der  Axe  der  x  eingeschlossenen  Win- 
kel, indem  man  diese  Winkel  etwa  nur  von  0  bis  180°  zählt,  aber 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem  die  entsprechen- 
den Linien 

Ty   rt ,    ra,   r3,  r4,.... 

auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  xz  liegen ; 
so  ist  offenbar,  wenn  wir  der  Kurze  wegen  bloss  die  Masse  m 
ins  Auge  fassen,  in  völliger  Allgemeinheit: 

x  =  rcos(pt   y  =  rsinqp; 

also,  weit  naturlich,  wenn  man  nach  t  differentiirt,  r  als  constant, 
(p  aber  als  veränderlich  zu  betrachten  ist: 

dx  d<p     dy  dq> .  . 

äF  =  -r8,n^T'  a/=rcos*a<' 

folglich : 

<Px  ,     cP(p  /3qpV 

W  =  -ramVw-rC0S(p\BiJ  ■ 

g£  =    rcos<p^-rsin(p^  , 

und  hieraus,  wie  man  sogleich  übersieht: 

8*,/    J*x  d*<p 

Folglich  ist  nach  (2)  : 
(3)  Zmr2      =  -  OZmr  sin  <p  • 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  der  Massen 
m,   t/2]  ,  ift3,  .... 

von  der  Drehungsaxe  durch  72,  -  und  durch  O  den  auf  ganz  ähn- 
liche Art  wie  vorher  die  Winkel 

<P,   <Pi»  9>a>  V*»-" 

genommenen  Winkel,  welchen  die  Linie  R  am  Ende  der  Zeit  i 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einschliesst,  so  ist  nach 
der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 
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my  +  whyt  +  mayfl  +  m^y,  + ... . 
m  +  »h  +  w*a  +  w»a  +  .... 

__mri»ing)-f  tn^ising», +iw2r2sin9a-f  OT3r38in<p3-f  ....  . 

m  +  «ij  +  m2  +  ot8  -f  ....  ~  H8m  9* 

oder  kürzer: 


und  folglich: 


also  nach  (3): 


£mrs\nip     _  .  _ 


Zmr  sin  <p  =  /?  sin  <2>^m ; 


(4)  ^wtr56  ^  =  -  GÄsin  0Zwt. 

Weil  aber  die  Winkel  <p  und  <P  offenbar  immer,  d.  h.  für  jedes 
f,  um  dieselbe  constante  Grösse  verschieden  sind,  so  ist 

ay  _ 
a<»-a?>~; 

und  natürlich  ganz  eben  so: 

a?qp,_#2<z>    ava    a*o>    ay3  a*<i> 
a^~a/f'   a**  ~w 


also  nach  (4)  offenbar: 

~  ZPO 

(5)  2mr*.-öp=—GRs\n®Zm. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Lange  des  einfachen  Pendels,  welches 
seine  Schwingungen  genau  in  derselben  Weise  vollendet,  wie  die 
Linie  R  in  dem  Systeme  der  Massen 

m,   mit   m?,   rn3,  mA, 

durch  B,  und  den  materiellen  Punkt  dieses  einfachen  Pendels  etwa 
durch  #i;  so  ist  nach  der  Gleichung  (5),  wenn  man  sich  das 
System  der  Massen 

wt,   wi| ,   wia,  m4, .... 

- 

auf  nur  eine  Masse  reducirt  oder  vielmehr  aus  nur  einer  Masse 
bestehend  denkt,  offenbar: 

f*Ha  -g^-  =— pßttsin  <0, 
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oder,  wenn  man  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt: 

(6)  *y£=-G8in<2>. 

Dividirt  man  jetzt  die  Gleichung  (5)  durch  die  Gleichung  (6),  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

(7)  -^  =  ÄZm, 
oder 


(8)  im= 


Die  Summe,  welche  man  erhalt,  wenn  man  in  einem  beliebi- 
gen Systeme  von  Massen  jede  dieser  Massen  in  das  Quadrat  der 
Entfernung  ihres  Schwerpunkts  von  einer  in  dem  Systeme  belie- 
big als  Axe  angenommenen  geraden  Linie  multiplicirt,  und  alle 
auf  diese  Weise  erhaltenen  Producte  zu  einander  addirt,  nennt 
man  überhaupt  das  Moment  der  Trägheit  oder  das  Träg« 
heitsmoment  der  in  Rede  stehenden  Massen  in  Bezug  auf  die 
angenommene  Axe. 

Bezeichnen  wir  ferner  in  dem  oben  betrachteten  Massensysteme 
den  Punkt,  in  welchem  die  horizontale  Drehungsaxe  oder  Schwin- 
gungsaxe  von  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems,  den 
wir  von  jetzt  an  durch  »S  bezeichnen  wollen,  gehenden,  auf  der 
Drehungsaxe  senkrecht  stehenden  Geraden  getroffen  wird,  den 
sogenannten  Aufhängepunkt,  durch  O,  und  tragen  nun  auf 
dem  in  Hede  stehenden  Perpendikel  von  dem  Aufhängepunkte  O 
aus  eine  der  oben  durch  H  bezeichneten  Länge  gleiche  gerade 
Linie  auf:  so  heisst  der  Endpunkt  dieser  von  dem  Aufhänge* 
punkte  O  aus  aufgetragenen  Linie,  «reichen  wir  im  Folgenden 
durch  Sl  bezeichnen  wollen,  der  Mittelpunkt  des  Schwungs, 
der  Oscillationspunkt  oder  der  Schwingungspunkt  des 
Massensystems. 

Dies  vorausgesetzt,  lässt  sich  nun  der  in  der  Gleichung 

enthaltene  höchst  wichtige  und  merkwürdige  Satz  auf  folgende  Art 
aussprechen : 

Satz. 

Die  Entfernung  des  Oscillationspunkts  eines  Systems 
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ron  Massen  von  der  horizontalen  Drehungsaxe  des 
Systems  wird  erhalten,  wenn  man  (las  Trägheitsmo- 
ment der  Massen  in  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  durch 
das  Product  der  Summe  der  sämmtlichen  Massen  in 

die  Entfernung  ihres  gemeinschaftlichen  Schwerpunkts 

Ton  der  Drehungsaxe  dividirt. 

{  2. 

Von  den  Trägheitsmomenten  Ifisst  sich  ohne  Schwierigkeit 
ein  allgemeiner  Satz  beweisen ,  der  für  viele  Untersuchungen  von 
grosser  Wichtigkeit  ist.  Zu  diesem  Satze  kann  man  leicht  auf 
folgende  Art  gelangen. 

In  dem  Systeme  der  Massen 

m ,    ?nlt   m<2, ,    7713  >   014 , .  • . 

nehme  man  beliebig  zwei  einander  parallele  Axen  an,  von  denen 
jedoch  die  eine  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems  gehen  soll. 
Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt 
gebende  Axe  sei  dagegen  werde  das  Trägheitsmoment  in  Be- 
zug auf  die  nicht  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe  durch  T 
bezeichnet.  Den  Schwerpunkt  nehme  man  als  den  Anfang  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  yt  z  an,  indem  man 
die  Axe  der  r  mit  der  vorher  durch  den  Schwerpunkt  gelegten 
Axe  zusammenfallen  lässt.   Die  Coordinateu  der  Massen* 

tn ,    r?(|  >    77^2 1    WI3  ■  7/14,.... 

in  dem  angenommenen  Coordinatensysteme  seien  respective: 

& >  y »  z »  x\  •  yi  *  2i »  xn  t  y% »  *2 »  xi *  t/3 »  2s » •••• 

Bezeichnen  wir  nun  noch  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punk- 
tes in  der  nicht  durch  den  »Schwerpunkt  gehenden  Axe  durch 
o,  6,  c,  so  ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Trägheitsmo- 
ments und  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  offenbar: 

r=  !(*-«)*  +  (y- Wro  +  K*i-«)*  +  (yi-W«i 

+  t(*a-a)*  +  (y2-6)*}7^ 

+  a)*  +  (y, -««Im, 

+  

und 
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<T  =  (**  +  5,*)  m  +  (xt*  +  yf)  m, 
+  (*a2  +  y2a)"«2 

+  

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  leicht  durch  Subtraction: 
T  —  H  =  —  2a  (ma:  + fn^i  +  OT2a*a -f wij  x3  +  ....) 

—26  (wiy  +  mW  +  »1^2+^3  +  ••••) 
+  (a2  -f  62)(m  +  i»!  +  w.2  +  «13  -f  ....). 

Weil  nun  der  Schwerpunkt  der  Anfang  der  Coordinaten  ist,  so  ist 
nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

mx  -f  mxxx  +  max2  +  »130:3  -f  ....  =  0, 

also  nach  dem  Vorhergehenden : 

7'  — <T  =  (a2  +  62)  (w  + 1»!  +     +  w,  +  ....) , 

oder 

7T-0:  =  (aa-f  62)2m, 

oder 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  der  beiden  parallelen  Axen  von 
einander  durch  E,  so  ist  offenbar 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

Mittelst  dieser  Formel  kann,  wenn  man  das  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt 
des  Systems  gehende  Axe  kennt,  immer  leicht  das  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  jede  andere  dieser  Axe  pa- 
rallele Axe  gefunden  werden. 

•      fr  3. 

Kehren  wir  jetzt  wieder  zu  den  in  J.  1.  angestellten  Betrach- 
tungen zurück  und  bezeichnen  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
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die  Drehungsaxe  durch  Tt  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
eine  durch  den  Schwerpunkt  £  gelegte,  der  Drehungsaxe  paral- 
lele Axe  durch  (T,  so  ist,  wenn  wie  früher  0<den  Aufhängepunkt, 

Sl  den  Oscillationspankt  bezeichnet,  nach  dem  in  §.  1.  bewiesenen 

Salie : 

Sacb  §.  2.  ist  aber 

T=1t  +  OS*.Zm, 
also  nach  der  vorhergehenden  Gleichung: 

woraus  auch  zugleich  hervorgeht,  dass  immer  0&>  OS  ist,  d.  h. 
iass  immer  der  Oscillationspunkt  tiefer  als  der  Schwerpunkt  des 
Systems  liegt 

Wir  wollen  nun  einmal  den  Oscillationspunkt  Sl  zum  Aufhän- 
gepunkte machen  und  dann  den  entsprechenden  Oscillationspunkt 
durch  &  bezeichnen.   Dann  ist  natürlich  ganz  eben  so  wie  vorher : 

wo  wieder  ß©>ÄS  ist. 


Fig.  1. 


-Ä 


Fig.  2. 
-Sl 


Der  erste  Fall  ist  in  Fig.  1.,  der  zweite  Fall  ist  in  Fig.  2.  dargestellt. 
Nun  ist  im  ersten  Falle,  wobei  Fig.  1.  zu  vergleichen: 

osi=os+sis=os+  os^£m  > 
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also 

0<.  &  _       1       OS.  2m 

OS.Zm*    SIS~      Z  ' 

Führt  man  dies  in  die  obige,  dem  zweiten  Falle  entsprechende 
Gleichung 

ein,  so  wird  dieselbe 

und  vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  dem  ersten  Falle 
entsprechenden  Gleichung 

so  erhält  man  auf  der  Stelle  die  folgende  überaus  merkwürdige 
und  wichtige  Gleichung: 

In  dieser  Gleichung  ist  der  folgende  Satz  enthalten: 

Wenn  man  in  einem  beliebigen  MasscnSysteme  den 
Aufh ängep unkt  mit  dem  Oscillationspunkte  verwech- 
selt, so  schwingt  in  beiden  Fallen  die  den  Aufhänge- 
punkt mit  dem  Schwerpunkte  verbindende  gerade  Linie 
auf  völlig  gleiche  Weise. 

Dieser  Satz  hat  bekanntlich  die  Veranlassung  zu  der  wichtigen 
Erfindung  des  Reversions -Pendels  gegeben. 

§•  * 

Bei  der  Bestimmung  der  Momente  der  Trägheit  ist  uns  die 
Summe  der  Reihe 

l*,  3*,  5*,  7«,....,  (2n— 1)* 

nöthig,  die  wir  daher  jetzt  in  der  Kürze  entwickeln  wollen. 
Es  ist 

J»+2*+3a+4*+5*  +  ....  +  (2n)* 

=  l«  +  3»  +  5»  +  7*+....  +  <2»  —  l)*  +  2*  +  42  +  62  +  8*  +  ....  +  (2n)* 
=:l«  +  3*  +  5»  +  7*+ ....  +  (2»  - 1)«  +  4(l»+2*+3»+4»+....  +  n2) 
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oder 

P+3H5*  +7*  +  ....  +  (2h  —  ])* 
=  l2+22+3*+4*  +  ....+(2w)2  —  4(l*  +  2a  +  3H4a+....+n*), 

«od  daher  nach  der  allgemein  bekannten  Formel  ffir  die  Summe 
der  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen : 

l*  +  3*  +  5a+7a  +  ....  +  Cto-l)a 

2nQ2w+l)(4n+l)  w(itj^)(2n  f  1)  w(2/t  +  l)(4w  +  l— 2k— 2) 
~  6  4  6         -~  3 

also 

+3,  +  5»  +  7«  + ....  +  es.  -  i)*=^^i2iL±J>. 

§.  5. 

Trägheitsmoment  einer  geraden  Linie  in  Bezug 
auf  einen  in  ihr  oder  in  ihrer  Verlängerung  nach  der 
ei oen  oder  nach  der  anderen  Seite  hin  liegenden  Punkt  •). 

Die  gerade  Linie  sei  AB,  der  in  ihr  oder  in  einer  ihrer  Ver- 
längerungen liegende  Punkt,  in  Bezug  auf  welchen  das  Trägheits- 
moment bestimmt  werden  soll,  sei  O. 

Er    ter  Fall. 

Der  Punkt  ö  liege  in  der  Verlängerung  der  geraden  Linie  AB 
über  den  Punkt  A  hinaus: 

,  1  i 

O  A  B 

.Man  theile  die  gerade  Linie  AB  in  n  gleiche  Theile  und  bezeichne 
jeden  dieser  Theile  durch  i;  auch  setze  man  der  Kürze  wegen 

OA~a,  OB  =  6. 

Ist  nun  T  das  gesuchte  Trägheitsmoment  der  Linie  AB  in  Be 
mg  auf  den  Punkt  O,  und  bezeichnet  hier  und  im  Folgenden 
immer  6  die  Dichtigkeit  der  Materie,  aus  welcher  der  Korper, 
dessen  Trägheitsmoment  gesucht  wird,  bestehend  gedacht  wird, 
•o  ist  offenbar  T  die  Gränze,  welcher 


•)  Eigentlich  in  Bezug  auf  eine  in  diesem  Punkte  auf  der  geraden 
Uate  senkrecht  stehende  Axe.  Dieso  Bemerkung  hat  man  auch  im 
Felgenden  sn  beachten. 
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«(« + 2  04  i+  «(«  +  £  Q*< +'(•+!  P  <+--  +  <(«  +  =3-  0*«' 

sich  nähert,  wenn  man  n  in's  Unendliche  wachsen  lässt,  wobei 
man  sich  zu  erinnern  hat,  dass  immer  die  Masse  gleich  dem  Pro- 
ducta der  Dichtigkeit  und  des  Volumens  ist.  Vorstehende  Grosse, 
deren  Gränze  für  in's  Unendliche  wachsende  n  gesucht  wird,  ist 
aber,  wie  man  leicht  findet: 

da2, ni  f  öa {1  +3  +  5  +  7+,...  +  (2n— l)}t* 
+  18 1 1  +  3*+ 5* + 7« +  ....+  (2*  - 

=  öa2.  ni  +  ** .  • 

und  nimmt  man  nun,  indem  w  sich  dem  Unendlichen,  also  t  sich 
der  Null  nähert,  die  Gränze,  so  erhält  man  auf  der  Stelle: 

T  =  öa2  (b  -  o)  +  öa  (6  -  a)2  +  \ö  (b  —  a)a , 

oder 

r=d(6-tf){a*-r-a(6-«)  +  U6-fl)2i. 
also,  wie  man  sogleich  findet: 

r=ja(6-a)(a2+a6  +  6*), 

oder 

T=\ö(b*-a*). 

Zweiter  Fall. 

Der  Punkt  O  liege  in  der  Verlängerung  der  geraden  Linie 
AB  über  den  Punkt  B  hinaus: 


A  B  O 

Setzt  man  wieder 

OA  =  a,    OB  —  b 

und  bezeichnet  das  Trägheitsmoment  der  geraden  Linie  AB  in 
Bezug  auf  den  Punkt  O  auch  wieder  durch  T,  so  erhält  man  ganz 
wie  vorher: 
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T=ld(a— 6)(a«-M6+6«) 

i 

i  i 

> 

r=ja(fl»-63). 

■ 

Dritter  Fall. 
Der  Punkt  O  liege  in  der  geraden  Linie  AB  selbgt: 


A  O 
Auch  jetzt  setze  man 

OA  =  n,    OB  =  b 

und  bezeichne  das  Trägheitsmoment  der  Linie  AB  in  Bezug  auf 
den  Punkt  O  durch  T.  Bezeichnen  wir  nun  ferner  die  Trägheits- 
momente von  OA  und  OB  in  Bezug  auf  den  Punkt  O  respective 
durch  $  und        so  ist  offenbar: 

md  nach  dem  Ersten  Falle  ist,  wenn  man  dort  <z  =  0»  6  =  a 
und  a=0,  6  =  6  setzt: 

&=£6V,  (T  =  i^6s. 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


r=id(a  +  6)  (a»-a6  + 6*). 

Bezeichnet  man  die  Länge  der  geraden  Linie  AB  durch  /  und 
bftrachtet  in  den  beiden  ersten  Fällen,  d.  h.  wenn  O  in  einer  der 
Verlängerungen  der  geraden  Linie  AB  über  ihre  Endpunkte 
liegt,  a  und  6  beide  als  positiv  oder  beide  als  negativ,  in 
dem  dritte«  Falle  dagegen,  wenn  O  in  der  geraden  Linie  AB  selbst 
liegt,  die  eine  der  beiden  Grossen  a  und  6  als  positiv,  die  andere 
als  negativ ;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  ganz  allgemein : 

r=»<5/(a«  +  fl6  +  62). 
§.  6. 

■ .  '  ii 

Trägheitsmoment  einer  geraden  Linie  in  Bezug  auf 

eine  ihr  parallele  Axe. 

Man  theile  die  gegebene  gerade  Linie,  deren  Länge  wir  durch  /, 

Theil  XXIV.  3 
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ihre  Entfernung  von  der  gegebenen  Axe  durch  a  bezeichnen  wol- 
len» in  n  gleiche  Tbeile,  deren  jeder  i  sein  mag;  so  ist  das  gesuchte 
Trägheitsmoment  T  offenbar  die  Gränze,  welcher  6na*i=öa*.ni 
sich  nähert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst  Weil  nun  aber  ni=/ 
ist,  so  ist  offenbar 

T=dla* 
§.  7. 

Trägheitsmoment  einer  geraden  Linie  in  Bezug  auf 

einen  beliebigen  Punkt. 

Durch  den  gegebenen  Punkt,  den  wir  durch  O  bezeichnen 
wollen,  lege  man  zwei  Axen,  von  denen  die  eine  auf  der  gege- 
benen geraden  Linie  senkrecht  steht,  die  andere  ihr  parallel  ist 
Sind  nun  die  Trägheitsmomente  der  gegebenen  geraden  Linie  in 
Bezug  auf  diese  beiden  Axen  respective  Ü  und  «7,  und  wird  das 
gesuchte  Trägheitsmoment  der  gegebenen  geraden  Linie  in  Bezug 
auf  den  Punkt  O  durch  T  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  mit  Hülfe 
des  pythagoräischen  Lehrsatzes  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 

Bezeichnen  wir  aber  die  Länge  der  gegebenen  geraden  Linie  durch 
/,  die  gehurig  als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Entfernungen 
ihrer  Endpunkte  von  der  auf  ihr  senkrecht  stehenden  Axe  durch 
a  und  ß,  und  ihre  Entfernung  von  der  ihr  parallelen  Axe  durch 
a;  so  ist  nach  §.  5. 

und  nach  {.  6.  ist 

r  =  o7«i* 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

§.  8. 

Trägheitsmoment  eines  Rechtecks  in  Bezug  auf  eine 
■n  setner  Ebene  Hegende  und  einer  seiner  Seiten  pa- 
rallele Axe. 

Zwei  zusammenstoßende  Seiten  des  Rechtecks  seien  aundft, 


Digitized  by  Google 


physischen  Pendel  und  ron  den  Momenten  der  Trägheit.  35 


and  die  Axe,  in  Bezug  auf  welche  das  Trägheitsmoment  des 
Rechtecke  bestimmt  werden  soll,  sei  der  Seite  a  parallel. 

Man  tbeile  die  Seite  a  in  m  gleiche  Theile,  deren  jeder  t  sein 
m&°,  so  dass  a  —  mi  ist,  trage  einen  dieser  Theile  auf  b  so  oft 
auf.  als  es  angeht,  und  ausserdem  noch  ein  Mal,  so  dass 

m<6<(»  +  l)f 

ist,  nnd  ziehe  durch  alle  auf  diese  Weise  auf  den  Seiten  a  und  6 
erhaltene  T heilpunkte  Parallelen  mit  den  Seiten  des  Rechtecks, 
so  erhält  man  ein  Netz  von  Quadraten,  welche  alle  die  Seite  t 
haben.  Von  den  Mittelpunkten  aller  dieser  Quadrate  fälle  man 
auf  die  Axe  Perpendikel  und  bezeichne  die  Summen  der  Quadrate 
dieser  Perpendikel  für  jede  der  m  auf  der  Axe  senkrecht  stehen- 
den Schichten  von  ?t  und  n  +  1  dieser  Quadrate  mit  der  gemein- 
schaftlichen Seite  i  respective  durch  5  und  S' ,  das  gesachte 
Trägheitsmoment  des  Rechtecks  in  Bezug  auf  die  angenommene, 
der  Seite  a  parallele  Axe  aber  durch  T.  Dann  ist  offenbar  Tdie 
Gränze,  welcher 

ömSi*  oder  dmS'P, 

d.  i. 

SSi.mi  oder  fiSH.mi 

sich  nähert,  wenn  m  in's  Unendliche  wächst.  Weil  nun  aber 
mi  =  a  ist,  nnd  die  Gränze,  welcher  6Si  oder  dS'i  sich  nähert, 
wenu  m  in's  Unendliche  wächst,  offenbar  das  Trägheitsmoment 
der  Seite  b  des  Rechtecks  in  Bezug  auf  die  angenommene  Axe 
ist;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  wir  das  letztere  Träg- 
heitsmoment durch  vT  bezeichnen, 

T  =  afL 

Bezeichnen  wir  nun  die  gehörig  als  positiv  und  negativ  betrach- 
teten Entfernungen  der  Seite  a  und  der  ihr  parallelen  Seite  des 
Rechtecks  von  der  angenommenen  Axe  respective  durch  a  and  ß, 
so  ist  nach  §.  5. 

<r=i<56(«a  +  «/S  +  /5*), 
also  nach  dem  Obigen: 

T=z  \6ab(tP  +  aß  +fP). 

§.  9. 

Trägheitsmoment  eines  Rechtecks  in  Bezug  auf  einen 
beliebigen  Punkt  in  seiner  Ebene. 

Die  beiden  zusammen« tossenden  Seiten  des  gegebenen  Recht- 
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ecks  seien  a  und  6,  und  O  «»ei  der  Punkt  in  seiner  Ebene,  in 
Bezug  auf  welchen  das  Trägheitsmoment  T  des  Rechtecks  be- 
stimmt werden  soll.  Legt  man  nun  durch  den  Punkt  O  zwei  den 
Seiten  a  und  b  des  Rechtecks  parallele  Axen ,  und  bezeichnet  die 
Trägheitsmomente  des  Rechtecks  in  Bezug  auf  diese  beiden  Axen 
respective  durch  $  und  so  ist,  wie  mittelst  des  pythagoräischen 
Lehrsatzes  auf  der  Stelle  erbellet: 

Bezeichnen  wir  die  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  betrach- 
teten Entfernungen  der  Seite  a  und  der  ihr  parallelen  Seite  des 
Rechtecks  von  der  mit  der  Seite  «  parallelen  Axe  durch  a  und  0, 
die  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  betrachteten  Entfernungen 
der  Seite  6  und  der  ihr  parallelen  Seite  des  Rechtecks  von  der 
mit  der  Seite  6  parallelen  Axe  durch  at  und  ßx ;  so  ist  nach  §.  8. 

Z=\6ab(a*  +  aß  +  P), 

«'=!,*aÄ  («!»  +  «,/?,+/?,»); 

also  nach  dem  Obigen : 

T  =  \öab  («*  +  aß  +  p  +  «4» + axß,  -f  ft «). 

§.  10. 

Trägheitsmoment   einer    beliebigen   ebenen  Figur  in 
Bezug  auf  einen  Punkt  in  ihrer  Ebene. 

Wir  wollen  zuerst  wieder  das  im  vorhergehenden  Paragraphen 
betrachtete  Rechteck,  unter  Beibehaltung  aller  dort  gehrauchten 
Bezeichnungen,  in's  Auge  fassen.  Bezeichnen  wir  das  Trägheits- 
moment irgend  einer  in  dienern  Rechtecke  mit  der  Seite  b  parallel 
gezogenen  Linie,  deren  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  be- 
trachtete Entfernung  von  der  durch  den  Punkt  O  mit  der  Seite  b 
parallel  gezogenen  Axe  im  Allgemeinen  durch  x  bezeichnet  wer- 
den soll,  in  Bezug  auf  den  Punkt  Ö  durch  Tx\  so  ist  nach  §.  7. 

Tx  =  öb\x2  +  l  (a*+aß  +  }. 

Integrirt  man  nun  das  Differential 

Txdx  =  6b  \  .t*  +  1  («*  +  aß  +  P)  \  &r 

zwischen  den  Gränzen  a,  und  ßl ,  wobei  <*,  <  sein  soll,  so 
erhält  man: 


Digitized  by  Google 


physischen  Pendel  und  von  den  Momenten  der  Trägheit.  37 


«i  «, 

=  iW|A«-a1>  +  («1  +  «/J  +  Pa)(A -bl- 
öder, wie  man  sogleich  findet: 

J**'  r^x=  Jd(ft  —  a,)6(a*  +  «0  + 15*  +  «,*  f  ^/S, 
also,  weil  offenbar  allgemein      — at=a  ist: 


f 


Tjdx=  Jd«6(aH aß  f  0»  +  c^*  +  a,ft  +  ft»). 


Daher  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

Nach  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  ist  aber,  wenn 

n 

gesetzt  wird,  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  för  ins 
Unendliche  wachsende  n: 


f 


ß'  rjax=Lira.i(7,ai  +  Ta,-f,+  rai+w+  ....  +  Ta.im); 


aUo  ist  auch  fär  ins  Unendliche  wachsende  n: 

Haben  wir  nun  eine  beliebige  ebene  Figur,  deren  Trggheits- 
moment  T  in  Bezug  auf  einen  in  ihrer  Ebene  liegenden  Punkt  O 
bestimmt  werden  soll,  So  bezeichne  man  das  Trägheitsmoment 
einer  beliebigen  Sehne  oder  Chorde  dieser  Figur,  deren  gehörig 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  von  dem  Punkte 
O  im  Allgemeinen  durch  x  bezeichnet  werden  soll,  in  Bezug  auf 
den  Punkt  Ö  durch  7*.  Sind  dann  die  gehörig  als  positiv  oder 
als  negativ  betrachteten  Entfernungen  der  beiden  äussersten  Chor- 
den der  Figur,  welche  der  vorhergehenden  parallel  sind,  von  dem 
gegebenen  Punkte  a  und  h,  wo  a<6  sein  soll;  so  erhellet  aus 
dem  Vorhergehenden  und  aus  der  Theorie  der  bestimmten  Inte- 
grale mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  sogleich,  dass,  wenn  man 
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setzt,  für  in's  Unendlich  wachsende  tt 

T=L\m.i(Ta  f  Ta+i+  ^«+«+  •  +  T*+m)> 
also  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  bestimmten  Integralen 


TJbx 
ist. 

§.  )1. 

Trägheitsmoment  eines  Kreises  in  Bezug  auf  seinen 

Mittelpunkt. 

Der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  sei  r;  die  gehörig  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  einer  seiner  Seh- 
nen von  dem  Mittelpunkte  sei  im  Allgemeinen  x;  dann  wird  nach 
§.  7.  das  Trägheitsmoment  dieser  Sehne  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt, welches  wir  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  durch  Tx 
bezeichnen  wollen,  durch  die  folgende  Formel  bestimmt: 

7V=2<5V  r^r*|arHK(VV»^*)2-  V  r*-x*  Vr*^x*+( V  r2-.**)»)}, 
oder  kürzer: 

Ts— 26  \Tr*—x* I       i  (r* -  **)  | , 

also 

Bezeichnet  nun  T  das  gesuchte  Trägheitsmoment  des  gegebenen 
Kreises  in  Bezug  auf  seinen  Mittelpunkt,  so  ist  nach  dem  vorher- 
gehenden Paragraphen : 

T         +f  Txdx  =  löJ'*r(r*+>2x*)te  Vr*^Ä 
Nun  ist  aber: 

/(r* + 2x*)Bx  Vr*=x~*=r*fdx  VV*^x*  +  2/*«&r  V  r»~ 


und  mittelst  einer  bekannten  Reductionsforruel  der  Integralrech- 
erhält  man  leicht: 
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also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

froraoa  sich  sogleich 

^  +r  (r«  +  2**)  aar  Vr»— =  ir*J*  Vr1-«1 
— r  — r 

ergiebt.    Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

Bezeichnen  wir  nun  den  Flächeninhalt  unsere  Kreises  durch  F, 
so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Quadratur  der  Girren  bekanntlich 


r=iov«F, 

und  da  nun  F=r*n  ist,  so  ist 

T=  \dr*7tt 

was  sich  auch  elementar  beweisen  Usst  •). 

J.  Ii 

Trägheitsmoment  eines  rechtwinkligen  Paralleleplpeds 
in  Bezug  auf  eine  seiner  Kanten. 

Die  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  eines 
rechtwinkligen  Parallelepipeds  seien  at  6,  c,  und  c  sei  die  Kante, 
in  Bezug  auf  welche  das  Trägheitsmoment  des  Parallelepipeds 
bestimmt  werden  soll.  Die  auf  der  Kante  c  senkrecht  stehenden 
Schnitte  des  Parallelepipeds  sind  Rechtecke  mit  den  Seiten  a,  6. 
Das  TrSgheitsmoment  eines  jeden  dieser  Rechtecke  in  Bezug  auf 
die  Kante  c  ist  nach  §.  9.  offenbar: 


•)  M  «.mein  Lehrbuch  der  Phytik  mit  torsäglleherButk- 
•  lebt  auf  matfaematUche  Begründung  Thl.1.  Leipt.  1845.  S.  900. 
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wobei  man  zu  beachten  bat,  dass  im  vorliegenden  Falle  eine  der 
Grössen  a,  ß  in  §.  9.  6  und  die  andere  0,  eine  der  Grossen  at,  ßt 
in  §.  9.  a  und  die  andere  0  ist.  Bezeichnen  wir  nun  das  gesuchte 
Trägheitsmoment  des  Parallelepipeds  in  Bezug  auf  die  Kante  c 
durch  7\  so  ist  offenbar 

• 

T  ==y^  0  \öab (a2  +  62) Bx  =  tfab (a2  +  62) | * ' 8* , 


also 


Die  Trägheitsmomente  des  Parallelepipeds  in  Bezug  auf  die  Kan- 
ten a,  b,  c  sind  also  respective: 

\6abc(b*  +  c2),    »fooc^  +  a2),    Joa6c(a2  +  o2). 

Bezeichnen  wir  die  Masse  des  Parallelepipeds  durch  M ,  so  ist 
]U  =  öabc,  und  die  drei  vorstehenden  Trugheitsmomente  sind  also 
auch: 


«•13.  . 

Trägheitsmoment  eines  geraden  Cylinders  in  Bezug 
auf  einen  Durchmesser  einer  seinen   beiden  Grund- 
flächen. 

Der  Halbmesser  der  Grundfläche  und  die  Höhe  des  gegebe- 
nen Cylinders  seien  respective  r  und  h.  Die  auf  dem  Durchines- 
ser  der  Grundfläche,  für  welchen  das  Trägheitsmoment  gesucht 
wird,  senkrecht  stehenden  Schnitte  des  Cylinders  sind  Rechtecke. 
Für  das  Rechteck,  welches  die  Entfernung  x  vom  Mittelpunkte 
der  Grundfläche  hat,  ist  nach  §.  9.  das  Trägheitsmoment  in  Be- 
zug auf  die  angenommene  Axe: 

Wh  Vrr2^T?{r2--ar2  -  Vr2-*2.  VP^i*  +  r2— ar2+A2} 
oder,  wie  man  leicht  findet: 

Folglich  ist,  wenn  T  das  gesuchte  Trägheitsmoment  des  Cylin- 
ders bezeichnet: 
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T=  J<5A f* T  (A*  +  ra -x*)Bx  Vra-^1- 
Nach  $.  11.  ist 


■ 


J* '  x*$x  V r"»Z^2  =  •        ' 3 Vr2-ar* , 
folglich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

Bezeichnen  wir  aber  den  Inhalt  der  Grundfläche  des  Cylinders 
durch  F,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Quadratur  der  Curveo: 

also  nach  dem  Obigen: 

T=J<SÄ(Ä*+4V*)f\ 

oder,  weil  Frsr»«  ist: 

Bezeichnet      die  Masse  des  Cylinders,  so  ist 
also 

•  ,  -»  •  i  . 

.  «.14- 

Trägheitsmoment  eines  Kugelsegments  in  Bezug  auf 

seine  Höhe.       l{.   .    ,  .  »  ,,  ht  v  t| 

Die  auf  der  Axe  der  Momente  senkrechten  Schnitte  des  Ku- 
gelsegments sind  Kreise.  Das  Trägheitsmoment  eines  dieser  Kreise, 
dessen  Halbmesser  q  sein  mag,  in  Bezug  auf  die  angenommene 
Axe  ist  nach  §.  11. 
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Ist  nun  x  die  Entfernung  dieses  Kreises  von  der  Grundfläche  des 
Segments,  A  dessen  Hube,  und  r  der  Halbmesser  der  Kugel,  von 
welcher  das  Segment  ein  Tbeil  ist,  so  ist  nach  einem  bekannten 
Satze  vom  Kreise  offenbar 


o=V(A-*)(2r-(A-*)), 

und  folglich,  wenn  das  gesuchte  Trägheitsmoment  des  Kugelseg 
ments  durch  T  bezeichnet  wird,  nach  dem  Obigen: 

2T=id* y°*{V(Ä-a:)(2r-(Ä— x))\*dxt 


also 


T=  tfnj* h  (A—  *)»(2r— A  +  x)*Bx  • 


Die  Entwicklung  dieses  Integrals  eines  ganzen  rationalen  alge- 
braischen Differentials  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  und 
man  erhält  nach  leichter  Rechnung: 

Das  Volumen  des  Kugelsegments  ist  bekanntlich 

nj*  *  ( V(A-*)(2r-A  +  a;)  1*3*  =        *  (A-ar)(2r-A-f  x)Bx, 


also,  wie  man  leicht  findet: 

i*A»(3r-A).  ' 
Bezeichnet  also  M  die  Masse  des  Kugelsegments,  so  ist 

jH=Sd*A*(3r--A), 

also 

jjjf 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

T=  10(3r-A)  * 

Für  die  ganze  Kugel  ist  A=2r,  also,  wie  man  leicht  findet: 

T=lr*M 
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j.  15. 

Trigbei  tsm  onieot  eines  Ellipsoids  in  Bezog  auf  eine 

seiner  Axen. 


Die  Gleichung  des  Ellipsoids  sei 

©■+G)'*©' 


1, 


und  das  Trägheitsmoment  werde  io  Bezog  aof  die  Axe  der  z  gesucht. 

Wir  betrachten  einen  aof  der  Axe  der  z  senkrecht  stebeodeo 
Schnitt  des  Ellipsoids,  dessen  gehörig  als  positiv  oder  als  nega- 
tiv betrachtete  Entfernung  vom  Anfange  der  Coordinaten  z  sei. 

In  diesem  Schnitt  betrachten  wir  ferner  eine  auf  der  Ebene 
der  xz  senkrecht  stehende  Sehne  desselben,  deren  Entfernung 
fon  der  Ebene  der  yz  wir  durch  x  bezeichnen  wollen,  so  ist  nach 
}.  7.  das  Trägheitsmoment  dieser  Sehne  in  Bezug  auf  die  Axe 
der  2,  wie  leicht  erhellen  wird: 


1 


-©'-©•  " 

xV'-aj'-G)' 


oder  kürzer: 


»V'-0)'-G)>^-e),-G),)| 

Also  ist  das  Trägheitsmoment  des  Schnitts: 
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Nun  ist  nach  einer  bekannten  Reductionsformel  der  Integral- 
rechnung: 

-^■-©•-(D'Y^eFW 

also  offenbar: 

-V  ■-© 

und  weil  nun 

-  (Q*) + w»<i  -   (i  -  0J)=i(«»  h  (i  -  ß)m> 

ist,  so  ist  das  obige  Trägheitsmoment:  .  ^ 

n  +a\T  i-(*)a   

Bringt  man  aber  das  Integral 
auf  die  Form 

^Vk1)3  8xVt°v,-(c),,a-^ 
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so  erhellet  aus  §.  11.  auf  der  Stelle,  dass  der  Werth  dieses  Integrals 

;■  .   ...  -      .  ; 

und  das*  also  das  obige  Trägheitsmoment 


ist. 


Bezeichnen  «vir  jetzt  endlich  das  gesuchte  Trägheitsmoment 
des  Ellipsoids  durch  T,  so  ist  offenbar 


— r 

Aber 


y.i-(-)  P&=/(i-^+5)&=i-5?.+iei. 

also 

y>+C!l-ß)V&  =  2(c-|C+^)  =  J«c; 
folglich  nach  dem  Obigen: 

Oie  Trägheitsmomente  des  Ellipsoids  in  Bezug  auf  die  Axen 
der  x,  y,  z  sind  also  respective: 

4 


15 

4 
15 


dabc  (a1    6*)  n. 


Wir  wollen  noch  den  Inhalt  des  Ellipsoids  suchen.  Der  In- 
halt des  Schnitts  ist: 

•fr—  ^<-®'-W- 

J-Y-& 


»  T 
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also  Dach  dem  Obigen: 

«6*|1-G)'| 
Folglich  ist  der  Inhalt  des  Ellipsoids: 

/+«  2* 
(1  —  -Jdi; 

and  weil  nun 

P  2*  2* 


also 


/+*         2*  14 
<i-3>&=«<i-a>e=3« 


4 

ist,  so  ist  ^oocft  der  Inhalt  des  Ellipsoids.    Bezeichnet  folglich 

M  die  Masse  des  Ellipsoids,  so  ist 

4  > 
ydabcn  =  iV,   Adaben     3^f ; 

also  sind  die  drei  Trägheitsmomente: 

i(6Hc*)J/,    l(c*  +  a*)M,  i(«*+6*)*/. 

Die  Art  und  Weise,  wie  ich  in  diesem  und  in  einigen  der 
vorhergehenden  Paragraphen  die  mehrfachen  Integrationen  ausge- 
führt habe,  scheint  mir,  wenigstens  für  Anfanger,  einige  Vorzöge 
vor  der  gewöhnlichen  Verfahrungsweise  zu  haben,  weil  sie  deo 
betreffenden  Gegenstand  gewissermassen  Schritt  für  Schritt  ver- 
folgt, und  daher  an  Anschaulichkeit  gewinnt 


§.  16. 

Wir  wollen  uns  jetzt  ein  Pendel  denken,  welches  ans  einer 
cylindrischen  Stange  und  einer  daran  befindlichen  Linse  besteht, 
und  wollen  die  Länge  des  einfachen  Pendels  bestimmen,  welches 
seine  Schwingungen  in  gleicher  Weise  wie  das  in  Rede  stehende 
physische  Pendel  vollendet,  vorausgesetzt,  dass  die  Drehungsaze 
oder  die  Schwingungsaxe  der  mit  der  grössten  Dicke  der  Linse, 
welche  wir  im  Folgenden  die  Axe  der  Linse  nennen  wollen,  pa- 
rallele Durchmesser  der  Staoge  an  ihrem  anderen  Ende  ist 
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Hiebei  kommt  es  zuerst  und  vor  allen  Dingen  darauf  an,  das 
Trägheitsmoment  des  Pendels  in  Bezug  auf  die  Schwingungsaxe 
zu  finden. 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser,  die  Lfinge  und  die  Masse 
der  Pendelstange  respective  durch  p,  X,  u;  so  ist  nach  §.13. 

das  Trägheitsmoment  der  Pendelstange.  Das  Trägheitsmoment 
der  Linse  in  Bezug  auf  ihre  durch  ihren  Schwerpunkt  gehende 
Axe  ist  nach  j.  14.,  wenn  die  Dicke,  die  Breite,  die  Masse  der 
Linse  respective  durch  2a,  26,  m,  der  Halbmesser  der  Kugel, 
welcher  die  beiden  die  Linse  bildenden  Kugelsegmente  angehören, 
durch  r  bezeichnet  werden: 

q(20ra—  ttar  +  Sd*)  m 
1  lÖ(3r-fl)  '2 

oder 

«(20r2-15oT+3a*) 
lü(3r  —  a)  m' 

iNach  der  Lehre  vom  Kreise  ist  aber 


6*=a(2r— «),  also  r="  ^  ; 


folglich  das  vorstehende  Trägheitsmoment,  wenn  man  diesen  Aus- 
druck von  r  in  die  obige  Formel  einfuhrt: 

10(o*  +  36*)  mt 

Weil  nun  1  +  6  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  der  Linse  von 
der  Scbwingungsaxe  ist,  so  ist  nach  §.  2. 

das  Trägheitsmoment  der  Linse  in  Bezug  auf  die  Scbwingungs- 
axe.   Daher  ist  nun 

a4  +  5ff*6a  +  1064 

das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Pendels  in  Bezug  auf  die 
Sch  w  i  n  gu  n  gsaxe . 

Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des  ganzen  Pendels  von 
der  Scbwingungsaxe  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte : 


1 
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Folglich  ist  nach  §.  1.  die  gesuchte  Länge  des  einfachen  Pendels, 
welches  seine  Schwingungen  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  das 
physische  Pendel  vollendet: 

(lg*-f~  jA*)f*-f-|(A-f-  6)*  +  ^j^gp * " 

4iHFa+6)wi 

Bezeichnet  ö  das  Gewicht  der  Pendelstange,  p  das  Gewicht 
der  Linse,  so  ist  die  gesuchte  Länge  des  einfachen  Pendels: 

Uö  +  (X  +  b)jT~~~ 

Wäre  die  Linse  so  dünn,  dass  man  näherungsweise  ihre  Dicke 
2a  als  verschwindend  betrachten  konnte,  so  würde  vorstehende 
Formel : 

apa  +  U2)5  +  |(A  +  6)*+,\&g)^ 
JAÖ + 

Wäre  nun  auch  das  Gewicht  ö  der  Pendelstange  so  gering, 
dass  es  ohne  merklichen  Fehler  als  verschwindend  betrachtet 
werden  könnte,  so  wurde  vorstehende  Formel: 

oder,  wenn  man  A-|-6=L  setzt,  wo  L  die  Entfernung  des  Mit- 
telpunkts der  Linse  von  der  Schwingungsaxe  bezeichnet: 

^  +  3Z' 

welches  eine  bekannte  Näherungsformel  ist. 

Geht  die  Linse  in  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a  über, 
so  ist  im  Vorhergehenden  a  für  6  zu  setzen,  wodurch  wir  in 
diesem  Falle  für  die  Länge  des  einfachen  Pendels  den  folgenden 
Ausdruck  erhalten : 

Gg2  +  U2)5-fi(A  +  «)g-f  la*\p 
Uö  +  (A  f  u)p 

Wäre  die  Pendelstange  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped,  ihre 
Länge  X  und  die  eine  darauf  senkrecht  stehende  Kante  2/-,  die 
Schwingungsaxe  aber  eine  in  der  oberen  Grundfläche  der  Pendel- 
stange liegende,  auf  der  Kante  2k  in  deren  Mitte  senkrecht  stehende 
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Linie,  das  Gewicht  der  Pendelstange  ö;  so  wurde  man  nach  §.  12. 
im  Falle  einer  an  der  Pendelstange  befestigten  Linse  für  die  Länge 
des  seine  Schwingungen  in  gleicher  Weise  vollendenden  einfachen 
Pendels  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  den  folgenden  Aus- 
druck erhalten: 

jXö-f(A-f%>  ~~  * 

Geht  aber  die  Linse  in  eine  Kugel  von  dem  Halbmesser  a 
über,  so  muss  man  in  diesem  Ausdrucke  a  fiir  b  setzen,  wodurch 
sich  in  diesem  Falle  aul  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  der  Ausdruck 

+  (*  +  «)/> 

Air  die  Länge  des  seine  Schwingungen  in  gleicher  Weise  vollen- 
denden einfachen  Pendels  ergiebt. 


fi.  17. 

lo  seinem  Tratte  de  Geodesie  T.II.  Paris.  1819.  p.  322. 
giebt  Puissant  eine  Formel  zur  Reduction  des  physischen  oder 
materiellen  Pendels»  auf  das  einfache  Pendel,  welche  im  Wesent- 
lichen auch  ganz  mit  der  von  Biot  in  seinem  Traite*  e  lernen- 
taire  d' Astronomie  physique.  T.  III.  p.  173.  gegebenen  For- 
n)el  übereinstimmt.  Diese  hcmerkenswerthe  Formel,  für  welche 
Puissant  eine  genauere  Entwickelung  nicht  gegeben  hat,  will 
ich  nun  noch  entwickeln. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  das  Pendel  überhaupt  aus  meh- 
reren materiellen  Theilen  bestehe,  deren  Schwerpunkte  Kämmtlich 
in  einer  und  derselben,  auf  der  Schwingungsaxe  senkrecht  stehen- 
den geraden  Linie  liegen.  Die  Gewichte  dieser  einzelnen  Theile 
des  Pendels  wollen  wir  durch 

Pi*    Pit    P3»   P*»  •••• 

bezeichnen;  die  Entfernungen  ihrer  Schwerpunkte  und  ihrer  Os- 
cillationspunkte  von  der  Schwingungsaxe  seien  respective: 

Li%   L%,   £3,   L4, .... 

A± ,  A% ,  A3 ,  A± 

die  Trägheitsmomente  dieser  einzelnen  Theile  des  Pendels  seien 
respective 

Th«il  XXIV.  4 
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'  T'  /7*  rT^ 

i»    -»a»    's»  i4>"- 
Dann  haben  wir  nach  §.  1.  die  folgenden  Gleichungen : 

Tf  fT* 

woraus 

7*j  =  L4  At Px  t  T2  =  Ij^A^P.!*   T3  =  L2AzP3,  7t4  =  L4/f4P4,.... 

folgt.  Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernungen  des  Schwerpunkts 
und  des  Oscillationspunkts  des  ganzen  Pendels  von  der  Schwin* 
gungsaxe  durch  L  und  At  und  sein  Trägheitsmoment  durch  T,  so 
ist  nach  §.  1. : 

^-l^+Pa+Pa+P**..)* 
Weil  aber  offenbar 

■ 

r=rI  +  r2+  78+  74  +  ...., 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

T=z  Lx  At  Pj  +  L2A2P2  +  LZAZ  P3  +  L4A4PA  +  ...., 

und  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

_LlPl  +  /^P2+L3P<iL4P4+.... 
Pi+Pa  +  P3  +  P4  +  .  ... 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

_  L,  Ax  P,  +  T~i  A.ZP2  +  £3  A.,  P3  +  /,4  //4P4  + .. . 
A-       A1P1  +  L.<£P2  +  L3P3  +  L4P4+:...  • 

welche  Formel  man  leicht  auf  die  Form 

L,^  +  i^Pa  +  L3P3  +  L4P4+.. .. 

oder  auf  die  Form 

(4  -  ^2)^p?  +  (4  -  4)  £ £  +      -  ^4)  JA  + .... 
1  +  LIP1+X1P1  +  1^,  +  " 

bringt. 

Das  von  Puissant  und  Biot  betrachtete  Pendel  besteht  nun 
aus  drei  Theilen,  nämlich  aus  1)  einer  Kugel;  2)  einer  kleinen 
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Calotfe;  3)  einem  Faden,  welcher  mittelst  der  Calotte  an  der 
Kugel  befestigt  ist.  Die  Gewichte  dieser  drei  Theile  sollen  im 
Obigen  der  Reihe  nach  Plf  P.lf  P3  sein.  Der  Halbmesser  der 
Kusel  sei  q,  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  der  Calotte  von 
dem  Mittelpunkte  der  Kugel  sei  6  und  die  Lange  des  Fadens 
werde  durch  k  bezeichnet.  Die  Entfernung  des  Mittelpunkts  der 
Rceel  von  der  Schwingungsaxe,  nämlich  Ll ,  wird  sich  immer 
messen  und  also  als  bekannt  annehmen  lassen ;  dann  ist  offenbar 

Z,  =  ü 

und  die  drei  Längen  Llf  Z>2,  L3  sind  also  bekannt.  Nun  kommt 
es  noch  darauf  an,  Alf  A±,  Az  zu  finden. 

Das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  die  durch  ihren 
Schwerpunkt  gehende,  der  Schwingungsaxe  parallele  Axe  ist 
nach  §.  14. 

VA ; 

also  ist  nach  §.  2.  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf 
die  Schwingungsaxe: 

uod  folglich  oach  $.  1. 

(£,,»  + ?0*)P, 
LXPX  ' 


Q2 


AX=LX  +\  •  jr- 

Den  Oscillationspunkt  der  sehr  kleinen  Calotte  I8sst  Puis- 
saot  näherungsweise  mit  ihrem  Schwerpunkte  zusammenfallen, 
so  dass  also  ./42  =  L3,  und  folglich  nach  dem  Obigen 

A2=Ll—5 

Bezeichnet  nun  d  die  Dicke  des  Fadens,  so  ist  nach  §.  13. 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Schwingungsaxe: 


ist. 


folglich  nach  {.  1. 


A>~  \kP*  
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in 

Weil  Lt  =  \k  ist,  so  ist 

A>  =  L*  +  «.  T)=Z*  +  \\\\ .-j  =    +  a.^  +  i .  j, 

oder,  wenn  man,  wie  Puissant  thut,  wegen  der  Dünne  des  Fadens 
d  als  verschwindend  betrachtet: 

Nun  hat  man  alle  Grossen,  welche  nothig  sind,  um  A  mit- 
telst der  Formel 

Jl~Jl  ^1^1  L1M 

berechnen  zu  können.  Die  von  Biot  a.a.O.  der  Formel  gege- 
bene Gestalt  scheint  mir  eine  weniger  leichte  Rechnung  zu  gestatten. 
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■ 

IV. 

Bemerkungen  über  Höhenmessung  mit  dem  Barometer. 

Von 

Herrn  Professor  JT,  K.  Sleczkowski 
an  der  Universität  zu  Krakau. 

(Aus  einem  Briefe  an  den  Herausgeber.) 


Im  Jahre  1838,  als  ich  noch  Adjunct  auf  der  hiesigen  Stern- 
warte war,  habe  ich  für  den  Professor  Zeuschner,  welcher  da* 
in  als  in  dem  Tatra-  und  Karpathen -Gebirge  wegen  geologischer 
Untersuchungen  verweilte  und  dabei  barometrische  Beobachtungen 
zum  Behufe  des  Nivellirens  dieses  Gebirges  anstellte,  die  correspon- 
direnden  Barometer-  und  Thermometer -Beobachtungen  gemacht. 
Weil  ich  alle  zwei  Stunden  täglich,  von  6  Uhr  früh  bis  10  Uhr 
Abends  inclusive,  den  Stand  des  Barometers  und  Thermometers 
aufzeichnete,  so  ist  es  mir  eingefallen,  ob  es  möglich  wäre  und 
in  wie  fern  richtig,  aus  solchen  Beobachtungen  den  Unterwchied 
der  Erhebungen  zwei  bedeutend  entlegener  Orte  in  wenigen  Tagen 
zu  ermitteln.  Iii  dieser  Absicht  wandte  ich  mich  an  meinen  viel- 
geschätzten Freund  Baranowski,  jetzigen  Director  der  Stern- 
warte in  Warschau,  mit  der  Bitte,  er  wolle  die  correspondirenden 
Barometer-Beobachtungen  auch  alle  zwei  Stunden  täglich  anstellen. 
AU  er  dies  zugesagt  hatte,  fingen  wir  am  21.  August  an  und 
setzten  unsere  Beobachtungen  bis  zum  '2.  September  inclusive  fort 
and  erhielten  jeder  an  J 17  Aufzeichnungen.  Als  er  mir  die  sei- 
nigen zuschickte,  habe  ich  sie  gleich  nach  der  Gauss 'sehen  Ta- 
fel der  Rechnung  unterzogen  und  ein  sehr  befriedigendes  Resul- 
tat erhalten,  aber  nachher  ganz  vergessen,  es  in  irgend  einem  Jour- 
nal zu  veröffentlichen;  erst  vor  einem  Monate  ist  mir  wieder  dieses 
Resultat  durch  Zufall  in  die  Hände  gerathen,  und  weil  ich  schon, 
wie  ich  mich  zu  erinnern  weiss,  in  Ihrem  schätzbaren  Archiv  eine 
längere  Abhandlung  meteorologischen  Inhalts  angetroffen  habe,  so 
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trug  ich  kein  Bedenken,.  Ihnen  diese  Kleinigkeit  za  schicken. 
Finden  Sie  sie  Ihres  Archivs  werth,  so  gönnen  Sie  ihr  ein  Plätz- 
chen gutigst;  erachten  Sie  sie  aber  für  geringfügig,  so  lassen 
Sie  sie  ausser  Acht  und  glauben  nicht,  mich  dadurch  beleidigt 
zu  haben. 

Hier  folgen  die  Mittel  der  durch  13  Tage  angestellten  Beob- 
achtungen, sowie  die  aus  ihnen  erhaltenen  Resultate. 


Mittel  der  Barometer-  und  Thermometer-Beobachtun- 
gen in  Krakau  und  in  Warschau  zum  ßehufe  des  Ermit- 
teins des  Höhenunterschiedes  dieser  zwei  Orte. 


K  r  n 

k  a  ii 

W  a  r  8 

c  Ii  a  ii 

flöhenun- 

Stunde 

Itaroiticter 
bei  0°  lt. 

Thermo- 
meter natli 
llt'-aumnr 

Rummel  er 
hei  0"  U. 

Thermo- 
meter naeh 
lte;uimttr 

temchied 
in  Tomcii 

6  Vorm. 

328"'-455 

+  8°94 

331';'345 

+  yo-70 

37-59 

8 

512 

1090 

429 

1138 

3812 

10 

5>5 

13-21 

543 

1333 

39-21 

12 

541 

1450 

551 

15-30 

4012 

2Nachm. 

542 

14-72 

445 

15-32 

38-72 

4 

435 

14-07 

511 

1465 

4101 

6 

482 

13% 

580 

13  73 

4103 

8 

045 

11-82 

GS7 

11  80 

39-81 

10 

m  '     10  33 , 

728 

1081 

4000 

Mittel 

3J.V"  53!I  ,   |  12  00 

33  r  m 

f  12  89 

3952 

Aus  einjährigen  Beobachtungen  1820—1830  fand  ich  vormals  den 
Barometer-  und  Thcriiiometcrstand 

in  Krakau  32'.r-3Sl  bei  0°  R.,  äusseres  Thermom.  -,  7°  459  R., 
in  Warschau  332'"  489  „  „    „        „  „        +  C°075  R., 

und  erhielt  daraus,  den  Unterschied  der  Erhebungen  =238  6  paris. 
Fuss,  also  nur  I  G  Fuss  anders  als  aus  13tägigen  Beobachtungen. 

Aus  der  obigen  Tafel,  in  welcher  für  die  einzelnen  Stunden  . 
die  Höhenunterschiede  berechnet  vorkommen,    kann  man  leicht 
entnehmen :    1)  Dass  die  Beobachtungen  in  den  Vormittagsstun- 
den überhaupt  einen  zu  grossen,  und  die  in  den  Nachniittagsstun- 
den  einen  zu  kleinen  Unterschied  der  Erhebungen  geben.   2)  Dass 
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die  um  10  Uhr  früh  und  8  Uhr  Abends  gemachten  Beobachtun- 
gen denselben  Unterschied  am  nächsten  geben,  und  zwar  die  erste 
gibt  den  Unterschied  bloss  um  -f-031  und  die  zweite  um  — 0*32 
vom  Mittel  abweichend,  so  dass  das  Mittel  dieser  zwei  Stunden 
genau  dem  allgemeinen  Mittel  gleich  kommt.  3)  Dass  man  sich 
auf  die  Beobachtungen  um  6  Uhr  Vor-  und  Nachmittags  am  wenig- 
sten verlassen  kann,  indem  das  Resultat  der  ersten  sich  vom  End- 
resultate um  -f  1*93  und  das  der  zweiten  um  —  1*51  Toise  unter- 
scheidet. 

Sollte  sich  also  mein  Versuch  bestätigen,  so  konnte  man,  da 
Warschau  40  Meilen  von  Krakau  entlegen  ist,  auf  diesem  Wege 
in  wenigen  Tagen  aus  zwei  täglichen  um  10  Uhr  Vormund  8  Uhr 
Nachmittags  gemachten  Beobachtungen  eben  so  gut,  als  aus  viel- 
jährigen  Benbachtungen  den  Höhenunterschied  zweier  bedeutend 
entlegener  Orte  ermitteln. 

t 


V. 

* 

Eigentümliche  Ableitung  der  Formeln  der  sphärischen 

Trigonometrie. 

Von 

Herrn  Doctor  Oskar  Werner, 

Lehrer  der  Mathematik  in  Dresden. 


Die  Seiten  eines  ebenen  Dreieckes  seien  p,  q,  r  und  die  die- 
sen Seiten  gegenüberstehenden  Winkel  P%  Q%  lit  die  180  Grad 
nicht  übersteigenden  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecke«  dugegen 
o,  6,  c  und  deren  Gegenwinkel  A,  Ut  C.  Diese  beiden  Drei- 
ecke mögen  in  einem  solchen  Zusammenhange  unter  einander 
stehen,  dass 
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8'M  i         il  cos  i      •  , »      ,  sin 

»=      la.cos'6,    o=  .    '^.sin'ö  und  r=  \c 
r     cos*         2  '    '     sin  1         '  cos* 

ist,  wobei  sich  die  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander  be- 
ziehen sollen. 

Ueber  die  Möglichkeit  der  Construction  eines  solchen  ebenen 
Dreiecks  entscheiden  die  Determinationen 

pfy>r,    p  +r>  q  und  q  +  r>p, 

welche  vermöge  des  Obigen  für  beiderlei  Zeichen  ohne  grosse 
Rechnung  in  folgende: 

^    a  +  b*>c,   c  +  c>6  und  Hf>« 

übergeben,  worin  der  Satz  enthalten  ist:  Die  Summe  zweier 
Seiten  eines  sphärischen  Dreieckes  ist  grösser  als  die  dritte. 

Indem  wir  die  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie: 

(1)  cos  c  =  cos  a .  cos  b  -f  sin  a .  sin  6 .  cos  C 

als  bekannt  voraussetzen,  wollen  wir  uns  jetzt  vornehmen,  die 
gebräuchlichsten  Formeln  des  sphärischen  Dreieckes  mit  Hülfe  des 
obigen  ebenen  Dreieckes  abzuleiten. 

Bekanntlich  ist 

r2  =p2  -f  q*  —  2pq .  cos  R 

oder 

sin  sin 

Jc*=  Ja*.cosJöa 
cos  *       cos  * 

+  ^ia^.sin —  2*|"  Ja.cosi6.^*?.a.sinJÄ.cos/?, 

folglich,  wenn  wir  die  goniometriscben  Formeln 

sin  kr2  =  - — y~  un<1  cos  Ja:2  =^^— —  und  sin  J:rcoskr=  Isinx 
benutzen, 

i(lTco8c)  =  HI:Fcosa)(J  +cos6)  +  i(l±cosa)(l-cos6) 

—  i  sin  a  sin  6.  cos  ß, 

oder 

2    2  cos  c  =  1 T  cos  «  -f  cos  6  ^  cos  a  cos  b  +  1  i  cos  a  —  cos  6 

i 

T  cos  a  cos  6  —  2  sin  a  sin  b  cos  Ä  t 
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d.  i. 

cos  c  =  cos  a  cos  6  ±  sin  a  sio  6 .  cos  R. 
Durch  Vergleichung  mit  Formel  (1)  zieheu  wir  hieraus  das  Resultat: 

180°—  c\  ' 

Ferner  erhalten  wir  nach  dem  Vorhergehenden  fär  die  oberen 
Zeichen: 

p  + sin  J(a  +  o)  +  sin  Je  =  2sini(a-f  6+'c)  cosi(a-f-6— c), 
?  +  r— p= sin  \c  —  sin  i(a  —  6)  =  2cosi  (a  +  c— 6)  sin  {(6  +c— a), 
p -f  r— ^  =  sin  \c  +  sin  J  (a  —  6) =2 sin  i  (a  +  c  —  6)  cos '  (6+c — a), 
P  +  ?  —  r  =  sin  9  («  +  b)  —  sin  Je  =  2  cos  1  (a  +  b  -f  c) sin  I  (a+ft— c); 
daher  hieraus  mit  Hülfe  des  Satzes  2sinir  .cosja:  =  sini:r: 
(p  +  r  —  f/)  (?+r— p)  =  sini(o  +  c— a)sin  J(a  +  c  — 6), 
+  ?  +        +      r)  =  sini(a  +  6  +  c)sioUa  +  o  —  c), 

sowie 

(p +         (tf+r— p)(p  +  r  — ?)(p  +  ?-r) 
=  sini(ö  +  °  +  c)sin4(o  +  c— o)sini(a  +  c  —  o)sini(a  +  6  — c), 
und  für  die  unteren  Zeichen: 

p  +  H  +  f  =  cos  i(« — 6)  +  cos  ic=2  cos  \  (6  -f  c  —  a)  cos  ]  (a + c — 6) , 
p=cosJc  —  cos  J(a-f  o)  =  2sin  J(a  +  6  +  c)  sin](a-f-6  — c), 
p  +  r— 0=cosjc-fcos  J(a-r6)  =  2cosJ(a  +  o  +  c)cos  J(«-f0  —  e), 
P  +  <7_  r  =  cosi(a  —  6)— coslc  =  2  sin {(o-f-  c  —  a)  sinj(a-f-c— 6); 
daher  durch  Multiplication  mittels  der  Formel  2sin  \x. cos  \x=.bu\\x-. 
(P  +  r — q)  (q  +  r        =  sin  J(a  f  6  -f  c)  sin  U«  +  6— c) , 
(P  +  q  +  r)  0*  +      rf=  sin  i(a  +  c— 6)sinJ(6  +  c—  a) ; 

sowie 

(p  +  ^  +  r)(9  +  r— p)  (p  +  r  —  q)(p  +  q—r) 

=sini(«  +  o  +  c)  sini(6  |  c—a)  sin  J(a  +  c—o)  sin  i(a  -f  6  — c). 

Setzen  wir  jetzt  diese  Ausdrucke  in  die  bekannten  Formeln  der 
ebenen  Trigonometrie : 

Digitized  by  Google 


58  Oakar  WerHcr:  RfttUktmUcke  Weitung 

r*=  (P  +  9)Isin  l»*  +  (p-?)*cw;Ä», 


und 

8in/?==l2^  V  <|>  +  9  +  r)  (7  +  r-ji)  (p  +  r-q)  (p  +  y  -r) 

ein,  so  erhalten  wir 

f  sinjc2  =  sin^a  -f-6)2sin*C2-f  sinj(a —  6)2cos  JC2, 
(2)    l  cosica=cosUa  +  ^8iniCa+cosi(a-6)2cosiC» 


(3) 


siniC=w   .    •  . — T  

*        1  snufjiiriö 


> 


sin  i(a  +  6-f-c)  sin  ]  (a  +  6  —  c) 


COS       —  w  •  / 

Mhrtsinö 


(4) 


sin  (J=  - 


sin  a  sin  6 

X  V  sin  i(a +6+c)  sin  i(6-f  c — a)  sin  U«+c — 6)  si  n  4(0+6— c), 


und,  wenn  wir  in  der  Formel  (4)  C  mit  ^4,  daher  auch  c  mit  a 
vertauschen,  und  die  auf  diese  Weise  erhaltene  Gleichung  durch 
die  unter  (4)  dividiren : 

(5)  sin^rsin  C— sin  a:  sine. 

In  dieser  Formel  ist  der  Satz  enthalten :  Die  Sinus  zweier  Seiten 
eines  sphärischen  Dreieckes  verhalten  sich  wie  die  Sinus  der 
gegenüberstehenden  Winkel. 

Ferner  ist 

sin(P-Q)     sinP        ^    sinQ  p       _     q  0 

— -.—fr11  =  •  u '  cos  Q  r—ß  .  cos  /J=c-cos  Q  —  -  cos  P 

sin  Ii         smit  sinft  r  r 


_p  p%  <*  yg+r* -pa_ fr»  +  y) (y-y> 

r  '       2pr        "  r  '      2yr  r2 


d.  i. 
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sin(P— <?)_  cos  '     *    '  cos  »  (q  T  6) 

sinC  sin  ,  a 

cos  *c 

In  ähnlicher  Weise  finden  wir  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  (5): 

sxnjA^  Z?)_sin  A  „sin  g   sin«  cos  6  —  cos  a  cos  c 

sin  C     ~ sin  C  COsB  +sin  C * * ~  sin  c  *       sin  a  sin  c 

sin  b  cosq  —  cos  &  cos  c  (cos  b  T  cos  «)  (1  4;  cos  c) 

■sine*      sin  6  »ine       ~  sine2 

d.  i. 

*}MJT/*)_  cos^^^cos^^T^) 

sin  C  sin  ,  „ 

cos  *c 

Hieraus  folgt  durch  Verglciehung  mit  dein  nächst  Vorhergehenden 

sin(P-Q)  =  8\n  (A  +  B), 

also  entweder 
oder 

P—Q  =  WW-(ATB). 

Bringen  wir  diese  Ergebnisse  mit  den  bekannten  Formeln  der  ebe- 
nen Trigonometrie: 

(/>  +  q)  sin  iR  =  r . cos.i(P-  (?) 

und 

(p  —  q)  cosiÄ  =  r.sin}(P— (?) 

in  Verbindung,  so  erhalten  wir  durch  einfache  Substitution  fol- 
gende beiden  Formelsystemc : 

sin  ,  /  .  »v  sin  ,  ^     sin  ,         , ,  .  

cos  i  («±6)  90a  i  C=  C08  Je .  cos      +  B) , 


co"i(aT4)^n8{C=^n8icSiDiMTi») 


und 


cös  i  <«±6)  cos  i  C= ™  Je. <J  T  *> . 


co"i(flT*).rn8i^=coläc  <:06^:f  Ä). 
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Da  nur  einer  der  beiden  Wertbe  für  P—Q  gelten  kann,  so 
müssen  wir  jetzt  noch  untersuchen,  welcher  von  diesen  beiden 
Werthen  für  die  oberen  und  unteren  Zeichen  richtig  ist. 

Was  zuvorderst  die  oberen  Zeichen  anlangt,  so  führt  die  Sub- 
stitution a=6  in  der  zweiten  Gleichung  des  zweiten  Formelsystems 
auf  die  Absurdität  cosl(A- B)=zO,  cl.  i.  A—B=1W°.  Für  die 
oberen  Zeichen  ist  daher  P—Q—A—B  zu  setzen,  mithin  gilt 
hier  nur  das  erste  Formelsystem. 

Was  ferner  die  unteren  Zeichen  betrifft»  so  führt  die  Substi- 
tution a-f-6=J80°  in  der  zweiten  Gleichung  des  ersten  Formel- 
systems auf  die  Absurdität  sinUi4  +  #)  =  0,  d.  i.  A  +  B=ZW0, 
weswegen  für  die  unteren  Zeichen  P-  Q=  180°- {A+B)  zu  setzen 
ist,  mithin  nur  das  zweite  Fornielsystem  gelten  kann. 

Obige  Formelsysteme  geben  daher  nur  folgende  vier  Glei- 
chungen : 


welche  die  Gaussischen  genannt  werden. 

Aus  diesen  erhalten  wir  durch  Division  je  zweier  derselben 
die  sogenannten  IN ep er'schen  Analogieen: 


Um  weitere  Schlußfolgerungen  aus  dem  vorliegenden  ebenen 
Dreiecke  zu  ziehen,  wollen  wir  vorher  seine  Winkel  P  und  Q  zu 
bestimmen  suchen. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  für  die  oberen  Zeichen: 


sinJOH  b)  sin;C=sinic.cosi04— B), 
sin  l(a  —  b)  cos  }  C=  sin  \c .  sin  i(  A  —  B) , 
cos  b)  cos  i  C=  cos  Je .  sin  J(  A  +  B) , 
cos  \{a  +  b)  sin  \  C=  cos  \c .  cos  {(A  +  B)% 


(7) 


*      sin  1  (n  —  6) 
*i(A-B)  =  ^+T)cotS>C' 

siniM  —  #L  , 


P+Q=180«-C  und  P-Q=zA—By 
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folglich  % 

P=W>—\{B  +  C—A)  und  Q=900-i(^+C-Ä), 
und  für  die  uuteren  Zeichen 

P  +  Q=C  und  P-Q=\W>-(A  +  B), 

folglich 

P=öO°-^+Z?-C)  und  Q  =  i(^+Ä-f  C)-9üo. 

Aus  dem  Werthe  für  Q  im  letzteren  Falle  folgt  sofort  ( 

1{A  +  B+C)>W>,  d.  i.  ^  +  Z?+C>180<>, 

so  dass  die  Winkelsurame  eines  sphärischen  Dreiecks  jederzeit 
180  Grad  ubersteigt. 

Fuhren  wir  diese  Werthe  für  P  und  Q  in  die  bekannten  For- 
meln der  ebenen  Trigonometrie 

psinß  =  rsinP  und  ?8in /2  =  rsinQ 
ein,  so  erhalten  wir: 


(8) 


sin  {a  cos  \b  sin  C = sin  \c .  cos  \{B  +  C—  ^4) , 
cosJasinl6sinC=siri£c.cos£(/4  +  C— /?), 
cos  £a  cosJÄ  sin  C  =  cos  Je.  cos  +  /?  —  Q , 
sin  Ja  sin  i6  sin  C=  —  cos  hc .  cos  4(4         C) , 


und,  wenn  wir  die  erste  und  zweite,  dritte  und  vierte  dieser 
Gleichungen  mit  einander  multipliciren ,  die  auf  diese  Weise  ent- 
standenen Gleichungen  durch  sin  A.  sin  B  dividiren  und  zugleich 
beachten,  dass  nach  Satz  (5) 

sin  «sin  6  sine3 


sin  A  sin  B    sin  C* 

»t, 


l  sin  c»  =  sin  Je*  *»M±J£=^Z*M  +C-B) 


und 


J  sin  c*  =  -  cos  le»  cos^  +  ff  +  C)cosU^-t-/?--C) 

sin  J  sin /i 

Hieraus  ergiebt  sich  wegen  i  sine2  =  sin  ic2.  cos  Je*: 
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(9) 


cos  \{B  -f  r:  -  ^)  co8 '  m  +  c-*-  g) 

C08ic=1/   smAsmB  


.  4/     cos  \{A  +  B  +  C)co*  \(A  +  B-C). 

sinlc  =  V  —  .  -  4  .   u  — ■ — -» 

*        1  »in  A  sm  Ii 


und  aus  (9)  durch  Multiplication  vermittels  sin  c  =  2sinic.cos»c: 

(10)  Blnc  =  süTA'sJnB 

XV  -cosi(A+B+C)cos\(B+C-A)co8\(A+C-B)coti\(A+B-C). 

Quadriren  und  subtrahiren  wir  aber  die  Formeln  unter  (0)  und 
machen  dabei  von  den  gonioraetriscben  Relationen 

,  „      .  1  «       1                      cos  (x  -f  y)  +  cos  (x — «) 
cosc  =  cos£c2 — sinic2  und  cos;z.cosy  =  - —  *"  \  & 

Gebrauch,  so  folgt 

_  cos  C+ cos  (A  —  B)     cos  C+ cos  (4  +  B) 
cosc_      iB\nA*\nB      +  2sin^sini* 

oder 

cos  A  cos  B  +  cos  C 

COSC— .  ;  -j — . — «5   > 

sin  Asm  B 

d.  i. 

(11)  cos  C=  —  cos  i4  cos  B  +  sin  ^  sin  /?  cos  c. 

Indem  wir  ferner  den  sphärischen  Excess,  d.  i.  den  Ueber- 
schuss  der  Summe  der  drei  Winkel  eines  sphärischen  Dreieckes  über 
180  Grad,  durch  £  bezeichnen,  und  berücksichtigen,  dass  für  die 
oberen  Zeichen: 

Q=9Ü°  -  \(A  +  C-  B)  =  B  - \E, 

p2  +  r2  _  q2  —  8i„      cog  1 41  +  sin  1  ci  _  cos  1  «2  sm  45» 

=  sin  *(«  +  b) sin  }(a  —  b)  +  sin 4c2 
= sin  Ja2 —  sin  J62  +  sinic2, 

und  fär  die  unteren  Zeichen 

q=?(/T+/?+c)-90<>=;£;, 

+  r2— ^2=cos  U2cos  £62  -f  cos  ic2  —  sin  Ja2 sin  JA2 
=  cos  \(a  -f  6)  cos  \(a  —  6)  -f-  cos  Je2 
=  cos  ia2  —  sin  io2  -|-  cos  Je2 
5=  cos  Ja2 -f  cos  \b*  -f  cos  ic2  —  1 
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ist,  so  erhalten  wir  mittels  der  bekannten  Formeln 

co*Q=  5^—-' 

•'>>Q=^- V"(p  +  f  +  r)(?  +  r— p)(p  +  r— ?)(p  +  ?-r). 


iq  =  y  (g+r-p)(p-i-y-r) ( 


«»«'--  4pr 

cos.  q=^(pTH^±iE^ 

und  des  Vorhergehenden  leicht  folgende  Formeln: 

i  rN  _  «in  in2— sin  £6*  +  sin  je* 

COS(/J  —  fi/>)=  TT—. — :  rr—; — :   > 

2sui&acos^Ksiii^€ 

(12) 


cosi£ 


cos^a2  -f-  cos^ö2  +  cos  Je2 — 1 
2  cos  ia  cos    cos  4c 


(13) 


sin  (*-»£)-  2siiiiacoll6^S'4F 
XV  sini(a+6+c)sini(6-f-c— fl)*>ini(a+c— 6)sini(a+6 — c), 

sin«£     ^cosiacos  Jo  cos^c 

XV  sinHfl-f6+c)8ini(Ä+c— a)sini(o+c— 6)sin.J(a+6-c); 
ferner : 

sin  (iß— \E) 


(14) 


und 


(15) 


.4  /  cos i(q-g-6 +c)sin  1  (6 + c— n)cos] («  f  c — b)s\u\ ( a  f  6— c) 
v  sin    cos  £6  sin  ic 

sinlf: 

,4/*  8inUq+6+c)8ini(6+c—  rQsinUff +c- 6)81^(0+ £=c7 
1  cos  £a  cos  u6cos^c 

co»(;g-i£) 

aT  sinUa-f^-f  c)cosU6-hc~oKm;(fi-fc-o)cosUa^— c) 
¥  siuiacos^sin  Je  ' 

cos  \E 

Vco8l(a+b+c)cosl(b+c-a)cos±(a+c—6)co8\(a+b—c) 
cosiacosi/vcosic 
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Aus  den  beiden  letzteu  Formelsystemen  erhalten  wir  endlich 
durch  Division  die  eleganten  Ausdrücke: 


(10) 


gU      4   ;~"  ▼  <gi(«  +  i  +  c)tgtf«  +  c-6V 


tgi  £=  Vtg  ]  (a  f  6  +  c)  tg  J  (6  -f  c-o)  tg  I  (o  +  c-6)  tg  U«  +  A-c), 

von  welchen  man  letzteren  Simon  L  hui  Ii  er  verdankt. 

Aus  den  beiden  Ausdrucken  unter  (16)  erhalt  man  leicht  die 
Formel : 

(17)         tg(2#  —  }£,)  =   j-jg  , 

wodurch  wir  eine  bequeme  Methode  erhalten,  aus  den  drei  Sei- 
ten eines  sphärischen  Dreiecks  die  drei  Winkel  zu  berechnen. 

Man  berechnet  nämlich  zuerst  die  Grösse  \E  mit  Hülfe  der 
Formel 

tg \E  =  Vt^U«  +  A  +  c)t^(6  +  c-ii)lgJ(o  +  c-6)tgj(a+6-c)f 
und  hierauf  die  Winkel  A,  B,  C  mittels  der  Formeln: 

-  tg;£     ~~ — ' 

tg(2C-,*,)-  t^  

Zur  Controle  dient  die  Relation: 

A  +  B+C—  Wz=E. 

Will  man  jedoch  von  einer  Controle  absehen,  so  kann  man 
auch,  nachdem  man  die  beiden  Winkel  A  und  B  gefunden  hat, 
den  dritten  W7inkel  C  mit  Hülfe  der  Formel 

C=180o  +  £-M  + tf) 

berechnen. 


Anmerkung. 

Die  trigonometrischen  Ausdrücke  für  den  zuletzt  genannten 
Winkel  finden  bei  folgender  Aufgabe  Verwendung: 
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den  drei  Seiten  des  sphärischen  Dreieckes  in  Taf.ff.  Fig. 25., 
BC=a,  AC=bf  AB=zc,  die  Lage  des  Pols  /Jvom  umschriebenen 
Kreise  zu  finden. 

Es  sei  der  Winkel  ACP=p,  der  Bogen  AP=BP=CP=(o, 
so  ist  wegen  der  gleichschenkligen  Dreiecke  ACP,  BCP  und  ABP 

VLz=z\{A\rC-B)=W^-{B"\E). 

Nach  Formel  (16)  ist  aber: 


xg^is  tgl(a  +  Ä  +  c)tg{(o  +  c-6)' 


daher 
I. 


W       2;-t  tgi(«  +  6  +  c)tgi(a+c-6), 


wodurch  p  gefunden  wird. 

Um  endlich  den  Bogen  cd  zu  ermitteln,  haben  wir  aus  dem 
Dreieck  ACP: 

cos  ÄP=  cos  7t.  cos  PC+  sin  .Je.  sin  PC.  cobACP 


cos  co  =  cos  6  cos  o)  -f-  sin  6  sin  ucosp, 
cos  qj (1  —  cos b)  =  sin b sin  co cos p, 


1  —  cos  6 

sh^6To87==tg^D, 


also 

d.  i. 

daher 

n. 

"  costt 

.  ■ 

Durch  die  Formeln  1.  und  II.  ist  jetzt  unsere  Aufgabe  vollständig 
geMst.  Indess  kann  man  in  letzterer  Formel  anstatt  cosp  noch 
eiuen  anderen  Ausdruck  einführen.  Zu  diesem  Zwecke  wenden 
wir  uns  an  Formel  (13),  wodurch  wir 

 sin  (ff  —  i£)  =  coaf*  

V  sin \(a  -f-  6  -f  c)sinj(6  -f  c—  n)sin \{u  +  c  — 6)sin&(a  -f  b  —  c) 

2siniaco8i6sinic  9 

also  nach  IL: 

 2sinjqsin  jt/sinjc  

.   tg«-  y 8inKa+6+c)slll|(^^fl)ginWfl^Ä)sillWfl+6^ 

■ 

- 

erhalten. 

Theü  XXIV.  .  6 
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Von  den  Formelo  unter  (13)  Ifisst  sich  folgende  Anwendung 
machen:   Dividireo  wir  nämlich  diese  Formeln,  so  ergiebt  sich 

sinj£  ,  . 

si.,(ff-t£)=tSifltg'C' 

woraus  der  Satz  folgt :  Sphärische  Dreiecke  haben  gleichen  Flächeo 
Inhalt,  sobald  sie  in  einem  Winkel  und  dem  Prodticte  der  Tan- 
genten der  halben  cinschliessenden  Seiten  übereinstimmen. 


VI. 

lieber  die  Hauptaxen  eines  beliebigen  Systems 

materieller  Punkte. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Wir  wollen  uns  ein  beliebiges  System  materieller  Punkte 

tu  ,    ifif ,    w*2 ,   m  ^  j        , . . . . 

und  in  demselben  einen  gewissen  Punkt  O  denken.  Diesen  Punkt 
O  nehmen  wir  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  an,  und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Punkte 

m,   m1 ,   imj,   ift8,  m4,.... 

in  Bezug  auf  dieses  System  respective  durch 

x,y,z;    xi>yi>zl;    x2,  y2,  :a;    jts>  ys,   

Ferner  legen  wir  durch  den  Punkt  O  eine  beliebige  Linie  oder 
Axe  AA' ,  und  bezeichnen  die  von  einem  der  beiden  Theile  OA 
oder  OA'  dieser  Axe  mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordi- 
natenaxen  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
durch  a,  ß,  y.   Die  Entfernungen  der  Punkte 
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m,    i»j ,   tn^t  , . . . . 

von  der  Axe  «^^,  (  d.  h.  die  von  denselben  auf  diese  Axe  gefäll- 
ten Perpendikel  wollen  wir  respective  durch 

bezeichnen,  und  nun  einmal  etwa  r  zu  bestimmen  suchen,  indem 
natürlich  zur  Bestimmung  der  Eutfernungen  aller  übrigen  Punkte  von 
der  angenommenen  Axe  ganz  dieselben  Betrachtungen  führen  werden. 

Die  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  O  nach  dem  Punkte 
m  gezogene  Linie  wollen  wir  durch  p,  und  den  von  dieser  Linie 
mit  dem  der  beiden  Theile  OA  oder  OA'  der  Axe  AA' ,  auf 
welchen  sich  die  Winkel  er,  ß9  y  beziehen,  eingeschlossenen,  180° 
nicht  übersteigenden  Winkel  durch  ö  bezeichnen ;  dann  ist  offenbar 

r-=psmtS, 

also 

ra=/j*sin  ö2=/j3  —  pacos  ö*. 
Nuo  ist  aber  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

und  wenn  wir  die  von  der  Linie  p  mit  den  positiven  Theilen  der 
drei  Axen  eingeschlossenen ,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
durch  x,  X,  (i  bezeichnen,  so  ist  nach  einer  bekannten  Formel: 

cos  (5  =  cosa  cos  x  f  cos  ß  cos  A  -f-  cos  y  cos  p , 

oder,  weil  offenbar 

x=:  pensn,   y=j»cosA,  t=pcosp, 

also 

x         .     y  t 
cos  %—  — ,  cos  A=^,  cosft  =  - 

ist: 

_     j?cos«  +  vcosß-f  icosy 
COSG)  =  — -  Lf 

p 

folglich 

p  cos  ö = a:  cos  a  -f  y  cos  0 -f z  cos  y. 

Daher  erhält  man  nach  dem  Obigen  für  r3  den  folgenden  Ausdruck: 

1)  r*=x2  -f  tf1  -f  za  —  (x cos a  •+  y  cos  0  -f  zcosyj*. 

Entwickelt  man  das  Quadrat 

(x  cos  a  -f  y  cos  ß  -f  2  cos  yj*, 

so  erhält  man  auf  der  Stelle  mittelst  einiger  ganz  leichten  Re- 
duetionen: 

5* 
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^  f  r*=    *2sin«24^2sinp2-f  x^iny2 

t        —  2yz  cos  ß  cos  y — 2  zx  cos  y  cos  o— Ixy  cos  «  cos  /?. 
Weil  aber  bekanntlich 

cos  a2  +  cos  ß*  +  cos  y2= 1 

und  folglich 

sin  a2 = cos  ß*  -+  cos  y2, 
sin       cos  y2 + cos  o2, 
sin  y2  =  cos  a2  +  cos  ß2 
ist,  so  erhalt  man  auf  der  Stelle  für  r2  auch  den  folgenden  Ausdruck : 

!r2=    (y*  + 12;  cos  «2  +  (z2  -f  *2;  cos  ß2  +  fr2  +  w2)  cos  y2 
— 2yz  cos  ß  cos  y  —  2  xa:  cos  y  cos  «— 2ary  cos  a  cos  ß. 

Diesen  Ausdruck  kann  man  aber  offenbar  auch  unter  der  fol- 
genden Form  darstellen: 

4)  r*zzz\(y cos y-icos /3;2+  (z  cos a— a: cos yj2+fc cos  ß— y cos«>*. 

Bekanntlich  nennt  man  die  Summe 

£mr2=.mr2  -f  m^-f  war22  -f  m3r82  + . . . . 

das  Trägheitsmoment  der  Punkte 

m ,   rWj  y  WI3 ,    m^, .... 

in  Bezug  auf  die  angenommene  Axe  Daher  ist,  wie  aus  den 

Formeln  3)  und  2)  sich  auf  der  Stelle  ergiebt: 

1  JSmr2  =  cos cfiZm (y2\i2)  +cos ß2Zm (zt+xV+cosy^Zm (x*+yV 

6)  1 

'  —  2  cos  ß  cos  yStnyz — 2  cos  y  cos  aZmzx  —  2  cos  a  cos  ßSmxy 
und 

Zwir2  =  sin  a2-*:»!*2  +  sin/^Zroy2  +  sin  y*2mz2 
2  cos  |5  cos  yZmyz  —2  cos  y  cos  ctEmzx— 'IcosacosßZmxy ; 
oder,  wenn  wir  im  Folgenden  der  Kurze  wegen 

7)  J=-Emfy2  +  22;,  BrrrXmr^  +  ar2),  C=.  Zm(x* +  y*)\ 

8)  D=Zmyz.   E=2mix,    F=  Zrnxy ; 
0)  GszZmx*,    H  =  2my*,  J=£mz2 


(  2:1 
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r  Zmr*=       cos  a*  4-  i?  cos  ß*  +  Ccos y* 
10)  ) 

i  —  2  Z>  cos  0  cos  y  —  2  £  cos  y  cos  a  — 2  Fcos  a  cos  0 

uod 

t  2mr*=z     Gsinas  +  Ä8in/J*  +  Jsiny» 

C  —  2  Z)  cos  ß  cos  y^-2  JE  cos  y  cos  «—2  Fcos  a  cos  ß. 

Lassen  wir  die  Axe  AA'  mit  der  Axe  der  x  zusammenfallen, 
so  ist  offenbar 

cosa  =  ±l,   cosß  =  0,  cosy=0; 
also  nach  10)  filr  die  Aze  der  x: 

Zmr2=A. 

Lassen  wir  die  Axe  AA'  mit  der  Axe  der  y  zusammen fallen, 
so  ist  offenbar 

cosa  — 0,   coeß=^lf  cosy=ü; 

also  nach  10)  filr  die  Axe  der  y: 

£mr*=B. 

Lassen  wir  die  Axe  AA'  mit  der  Axe  der  %  zusammenfallen, 
so  ist  offenbar 

cosa  — 0,   cos|3=:0,  cosy=i;l; 

also  nach  10)  für  die  Axe  der  z: 

£mr*=zC. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  in  dem  Ausdrucke  10)  vorkom- 
menden Coeföcienten  A,  ß,  C  die  Trägheitsmomente  des  Systems 
der  gegebenen  materiellen  Punkte  in  Bezug  auf  die  drei  angenom- 
menen Axen  der  ar,  y,  i  sind. 

Denken  wir  uns  durch  den  Punkt  O  drei  beliebige  andere  auf 
einander  senkrecht  stehende  Axen  der  x' y' ,  z'  gelegt,  und  be- 
zeichnen die  Trägheitsmomente  des  Systems  der  gegebenen  ma- 
teriellen Punkte  in  Bezug  auf  diese  Axen  respective  durch  A'$ 
B',  C;  so  ist  nach  10),  wenn  wir  die  Winkel,  welche  der  positive 
Theil  der  Axe  der  x'  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
x,  y,  i  einschliesst,  durch  qp,  %;  die  Winkel,  welche  der  posi- 
tive Theil  der  Axe  der  y'  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  x,  y,  t  einschliesst,  durch  a/,     ,  %' ;  die  Winkel,  welche  der 
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positive  Theil  der  Axe  der  2'  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Axen 

der  xt  yt  1  einschliessr,  durch  9>",  %"  bezeichnen,  keinen  die- 
ser Winkel  grosser  als  180°  genommen: 

A'=    A  cos  <p2  +  B  cos  ty*  +  Ccos  x2 

— 2  D  cos  if>  cos  %  —  2  E  cos  x  cos  9  —  2  Fcos  qp  cos  ^, 
i?'  =    ^cosg>'a  +  B  cos  V*+  Ccos  x'2 

— 2  /)  cos  V  cos  x' — 2  iE  cos  x'  cos  g>' — 2  Fcos  <p'  cos  V , 
C  =    A  cos  «p"2  +  #  cos  tj;"2  +  C  cos  z"2 

—  2  X>  cos  ^"  cos  x"~ 2  E  cos  x"  cos  qp"— 2  /'cos  qp"  cos  t/A. 

Addirt  man  nun  diese  drei  Gleichungen  zusammen,  uud  beachtet, 
dass  nach  bekannten  Sätzen  offenbar 

cos  <p2  +  cos  ?>'2  +  cos  qp"2  =  1 , 

cos  tf>2-|-  cost//2  +  costj/^ssl, 

cos  x2  +  cos  %'2  +  co>*x"2=  1 ; 

cos  1/;  cos  x  +  cos  1//  cos  x'  +  cos  V  cos  x"  =  0, 

cos  x  cos  9 -f  cosx'cosqp'  +  cosx^cosqp'^O, 

cos  <p  cos    +  cos  qp'  cos  t^'  f  cos  9"  cos  V = 0 

ist;  so  erhält  man  die  folgende  bemerkeuswerthe  Gleichung: 

12)  Af  +  B'  +  C'  =  A+B+C, 

in  welcher  der  Satz  ausgesprochen  ist,  dass  die  Summe  der 
Trägheitsmomente  des  Systems  der  materiellen  Punkte 
m,  mi ,  ms,  w3,....  in  Bezug  auf  jede  drei  durch  den 
beliebigen  Punkt  O  gelegte,  auf  einander  senkrecht 
Stehende  Axen  eine  constante  Grösse  ist. 

}.  2. 

Wir  «vollen  jetzt  durch  einen  beliebigen  Punkt  (abc)  eine  der 
Axe  AA'  parallele  Axe  Üü'  legen,  und  das  Trägheitsmoment  des 
Systems  der  materiellen  Punkte 

MI ,     Mlj  ,     Mlj» ,     MI3  ,     W4 ..... 

in  Bezug  auf  diese  neue  Axe  durch  2mt2  bezeichnen. 

Legt  man  durch  den  Punkt  (abc)  ein  neues  dem  primitiven 
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paralleles  Coordinatensystem,  so  sind  nach  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordinaten  die  Coordinaten  des  Punktes  m  In 
diesem  neuen  System: 

x  —  at   y  — 6,   z  —  c. 

Folglich  ist  nach  $.  I.  1): 

r«=     (x -      +  (y- 6)» -f  (z  -  c)a 

— { (x  —  a)  cos  a  -f  (y — 6)  cos  ß  -f  (z  —  c)  cos  y  I* 

oder 

—  {(xcosa  -f-ycos/J  +  zcosy) —  (acosa  -f  6  cos/3  +  ccosy)|9. 

Bezeichnet  nun  12  die  Entfernung  der  beiden  parallelen  Axen  von 
einander,  d.  h.  eigentlich  die  Entfernung  des  Punktes  O  von  der 
Axe  JUT,  so  braucht  man,  um  Ii  zu  erhalten,  in  der  vorstehenden 
Gleichung  offenbar  bloss  x,yt2  verschwindeu  zu  lassen,  wodurch 
sieb  ergiebt: 

R2  =  a1  -{- 1>2  -f  c2  —  (a cos c  +  6 cos ß  +  ccos y)a. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen,  wie  sogleich  erhellet: 

r*  =  { x* + y*  +  z*  —  (x  cos  a  +  y  cos  ß  -f  z  cos  y)a  I 

+ 1  a*  +  6*  +  c* — (a  cos  a  -f  6  cos  ß  +  c  cos  y)2 1 

— 2  { <ur-f  6y + es— (a  cos  a + 6  cos  ß + c  cos  y)  (r  cos  a  f y  cos  0+z  cos  y)  | 
und 

jr2=x*  +y2  +  z2  —  (x  cos  a  -f  y  cos  /?  +  z  cos  y)2 

ist,  so  ist 

—  2  { ax + 6y +cz—  (o  cos  a-f-  6  cos  /J + c  cos  y)  (x  cos  a-f-y  cos  0 + z  cos  y)  |. 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  auf  der  Stelle  durch  Sum- 
mation,  nachdem  man  vorher  mit  den  Massen  multiplicirt  hat: 

—>%[a£mx  +  b£my  +  cZmz — (acosa  +  bcosß  -f-  ccosy)  (cos aZmx 

-f-  eis  ß  Emy + cos  yZmi)  \. 

Bezeichnen  nun  r,  w,  >  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des 
Systems  der  Massen 
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In  Bezug  auf  das  primitive  Coordinatcnsystem ,  so  ist  nach  der 
Lehre  vom  Schwerpunkte  bekanntlich: 

also  nach  dem  Obigen: 

1 

l  Zmx'l=2:mr*  +  R*Zm 

(— 22?m*|oj+6n+  e|-(ocosa+ bco*ß+ccQ»y)(jco*ct+t)cosß+}co&y)\. 

Für  jr=0,  n  =  0,  j  =  ö,  d.  h.  wenn  die  Axe  ÄÄ'f  auf  welche 
sich  das  Trägheitsmoment  2mr2  bezieht,  durch  den  Schwerpunkt 
des  Systems  der  Massen 

gelegt  ist,  ergiebt  sich  aus  1): 

2)  £mv*=:  Zmr*  +  R*Zm. 

Wenn  man  also  das  Trägheitsmoment  der  Massen 
m,  mit  ftf2,  W3,..,.  in  Bezug  auf  eine  beliebige  durch 
ihren  Schwerpunkt  gelegte  Axe,  nämlich  Zmr*,  kennt, 
kann  man  das  Trägheitsmoment  <£//ira  in  Bezug  auf  jede 
andere  dieser  Axe  parallele  Axe,  deren  Entfernung 
R  von  jener  anderen  durch  den  Schwerpunkt  gelegten 
Axe  gegeben  ist,  mittelst  der  Eormel 

Zmr2=  Zmr2  +  R2Zm 

immer  leicht  finden. 

* 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  auch,  dass  unter  den  Trägheits- 
momenten in  Bezug  auf  parallele  Axen  das  Trägheitsmoment  in 
Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Massensystems  gehende 
dieser  parallelen  Axen  stets  das  kleinste  ist. 


§.  3. 

Das  Trägheitsmoment  des  Systems  der  Massen 

m  f   ifi| ,   iWj  •   W3 ,   ln^ ,  . . . . 

in  Bezug  auf  eine  beliebige  durch  den  beliebigen  Punkt  O,  den  wir 
immer  als  Anfang  der  rechtwinkligen  Coordinatcn  annehmen,  gehende 
Axe  ist  stets  eine  endliche  völlig  bestimmte  positive  Urttsse.  Daher 
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rouss  es  anter  allen  durch  den  Punkt  O  gehenden  Axcn  offenbar 
immer  mindestens  eine  gehen,  in  Bezug  auf  welche  das  Träg- 
heitsmoment unseres  Massensystems  nicht  kleiner  ist  als  das 
Trägheitsmoment  iu  Bezug  auf  jede  andere  durch  den  Punkt  O 
gebende  Axe.  Diese  durch  den  Punkt  ö  gehende  Axe,  deren 
wirkliche  Existenz  keinem  Zweifel  unterliegt,  wollen  wir  jetzt  als 
Axe  der  x  annehmen,  (innz  eben  so  muss  es  unter  allen  im  Punkte 
O  auf  der  Axe  der  x  senkrecht  stehenden  Axen  immer  mindestens 
eine  geben,  in  Bezug  auf  welche  das  Trägheitsmoment  unseres 
Massensystems  nicht  kleiner  ist  als  das  Trägheitsmoment  in  Be- 
zog auf  jede  andere  im  Punkte  O  auf  der  Axe  der  x  senkrecht 
stehende  Axe.  Diese  im  Punkte  O  auf  der  Axe  der  x  senkrecht 
stehende  Axe,  deren  wirkliche  Existenz  wiederum  keinem  Zweifel 
unterliegt,  wollen  wir  als  Axe  der  y  annehmen.  Endlich  nehmen 
wir  die  im  Punkte  Ö  auf  den  so  bestimmten  Axen  der  x  und  y, 
d.  h.  auf  der  durch  diese  Axen  der  Lage  nach  bestimmten  Ebene, 
senkrecht  stehende  Axe  als  Axe  der  z  an.  Die  Trägheitsmomente 
des  Massensystems  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x,  yt  z  bezeich- 
nen wir  wie  früher  respective  durch  A,  B,  C,  so  dass  also  nach  $.  1. 

A  =  Zm(y2  +  z*)t    B=2m(z*  +  x*)l    C=  £m  t>*  +  ya) 

ist.  Wegen  der  jetzt  getroffenen  Auswahl  der  Axen  der  x,  y,  * 
ist  aber  offenbar  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einauder: 

B~^C. 

 Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  O  eine  vierte  beliebige  Axe 

ÄA'$  und  behalten  für  diese  Axe  alle  in  §.  1.  eingeführten  Be- 
zeichnungen auch  jetzt  bei,  so  ist  nach  §.  1.  10)  für  diese  Axe: 

£mr2 = A  cos  o*  +  B  cos  ß*  +  Ccos  y» 

— 2  cos  ß  cos  y£myz — 2  cos  y  cos  aZmzx — 2  cos  «cos  ßZmxy. 

Wegen  der  vorher  getroffenen  Auswahl  der  Axen  der  x,  y,  x 
ist,  was  auch  die  Winkel  «,  ß,  y  sein  mögen,  immer 

A^Emr2* 

also 

A  ^  A  cos  a*  +  B  cos  ß2  -f  Ccos  y2 
— 2  cos  ß  cos  yZmyz  —  2  cos  y  cos  aZmzx—2  cos  a  cos  ßZinxy, 
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folglich 

A  sin  «2  ;~  B  cos  ß*  +  C'cos  y2 

— 2  cos  ß cos yEmyx—2  cos  /  cos  aEmzx  —  2  cos  o  cos  ßEmxy. 

Setzt  man  nun  für  a  einen  beliebigen  180°  nicht  ubersteigen- 
den Werth,  für  ß  einen  durch  die  Gleichung  cos/3  =  sina  bestimm- 
ten Werth,  was  offenbar  verstattet  ist,  so  geht  die  Bedingungs- 
gleichung 

cos  «a  -f-  cos/5*  -f  cosy2  =  l, 

deren  Erfüllung  natürlich  immer  vorausgesetzt  werden  muss,  in 

cos  a*  +  sin  a2  +  cos  y2=  1 , 

also  in  cosy2=0 über,  woraus  sich  cosy=0  ergiebt.  Folglich  ist 
nach  dem  Obigen  für  jedes  180°  nicht  übersteigende  a: 

A  sin  a*~ß  sin  aa— 2  sin  et  cos  et  Smxy, 

also 

A  ^  B — '2  cot  ctZmxy. 

Wäre  nun  nicht 
so  konnte 

27fn#y>0  oder  Zmxy 

sein.  Wäre 

2?m:r^  >  0 , 

so  würde,  wenn  o  sieb  180°  näherte,  die  Grosse 

—  2  cot  aZmxy 

6ich  dem  positiven  Unendlichen  nähern,  und  es  konnte  also  offen- 
bar nicht  für  jedes  zwischen  0  und  180°  liegende  a  die  Bedingung 

A~^B  —  2  cot  (tZmxy 
erfüllt  sein.   Wfire  dagegen 

£mxy<0, 
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»o  würde,  wenn  a  sich  0°  näherte,  die  Grösse 

—  2  cot  a£ma:y 

sic|i  dem  positiven  Unendlichen  nähern,  und  also  offenbar  wie- 
derum nicht  lur  jedes  zwischen  0  und  180°  liegende  a  die  Bedingung 

A  ^  B — 2  cot  a  Zmxy 

erfüllt  sein.    Daher  kann  weder 

Zmxy>0, 

noch 

Zntxy^Q 

sein,  und  es  muss  also 

Zmxy  =  0 


Setzt  man  wieder  für  a  einen  beliebigen  ISO0  nicht  überstei- 
genden Werth,  für  y  einen  durch  die  Gleichung  cosyrrsina  be- 
stimmten Werth,  was  offenbar  verstattet  ist,  so  geht  die  Bedin- 
gungsgleicbung 

cos  a2  -f  cos  ß2  +  cos  y2 =. 1 , 

deren  Erfüllung  natürlich  immer  vorausgesetzt  werden  muss,  in 

cos  a2  -f  cos  ß2  -f  sin  a2  =  1 , 

also  in  cos/?2=0  über,  woraus  sich  cos 0=0  ergiebt.  Folglich 
ist  nach  dem  Obigen  für  jedes  180°  nicht  übersteigende  a 

A  sin  «*~  Csin  «a— 2  sin  «  cos  ctZmzx , 


A  ^  C — 2  cot  aZmzx , 

woraus  man  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  schliesst,  das* 

Zmzx=0 

sein  muss. 

Lassen  wir  nun  die  Axe  AA'  in  die  Ebene  der  yz  hineinfal 
len,  so  ist  a= 90°,  und  för  das  Trägheitsmoment  Zmr*  hat 
daher  jetzt  nach  dem  Obigen  deu  folgenden  Ausdruck: 
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2?wr4=  B  cos  ß*  +  Ccos  y*  —  2cos  0  cos  yLmyt. 
Wegen  der  getroffenen  Auswahl  der  Axen  ist 

B~£mr2t 

also 

B^Bcosß2  +  Ccosy*— 2cos  ß  cos  y£myx, 

folglich 

B  8i  n  ß*  ^  6'cos  ya  —  2  cos  ßcos  yllmyt. 

Setzen  wir  nun  für  ß  einen  beliebigen  180°  nicht  fibersteigenden 
Werth,  so  ist  wegen  der  Gleichung 

cos  a2  +  cos  ß2  +  cos  ya = 1 , 

weil  cosa  =  0  ist,  offenbar  cosya=siii/3*,  folglich 

Barn  ß*~Cs\nß*-  2sin  jJcos  ßZmyz , 

also 

B^C -2cot  ßümifz, 

woraus  sich  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  früher 

£myzz=.§ 

ergiebt. 

Wenn  daher  die  Axen  auf  die  angegebene  Weise  ausgewählt 
worden  sind,  so  ist 

1)  Zmyz=0f    Zmix=Q,  2nu:y=0; 

und  folglich  nach  dem  Obigen  für  jede  durch  den  Punkt  O,  den 
Anfang  der  x,  yt  i,  gelegte  Axe: 

2)  Zmr*  =  A  cos  a*  +  Ä  cos  /3*  +  Ccosy». 
Weil  bekanntlich 

A=B  =  C 

ist,  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeicbeo  auf  einander, 
so  ist  unter  derselben  Bedingung: 
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«- 

Ccosaa^4cos  a2, 

C  cos  ya=  C  cos  ya ; 
also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt,  und  dabei  die  Gleichung 

cos  «2  -f  cos  ß2  +  cos ya=  1 

berücksichtigt : 

C~  Jcoso»  f  Bcosß*  +  Ccosy* 

folglich  nach  2): 

C=2mra, 

d.  h.  bei  der  oben  getroffenen  Auswahl  der  Axen  der  x,  y,  x  ist 
das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Axe  der  z  nicht  grösser 
als  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  irgend  welche  andere  durch 
den  Punkt  O  gelegte  Axe. 

Für  A  =  B  =■  C  wird  wegen  der  Gleichung 

cos  aa  +  cos  ß*  +  cos  ya= 1 

nach  2)  auch 

2mr*=A=B=C, 

d.  h.  es  sind  in  diesem  Falle  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf 
alle  durch  den  Punkt  O  gelegten  Axen  einander  gleich. 

Sind  nur  zwei  der  Trägheitsmomente  Af  B,  C  einander  gleich, 
etwa  A  —  ß,  so  ist  nach  2) 

Zmr*=A(co8tP  +  coBß*)  +  Ccosy*, 

d.  L,  weil 

cos  a*  +  cos  ß* = 1  —  cos  ya = sin  y3 

»t: 

2mr*=:ABin  y1  -f  Ccosya. 

Setzt  man  nun  y  =  90° ,  d.  h.  liegt  die  durch  den  Punkt  O 
gelegte  Axe,  welcher  das  Trägheitsmoment  £mr*  entspricht,  in 
der  Ebene  der  xy,  so  ist 
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d.  h.  es  sind  in  diesem  Falle  die  Trägheitsmomente  für  alle  in 
der  Ebene  der  xy  durch  den  Punkt  O  gezogenen  Axen  einander 
gleich. 

§•  4. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  ist  fdr  jeden  Punkt  O  die 
Existenz  dreier  durch  denselben  gehender,  auf  einander  senkrecht 
stehender  Axen  nachgewiesen  worden,  für  welche,  wenn  man  die- 
selben als  Axen  der  xt  y,  z,  den  Punkt  O  naturlich  als  Anfang 
der  xyz  annimmt, 

Zmyz = 0 ,    2mu:=0,  2mxy=0 

ist.  Diese  drei  Axen  haben  nach  dem  vorhergehenden  Paragra 
phen  die  sehr  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass  immer  das 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  eine  nicht  kleiner,  das  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  eine  andere  nicht  grösser  als  das  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  irgend  welche  andere  durch  den  Punkt 
O  gelegte  Axe  ist,  oder,  in  der  Kürze  gesprochen,  die  eine  dieser 
drei  Axen  ist  immer  die  Axe  des  grögsten,  eine  andere  ist  die 
Axe  des  kleinsten  Trägheitsmoments,  nämlich  für  alle  durch  den 
Punkt  O  gelegte  Axen. 

Man  nennt  diese  drei  durch  den  Punkt  O  gelegten,  aufein- 
ander senkrecht  stehenden  Axen,  für  welche 

2  my  z=0,    2mzx=z0,  2mxy=Q 

ist,  die  drei  auf  einander  senkrecht  stehenden  oder  gegen  einan- 
der rechtwinkligen  Haupt  axen  des  Systems  der  Massen 

m ,    mt  y   wifc,    iws,  r/14,.... 

für  den  Punkt  O. 

Wie  die  Lage  dieser  drei  gegen  einander  rechtwinkligen  Haupt- 
axen  des  Systems  der  Massen  wi,  mlt  m^,  m9,  ....  <ur  jeden  be- 
liebigen Punkt  O  analytisch  bestimmt  werden  kann,  wollen  wir 
jetzt  im  nächsten  Paragraphen  zeigen. 

}.  5. 

Den  Punkt  O  nehme  man  als  Anfang  eines  beliebigen  recht- 
winkligen Coordinatensystems  der  xyz  an,  und  setze  der  Kürze 
wegen : 


v 
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t  /4=Zrn(y*  +  2*),   B=  2m(t*+x*) ,    C=  Zro (.r* + y«) ; 

1)  <  Dz=2myzt  E—Zmzx,  F=£mxy; 
'  G  =  2:m^,           H=2my*,  Jz=Zmz*; 

wo  natürlich 

.4,       6\-   0,  JB,  F;    6?,  Ht  J 

sämmtlich  gegebene  Grossen  sind,  bestimmt  durch  die  Grosse  der 
Massen  des  Systems  und  deren  Lage  gegen  die  drei  durch  den 
gegebenen  Punkt  Ö  gelegten  Axen  der  x,  y,  :. 

Ferner  denke  man  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  O  die 
drei  demselben  entsprechenden  rechtwinkligen  HauJ)taxen  des  ge- 
gebenen Massensystems,  von  deren  Existenz  wir  uns  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  versichert  haben,  gelegt,  und  nehme  die- 
selben jetzt  als  Axen  der  jr,  nf  }  an,  indem  wir  zugleich  die  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  jr  mit  den  positiven  Theilen 
der  Axen  der  xf  y,  z  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel  durch  <p,  ,  %'*  die  vo"  «lern  positiven  Theile  der  Axe 
der  n  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  eingeschlos- 
senen, 180°  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  9',  ty' ,  %' ;  die 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  j  mit  den  positiven  Thei- 
len der  Axen  der  x,  y,  2  eingeschlossenen,  180°  nicht  überstei- 
genden Winkel  durch  <p" ,  ty" ,  bezeichnen.  Auch  setze  man 
der  Kurze  wegen: 

2)  *=£wur*,   Jf=z2mxP,  5=2?mj* 

und  bemerke,  dass  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

Zmt)}=z0,   Zm}x=(h  Zmxt)=0 

ist. 

Ans  den  in  §.  1.  angestellten  Betrachtungen,  oder  auch  aus 
den  allgemeinen  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Co* 
ordinaten,  geht  nun  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  folgenden  Glei- 
chungen hervor: 

fcsx  costp  -f  ycosy  -f-zcosg, 
n  =  arcos(jp' +ycos  V  +  2CO82', 

}  =  X COB<p"  -f  y  cos  lf/tt  +  ZCOS 

und 
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UT=XC08(p  -\-1)C08(p'  +  JCOS^", 

y  =  x  cos  y  + n  cos  tf/'  -f  j  cos  V , 

|  =  jrCOSX  +^008^  +JC08)[*. 

Also  ist 

;rjr=x(:rcos<p-f-ycosiJ/  -f  zcosjc)  — jr(jrcosqp  +t>cosy'  -f  j  cos  g>") , 
yjr=y  (^cos9+jyco8i/;4-2C08x)=T(Tcost/;  -f  tjcos^/'  +  jcostf;*), 

tf  =  i(xcoBtp  +ycosi^  +  2Cosx)  =T(rco8x  +  1Jcosx'+Jco8X<lr); 

woraus  sich,  nachdem  man  vorher  mit  den  Massen  gehörig  multi- 
plicirt  hat,  dur<:b  Sumraation  auf  der  Stelle  ergiebt: 

cos  (p£tnx2  +  cos  tyZmxy  +  cos  %Zmzx 
— cos  <p£mx2  +  cos  tp'Zmxv  +  cos  <pv£m}X , 

cos  cpZmxy  +  cos  tyZmy1  +  cos  %2myt 
= cos  ^  -Twijr*  +  cos  tf/  Zmxt)  -f  cos  ^"Sntfx , 

cos  (pZmzx  -f  cos  tyZtnyz  +  cos  x^/ni2, 
rr  cos  %Emx*  +  cos  %'2mxt)  +  cos  'f2m}x ; 

also,  weil 

Zmjrn=0,  2mjjr=0 

ist,  wenn  man  zugleich  die  aus  dem  Obigen  bekannten  abkürzen- 
den Bezeichnungen  einfuhrt: 

|  (G — X)co89>  -f  Fcosy  -r-£cosx=0, 

3)  j  Fcos    +  cos  i//  +  Z)  cos  x==0, 

'  JEcos<p-f  Dcosy  +  (J— JF)cos%=0. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

(//-*)(./ -*)-D*,  . 

DE—F(J-X), 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhalt  man  die  folgende 
Gleichung: 

4)  (G-*)(H-X)(J-X)-W(G-*)-E*(H-X) 

—  F*(J-X)  +  2DEF 


Digitized  by  Google 


eines  beliebigen  Systems  materielier  Punkte.  81 

welche  Gleichung  io  Bezug  auf  *  als  unbekannte  Grösse  vom 
dritten  Grade  ist. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  ist: 

xt) = x  (x  cos  qp'  +t/  cos  t//  -f- :  cos    =  n  (r  cos  g?  +  n  cos  q>'  -f  }  cos  9") , 

yn  =y  (a:  cos  9'  +  #  cos  i//  +  2  cos  jf) = D  (T cos  1^  -f-  »  cos  tf/  >  ?  cos  t//ff) , 

;ij  =  x  (.r  cos  9'  +ycosV  +  zcosjr')  =w(jrcosj[  +  »  cosjj'  -|-?co8%1'); 

folglich  durch  Summation : 

1(6'  — cos  9'+  /•,cost//'  +  £cosx/=0, 
FCOS^  +  C^/  — ^)C08t^  +/>  C08Z'=Ö, 
Eco8<p'  +  Dcosty'  +  (J—  J^)cobx'  —  0: 

woraus : 

4*)   (G  -  V)  (H-V)  (J  -  p)  -  D*(G-1?)  -  (//-P) 
Endlich  ist: 

jtj  =  ;r  (x  cos  9"  +  y  cos  1//'  -f  :  cos  f) = ?  (r  cos  9  -f  n  tos  9'  -f  j  cos  9"), 
yi  =  ^  ( x  cos  9"  -f  y  cos  t//"  +  2  cos  %")  —  }  (t  cos  +  n  cos  r//  -f  j  cost//"), 
2$  =  2  (.r  cos  9"  +  y  cos  +  2  cos  j")  =  j  (jr  cos  3  +  »  cos  3'  +  }  cos  ; 
also  durch  Summation: 

[  (6  — 5)cos(p,/  +  Fcost/;',+£;co8x//  =  0, 
3**)  j  Fco89"  +  (^-0)cos^/  +  /)cosX//=O, 
'  J5cos9v+0cos^"  +  (7—  5)co8x"=0; 

woraus : 

4**)  (G-$)(H-$)(J-$)-D*(G-S) 


=0. 


folgt.  Aus  den  drei  Gleichungen  4),  4*),  4#*)  erhellet  unmittelbar, 
dass  die  drei  reellen  positiven  Grossen  2,  JJ>,  5  die  drei  Wurzeln 
der  cubischen  Gleichung 


=0 


5)   (G-U)(H-  U)(J~  U)-D*(G-U)-E*(H-U) 

—F*(J-Ü)  +  2DEF 
sind,  woraus  sich,  weil  die  wirkliche  Existenz  der  dem  Punkte  O 


Digitized  by  Google 


82  Grünest:  Ueber  die  Hauptaxen 

entsprechenden  drei  rechtwinkligen  Haoptaxen  früher  nachgewie- 
sen worden  ist,  auch  umgekehrt  ergiebt,  dass  diese  Gleichung 
immer  drei  reelle  positive  Wurzeln  haben  rauss. 

Hat  man  durch  vollständige  Auflösung  der  vorstehenden  cu- 
blscben  Gleichung  3F,      $  gefunden,  so  werden  ferner  die  Winkel 

9.  ^»  x;  <?'>  v'»  i\  9>".  f 

mittelst  der  Gleichungen  3),  3*),  3**)  in  Verbindung  mit  den  be- 
kannten Relationen 

cosqp2  -fcosr/;2  -f  eosjr*  =1, 

cosqp'*  +  cos      +  cos  x;*=  1 . 

■ 

COS  <Jp"a+  COS  H>"*+  C08X^=  1, 

bestimmt. 

Die  Trägheitsmomente  in  Bezug,  auf  die  Hauptajen  der  jr,  n, 
}  sind  nach  §.  1.  bekanntlich  respective 

^(DH?5),   2Vii(?*  +  jr*)f   Zi»0r»  +  na) 

oder 

£mt)*  +  £mf,    2m?+2inj*,    2m%*  +  -Twin*. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

X=Zmx*,   X>  =  Zmt)2,  8=Zm}* 

Also  sind  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Hauptazen  der 
X9  i),  }  respective 

Man  kann  unsere  Aufgabe  noch  auf  eine  andere  Art  auflosen. 
Es  ist  nämlich  offenbar 

weil  diese  Ausdrücke  beide  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punk- 
tes m  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  darsteilen.  Also  gelten 
offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

£mx*  +  £m(y*  +  ia) 
=  £mx*+  £**  £*»  (*H*«)= £mp  +  £m(r+t>*)t 

£my*+£m(z*  +  x*) 
ts  £mr*+  £m  (n* + >a)  =z£mt>*+  £m  (p+X*)  =  £m}* + £m  (r»-f  n»), 
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2mz2  +  2m  (x2+y2)  ». 
=  Zmx* + 2m  (n* + j«)  =  2mt>*  +  2m  (j*  +  x%) = 2m?  +  2m  (jra  +  »») ; 
folglich,  treon  der  Kurze  wegen 
6)  Ijs&^+fl,      +         +jra),  5,=:  + 

♦ 

gesetzt  wird : 

H+B=X+X,=X>+Vl=S+$1, 
J  +  C=X  +  Xl=V  +  Tf,-5+6i; 

woraus 

folgt  Also  bat  man  nach  dem  Obigen  auch  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

—  A)  cos  <p  +  Fcos  f  +  £7  cos  x=0 , 
7*)       Fcos9>  +  (*i—  J?)cosi{/  +  Z)ces%=0, 

!  £coso;  + Öcosi^-Kip!  —  C)cos%  =  0; 

t         -J)  cos  9;  + Fcos ^  +  £cos^=0, 
7**)    <  Fcos^  +  flpi— i?)cost|;/  +  />cosx/=0, 

'  Fcosg)'+Z)costf;'+(Pi  — C)cosx'=0; 

t       —  ^)cos<p"+Fco8t//r+£cosf  =0, 
7***)  ]  Fcos9w-f-(5i-B)cos^+JDcosx,'=0, 

J 

'  Feo8g>"  +  Z)co8^,,+(51--C)cosx''=0; 

and  Xlf  Pi ,  &  sind  die  drei  Wurzeln  der  folgenden  cubischen 
Gleichung: 

8)  (Ul-A)(üi-B)(V1-Q~IP(Ul-A)-E*(U1-B)l  a 

=0. 

~F«(C71-C)  +  2Z>FF  * 

» 

Betrachtet  raan  o^,  i/;,,  &  als  allgemeine  Repräsentanten  der 
drei  Systeme  von  Winkeln: 


<p>  ^,  x;      V,      <A  x*; 
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so  bat  man  zu  deren  Bestimmung  Oberhaupt  die  Gleichungen: 
i  {Ut—A)cos<pl  +  Fco*yl+Eco8Xi==0' 
9)  <  Fcos^  +  Ct/j -Ä)cosi/>i-f  Dcohxi==(), 

'  jEcOS^  +  ^COSth+Ctf!  —  OcOSft=0, 

« 

mit  denen  man  noch  die  Gleichung 

10)  cos  (pf  +  cos  yx*  +  cos  1 

zu  verbinden  hat,  und  in  denen  man  für  Ux  nach  und  nach  die 
drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  8)  setzen  muss. 

Um  die  Gleichungen  9)  und  10)  aufzulösen,  bringen  wir  zu 
vurderst  die  Gleichungen  9)  auf  die  folgende  Form: 

1  cos  g>i  cos  (pi 

F+(t7l_B)E£i*L  +  /)^a.=0, 

COSqpf  COS<SPi 
COSq?|  C08<Pi 

■ 

Dann  erhält  man  durch  verschiedene  Verbindung  dieser  Gleichun- 
gen zu  je  zweien  die  folgenden  Gleichungen : 

(üI-^)(l7l-O-£«+|f(P1-O-/)£t^=0. 
F(t7I-O-2>£+|(r1-B)(i;1-O-^|^|-=0 

I 

uud 

/)(t;I_/<)_£F+l/)£;_f(i7I-OI^=0, 

(Ol -AHU,  -  fi)-F*  + 1£(  Di ^1^=0. 

£( ü, - B) -FZH | ( ü. - B) ( Di  -  O I^J  =  0. 

Aus  den  ersten  Gleichungen  in  diesen  beiden  Systemen  folgt 
unmittelbar: 
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\EF—D(UX  -A)}  cosg>,  ={F/)— £J(C7j  -£)}cos*, 
=z[DE—  F(  üi  —  C) }  cos  , 
and  setzt  man  nnn  der  Kürze  wegen 
11)  ,  K*= 

lEF—D{Ux-A)i  +  hD-E^-B^  +  $ DE-Fm-Q^  9 
so  erhält  man  mittelst  der  Gleichung 

COS  9>!a  -f  COS  1//,*  +  COS  Xi'=  1 


VI)  (  ">^  =  ±K{FD_e(Ü^S)\- 


I 


^K-^KiDE-FiUi-C)? 

io  welchen  Gleichungen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf 
einander  beziehen.  Welche  Zeichen  man  aber  nimmt,  ist  natür- 
lich an  sich  ganz  gleichgültig,  weil  man  sich  die  positiven  Theile 
der  gesuchten  Axen  beliebig  angenommen  denken  kann. 

Ferner  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen: 

cos ^,  _(17,- QjUj—  A)  —  E* 
cos?,"     DE-FiUi  —  C)  ' 

cos»,  =     DE—F(Ut  —  C) 
cos <px     (Üx  —B)(  17,  -  O — D* 


cos<p,  FD-E(VX-B)  ' 
cosft^  FD—E(Ui—B) 


cos <p,      17,  — J5) ( C7,  —  Q  —  W 

Aus  diesen  Ausdrücken  ergiebt  sich  durch  Multiplicatlon : 

/-cos^y  =  {ÜX  —  (^{UX-A)  —  E* 
V  cos  <ptJ      (Ul  —  B)(  Üj-C)— 


/cosjlN 
\cosg>,y 


g_  ( ^i — ^)  ( #i  — B)  —  F%^ 
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COSfc2 


~(Vi-A){Ül-B)-F* 
Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen 

13)  L=1(  17,  - #)(  C7,  -  O-D* \  +  { ( üx - C)(  üi -^)-£* | 

+  l(l71-^)(üi-Ä)-F?|, 
so  erhält  man  mittelst  der  Gleichung 

cos<p12+costp12  +  cosxi2=  1 

leicht : 

€089,*  = 

14)  ^  C08tpj2  = 


(F. 

-Ä)(17,- 

C)- 

I)* 

i, 

* 

A)- 

E* 

> 

(0. 

-j)(tr,- 

m- 

Die  Gleichungen  3)  gestatten  natürlich  eine  ganz  ähnliche 
Behandlung,  was  aber  hier  nicht  weiter  ausgeführt  zu  werden 
braucht. 

Die  drei  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  der 
j,  tj,  }  sind  nach  6)  respective  die  drei  Grössen  Xlt  Jfl9  5i- 


§.  6. 

Man  kann  sich  die  Lage  der  dem  Punkte  O  entsprechenden 
rechtwinkligen  Hauptaxen  auf  eine  bemerkenswerthe  Weise  durch 
eine  geometrische  Construction  deutlich  machen. 

In  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  betrachteten ,  durch 
den  Punkt  O  gelegten  rechtwinkligen  Systeme  der  xyz  bezeichne 
man  jetzt  die  veränderlichen  Coordinateo  durch  X,  Y,  Z,  und 
denke  sich  nun  eine  Fläche  des  zweiten  Grades  beschrieben,  de- 
ren Gleichung  • 

1)  AX*+BF*+CZ*-2DYZ-2EZX-2FXV=l 
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ist,  wo  die  Coefficienten  A,  B,  C,  D,  E,  F  dieselbe  Bedeutung 
haben,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen,  so  dass  nämlich 

A=z2m(y*  +  i*),    B=z2m(z*  +  x*)t    C=2m(x*  +  y*)i 

£f/i#z,  Ez=2mzx,  F—2mxy 

iat. 


Um  zu  ermitteln,  eu  welcher  Gattung  der  Flächen  des  zwei- 
ten Grades  die  in  Rede  stehende  Fläche  gehurt,  lege  man  durch 
den  Punkt  O  als  Anfang  der  Coordinaten  eine  beliebige  gerade 
Linie,  deren  Gleichungen 

3)  V^aX,  Z=ßX 

sein  mögen.  Bezeichnet  man  nun  die  Coordinaten  der  Durch- 
schnittspunkte  dieser  geraden  Linie  mit  der  durch  die  Gleichung 
1)  charakterisirten  Fläche  des  zweiten  Grades  im  Allgemeinen 
durch  u,  r,  tc;  so  hat  man  zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten 
nach  1)  und  3)  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

( A  +  a»  B  +  ß*  C- 2aß  D  -  20E— 2  <*F)  «*= 1 , 

v=au,   w  —  ßu. 

Nun  ist  aber  nach  2): 

A  +  «*  B  +  0»  C—  2aß  D—  20  E—ZaF 

=    2m  (y*  + i4)  +  «*2;m  ^»  +  jr»)  +         (**  +  y*) 

—<laß2myz  —  2/5Zmz.T  —  2a2mxy 

=    cPZmx*  —  2  et  Zswry  +  -Emy2 

+  pZmx*—<lß2mix  +  £mz2 

+  et*2mi*—2aß2myz  f  ß*2my* 

=    27ro(oar  — y)a  +  Zroftfor— z)*  +  2m(at—ßy)*, 

also  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  oberen  und  untereo  Zel- 
cheu  auf  einander: 

1 


u=± 


V  2m(a.*-y)*  +  2?m  (0*  -  z)*  +  £ro  («z  -  ft,)* ' 
\  *-±%r  2m{ax—y)*  +  2;»i(j3j;  -  z)*  +  Zm(«z-/fy)*' 
V  2m  (ax — y)a  +  2m  (ßx  —  z)»  +  2m  (az  -  ßy)* ' 


» 
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Weil  der  gemeinschaftliche  Nenner  dieser  Bruche  offenbar 
stets  eine  reelle  Grosse  ist»  so  giebt  es  für  «,  ü,  w  immer  zwei 
Systeme  reeller,  absolut  gleicher,  dem  Zeichen  nach  entgegenge- 
setzter Werthe.  Daher  schneidet  jede  :ganz  beliebig  durch  den 
Punkt  O  gezogene  gerade  Linie  die  durch  die  Gleichung  1)  cha- 
rakterisirte  Fläche  des  zweiten  Grades  in  zwei  von  dem  Punkte 
O  offenbar  gleich  weit  entfernten  Punkten,  eine  Eigenschaft,  welche 
unter  den  Flächen  des  zweiten  Grades  nur  das  EIHpsoid  haben 
kann.  Also  ist  die  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirte  FlSche 
des  zweiten  Grades  ein  EIMpsoid,  und  der  Punkt  O  ist  der  Mit- 
telpunkt dieses  Ellipsoids,  also  jede  durch  O  gezogene  gerade 
Linie  ein  Durchmesser  desselben. 

Wir  wollen  uns  nun  die  Aufgabe  stellen,  den  oder  die  Durch- 
messer des  durch  die  Gleichung  I)  charakterisirten  Ellipsoids  zu 
ermitteln,  welche  auf  der  Fläche  desselben  normal  stehen.  Die 
Gleichungen  eines  solchen  Durchmessers  seien  überhaupt 

x  =  r  =  z 

cosa>!      COSl/Jj  COSfo 
Weil  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Function 

AX*  +  B  Y*  f  CZ*  -  2  D  YZ  -  2 EZX — 2  FX  F—  1 
nach  X,  F,  Z  respective 

2(AX-FY—  EZ), 
2(BY-DZ-FX), 
2(CZ-EX-DY) 

sind,  so  hat  man,  wenn  man  die  Coordioaten  der  Durchschnitts- 
punkte  des  gesuchten  Durchmessers  mit  dem  Ellipsoid  von  jetzt 
an  durch  X,  F,  Z'  bezeichnet,  zu  deren  Bestimmung  nach  den 
Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  folgenden  Gleichungen: 

AX—FY—EZ  ^BY—DZ  —  FX^CZ—EX—DY. 
 X  ~  Y  ~  Z 

und  zur  Bestimmung  der  Winkel  q>x ,  tyx ,  &  bat  man  daher  nach 
dem  Obigen  die  folgenden  Gleichungen: 

A  cos  q>i  —  F  cos  yt  —  E  cos  %t  _  B  cos  yx  —  D  cos  %  —  Fcos 
cosa>i  ~~  cos^i 

m  Ccos^i — E  COS  qp,  —  D  cos  ^ 
COSfc  " 
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Bezeichnet  man  jede  der  drei  vorstehenden  gleichen  Grossen 
durch  U,  so  erhält  man  die  drei  Gleichungen: 

(  (Ux  —  /4)cosg>t  +  Fcostpj  f  JEcosft  +0, 

5)  l  Fcosg?i  +  ( 17,  —  Ä)cost/^  +  Z)cos%1=ö, 
'  Ecos^i  -fZ)  cos  oft  +  (C^ —  C)cosxi=ü; 

uod  nimmt  man  hierzu  noch  die  bekannte  Gleichung 

6)  cos  g?! 2  +  cosi/;l2  +  co8Xia=l. 

so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Grössen  Ut  und  <pl9  ylt  &  ßanz 
dieselben  Gleichungen,  welche  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen 
ror  Bestimmung  der  dort  auf  gleiche  Weise  bezeichneten  Grössen 
zetunden  haben. 

Man  sieht  also,  dass  die  drei  rechtwinkligen  Hauptaxen  in 
Bezug  auf  den  Punkt  O  mit  den  drei  auf  dem  durch  die  Gleichung 

A  X*  +  B  Y*  +  CZa  -  2  D YZ  -  2  E  Z  X  -  2  FX  Y=  1 

cbarakterisirten  Ellipsoid  normalen  Durchmessern  desselben,  d.  h. 
mit  den  drei  Axen  dieses  Ellipsoids,  ubereinstimmen. 
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m 

Zur   Theorie    der  Diflereazenreihen. 

Von 

Herrn  Doctor  Oskar  FVerner, 

Lehrer  der  Mathematik  in  Dresden. 

Wenrleo  wir  auf  jedes  Glied  der  Reihe 

cr0  +  «jflj  +  w4ö2  +  «6a3  +  ...., 

in  welcher  nx  den  arten  Binomialcoefficienten  för  den  Exponenten 
n  bezeichnet  und  a0,  «,,  a2,  az,....  willkü'hrliche  Grossen  bedeu- 
ten, den  bekannten  Satz 

an  =  a0-\-  nxAa^  \  v^J^a^  +  . . . .  -f-  nnd*a0 

an,  so  erhalten  wir 

+  »4  (°o  +  ^ao  +  ^*«o)  +  w«  («0 + 3/*<*0  +  3/**flo  -f  //8<?0)  -f  , 

oder,  wenn  wir  die  gleich  hohen  Differenzen  vereinigen  und  zur 
Abkürzung 

— 

Km  =  ftyit  +  (m  +  l)i  ft2(m+l)  +  (m  +  2)a  W^m-f-S)  + . . . . 

setzen , 

Oq  +  itjai  +  »t4fla  +  it6n8  +  ....=  K0a0  -f  Kx4aQ 

+  A*Al0  +  «BJ'a0  +  

Um  nun  die  Coeflficienten  K0,  Klt  Af2,....  in  Form  eines  ein- 
fachen Ausdruckes  zu  bestimmen,  gehen  wir  von  folgender  spe- 
ziellen Hauptreihe  aus: 
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und  leiten  aus  derselben  nachstehende  Differenzenreihen  ab : 

erste  Differenzenreihe: 


dritte  Differenzenreihe: 

U.     8.  W. 

Wir  haben  daher  nach  dem  Vorhergehenden : 

oder  nach  dem  Binomialtbeorem  für  positive  ganze  Exponenten: 


folglich,  wenn  wir  x  +  y  =  a  und  x—y  =  ß,  daher  ar=i(a-f/J) 
und  y=z         0)  setzen: 


zweite  Differenzenreihe: 


2  - 


Andererseits  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze*): 


•)  Archiv  Theil  XXII.  Seite  295.  Formel  60. 


02) 
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folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

(1)     <  (n~l)m 

C  +(«"+ 2)t«  »«(■+•)  +  •••• 

und 

Eine  ähnliche  Formel  erhalten  wir,  nenn  wir  von  der  Haupt- 
reihe 

J0  =  a0,   Ai——AaQi   A2—/fla<),  ....  l)M"a0,. . .. 

ausgehen  und  vermittels  der  Relation 

deren  Differenzenreihen  bilden.   Diese  sind: 

erste  Differenzenreihe: 
^40= —  a1(    AAl=zAal,   AA2~  —  A2^,....; 

zweite  Differenzen  reihe: 
A*A0=a2,   A*Al=—Aa2,  A2A.l=A2a2, 

u.   s.  w. 
Ate  Differenzenreihe: 

jM0  =  (-l)*a*,    ^M.^-l)*-1^**,  A*A2=(-l)k-*A*ak  

Nach  (2)  ist  aber : 
Aq  +  n2Ax  +  n44»  +  w6 4i  +  •  —  =2»-14>  +  2,1-8 •  (^ZTf)j 

daher  ergiebt  sich  aus  dem  unmittelbar  Vorangehenden: 

^  *  2, 

(3)<  m  A 
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Nehmen  wirz.  B.  0,,=  1 ,  <i|=— »tgq>2,  aa:=tgg7*,  a8Ä— tg9ö,.— 
an,  so  erhalten  wir 

daier  nach  Formel  (2): 

'-Mg*2  +  »4tg9>4-"6  <S9>6  +  •  •  •  •  =  2-»  -  2»^^.^^.--^ 

oder  nach  einem  bekannten  goniometrischen  Satze: 

2 

2  cos  «9 = (2  cos  <p)*  —  «2 .  /—^fjT-  (2  cos  g>)*-2 


4« 

+  w4  •  (^ZTi^  (2  cos  «)■-«-... . 


Andere  Anwendungen  von  den  Formeln  (2)  und  (3)  zu  machen, 
iberlasse  ich  dem  Leser.  Namentlich  empfehle  ich  in  dieser  Be- 
ziehung für  o0,  <7],  a2, —  Grössen  zu  setzen,  die  in  arithmeti- 
scher Reihe  höherer  Ordnung  fortschreiten. 


VIII. 

Beweis  des  pythagoreischen  Lehrsatzes. 

Von 

Herrn  Doctor  Oskar  Werner, 

Lehrer  der  Mathematik  in  Dresden. 


])  Das  aus  den  geraden  Linien  AB  und  CD  als  Seiten  con« 
ttroirte  Rechteck  wollen  wir  durch  ABx  CD,  das  aus  AB  als 
Seite  gebildete  Quadrat  aber  durch  AB?  bezeichnen. 
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2)  Durch  Betrachtung  einer  höchst  einfachen  Figur  erhält  man 
sofort : 

(AB+CD)xEF=ABxEF+  CDxEF 

und 

{AB  —  CD)  X  EF=  ABxEF—  CDxEF. 

3)  Das  Quadrat  ABFE  (Taf.  II.  Fig.  24.)  über  der  Kathete  AB 
des  rechtwinklichen  Dreiecks  ABC  verwandle  man  in  das  Pa- 
rallelogramm ACGE  über  der  Hypotenuse  AC  als  Grundlinie, 
und  dieses  wiederum  in  das  Rechteck  ACHJ.  Es  ist  daher 
AB*=ACxAJ.  Zieht  man  ferner  noch  die  Hohe  BD,  so  lässt 
sich  leicht  nachweisen,  da*  die  Dreiecke  AJE  und  ABD  con- 
gruent  sind.  Hieraus  folgt  AJ  =  AD,  daher  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

AB*=ACxAD. 

4)  Nach  3)  ist 

Aß*  =  ACxAD  und  BC*  =  ACxCD, 


AB*  +  BC*  =  ACxAD  +  ACx  CD, 
oder  nach  2):  t 

AB*  +  BC*= A  CX  (AD  +CD)  =  A  Cx  A  C, 

d.  i. 

AB*  +  BC*  =  AC*. 

5)  Zufolge  4)  ist 

BD*=AB*-AD*f 

daher  nach  3) 

BD*=ACxAD—ADxAD, 

und  nach  2) 

BD*=ADx(AC—AD), 

d.  i. 

BD*  =  ADxCD. 

Die  Darstellung  des  pythagoreischen  Lehrsatzes,  wie  ich  sie 
im  Vorhergehenden  gegeben  habe,  verdient  ihrer  Einfachheit 
wegen  in  die  Lehrbucher  aufgenommen  zu  werden.  Vielleicht  ist 
dieselbe  bekannt,  jedenfalls  aber  nicht  so  bekannt,  wie  sie  es 
nach  meiner  Meinung  verdient. 
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Herleitung  der  Ne  per 'sehen  Analogieen. 

Von 

Herrn  Doctor  Oskar  fVerner9 
Lehrer  der  Mathematik  in  Dresden. 


In  Ta£  II.  Fig.  23.  wollen  wir  die  Kantenwinkel  NSO,  MSO 
■od  MSN  'das  körperlichen  Dreieckes  SMNO  der  Reihe  nach 
durch  «t,  A,  c  und  die  diesen  Kantenwinkeln  gegenüberstehenden 
Neigungswinkel  der  das  körperliche  Dreieck  bildenden  Ebenen 
durch  A9  By  C  bezeichnen.  Man  gebe  SGdie  Lange  1  und  ziehe  OP 
senkrecht  auf  die  Ebene  MSN;  aus  dem  Punkte  P,  wo  das  Per- 
pendikel OP  die  Ebene  schneidet,  ziehe  man  PM  und  PN  auf 
SM  und  SN  senkrecht;  ferner  verbinde  man  O  und  M,  sowie  O 
und  N  durch  die  Geraden  OM  und  ON  und  verlfingere  PN  bis 
zum  Punkte  R  in  der  Kante  SM.  Endlich  mache  man  PQ  =  MP 
und  xiebe  OQ.    Dann  ist  offenbar 

MS=cosb,  iV5=:cosa,  M0=0Q—6inbt  OiV=sina, 
jZPMO=Z.PQO=A  und  ZPiVO=Ä 

Da  das  Viereck  SMPN  zwei  gegenüberstehende  rechte  Winkel 
enthält,  mithin  ein  Sehnenviereck  ist,  so  folgt: 

^MSN=^MPR  =  c. 

Die  noch  unbekannten  Seiten  MP  und  PN  dieses  Vierecks  er- 
hält man  durch  folgendes  Verfahren: 

Addirt  man  zu  der  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  MPR 
sich  ergebenden  Gleihung  MR=MP.tgc  die  Gleichung  MS=cosb, 
so  erhält  man: 

RS^MP.tgc  +  cos  !> 
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oder 

 =  MP.tf*C  +  C080» 

cosc 

also 

,  cos  a  — -  cos  b .  cos  c 

NP=PQ=  iii^  

In  ähnlicher  Wefce  ergiebt  sich 

■ 

cos  6  —  cosa.cosc. 

piV=  si™  ' 

daher,  wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  addirt: 

PO  4-  PN =  (C08fl  +  C086)(]--C08c) 

810  C 

oder 

ATQ = (cos  a  +  cos  6)  tg  {c. 

Setzt  man  endlich  diesen  Werth  nebst  den  übrigen  oben  ange- 
gebenen Werthen  für  die  Bestandteile  des  Dreieckes  NOQ  in 
die  hinlänglich  bekannten  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie 

QiV  4-  OQ  _  co*  \{XQO  -  OXQ) 
NQ~  -  cos  ÜNQO+ONQ) 

und 

Otf-OQ _  sinU^QQ-  O^Q) 
2^0"  ~sini(iV(?0+ÖiV<?) 

ein,  so  erhalten  wir 

sin  a  -f  sin  b      _  cos4(/4  — Z?) 
(cos  a  -f  "cos  6)  tg  \c  ~  cos  4(^1  +  B) 

und 

sin  ^r  —  sin  b     _  sinU^  — ^) 
(cos  a  +  cos  6)  tg  Je  ~~  sin  l(A  +  ß)* 

folglich  mittels  Anwendung  einfacher  goniometrischer  Formeln: 

■ 

„  cosi(A-B)t  , 

«8i(«  +  ft)=^i(JTB)t84c' 
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Vertauscht  man  endlich  die  Kantenwinkel  mit  den  Supplemen- 
ten der  gegenüberstehenden  Neigungswinkel  der  Ebenen  des  kör- 
perlichen Dreiecks  und  umgekehrt,  so  ergeben  sieb  hieraus  die 
Formeln 

tgiM+Ä)=--|^cotgiC, 

te \(A  -  B)  =  6!"  l<aTf> cotg ; C, 

welche  in  Verbindung  mit  den  beiden  vorhergehenden  die  Ne- 
per'schen  Analogieen  genannt  werden. 


Formeln  für  die  Summen-  und  Differenzen- Rechnung. 

Von  " 

Herrn  Simon  Spitzer , 
Privatdocenten  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Jnfttitotc  za  Wien. 


Die  Euler'sche  Summenformel  ist  bekanntlich  folgende: 

0) 

Zf{x)  =  C+\ff{x)dx- \f{x)  tAM\*)-M*r(*)+M6fF 

wo  C  eine  willkührliche  Constante  oder  eine  solche  periodische 
Function  von  x  bezeichnet,  welche  uogeändert  bleibt,  wenn  x  um 
h  wächst,  wo  ferner  Ait  Ait  Zahlen  sind,  welche  mit 

den  Bern  oulli'schen  in  folgendem  Zusammenhange  stehen: 

=  (2i  +  2)! 
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Diese  Reihe  zeigt  in  ihren  ersten  Gliedern  einen  auffallenden 
Mangel  an  Regelmässigkeit;  diess  bewog  mich,  eine  andere  Form 
für  2f{x)  zu  suchen,  und  ich  fand,  dass  man  statt  der  Gleichung  (1) 
folgende  Gleichung  setzen  könne: 

hZf{x)  =ff(x  -    dx  +  (ff  C<j\x  - 1) 

v  +Q4cjm(^2)  f  (ffw  (x~  - 

deren  zweiter  Theil  noch  durch  eine  willktihrliche  konstante  oder 
durch  eine  periodische  Function,  die  hei  dem  Wachsen  von  x 
um  h  ungeändert  bleibt,  zu  completiren  ist.  Die  hiebet  auftre- 
tenden Zahlen  C2»  C4>  ergeben  sich  aus  der  Auflösung 
folgender  Gleichungen : 

Der  Beweis,  dass  die  Gleichung (2)  richtig  ist,  lägst  sich  leicht 
führen.  Nimmt  man  nämlich  von  beiden  Seiten  derselben  die 
endlichen  Differenzen,  so  erhalt  man: 

hf{ x)  =/J/lx  - 1)  dx  +  (I) '  C^f(x  - §) 

+  (|)4  Ctdf(x  - 1)  +         f (x  -  J)  +  

oder  anders  geschrieben: 

+  (§)4ct[r(*+*)-r  (*-£)] 
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Entwickelt  man  die  in  den  eckigen  Klammern  stehenden  Ausdrucke, 
so  hat  man: 


was  in  Folge  der  Gleichungen  (3)  wirklich  identisch  Null  ist  Die 
Zahlen  C2,  C4,  C6, —  erscheinen  in  der  Analysis  auch  noch  bei 
anderen  Gelegenheiten,  so  ist  z.  B. 

(4)  x  cosec  x  =  1  —  C^rM  Cjc*  -  C6x*  +  . . . . 

Denn  schreibt  man  diese  Gleichung  in  folgender  Form : 

 x*  p  = 1  -  <Va  +  C^—  C<x*  + .... , 

*~3!  +  5!  ~  7!  + 

7  + 
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so  hat  man,  wenn  man  beiderseits  mit  dem  Nenner  des  ersten 
Theils  der  Gleichung  multiplicirt: 

*=.r-Ca  )         c4  \       —  cö 


3J  )  3!  ~3! 

5!    '  ~~5! 

1 

"7!  < 

was  identisch  ist,  weil  die  Coefficienten  von  x*t  x5,  x7,....  ver- 
möge der  Gleichungen  (3)  samratlich  Null  sind. 


Wir  wollen  nun  ubergehen  zur  Bestimmung  von  h*2?f{x). 
Zu  dem  Behnfe  multiplicire  man  beide  Theile  der  Gleichung  (2) 
mit  h  und  nehme  dann  beiderseits  die  Summe,  man  hat  so: 

oder  mit  Anwendung  der  Gleichung  (2): 
h*2*ftx)=fdx  {/fix  -  h)dx 

+ (i)Ä  a*-« + (|)4  c4r  (*  -  « + ($)  orc*  -  *)  +  •  1 

+  (J)4C4{  /H^A)^+(f)V/r(^A)+»»l 

+  (|)*C;i  //'(*-*)*;+....  I 

+  

Reducirt  man  diess  gehörig,  so  erhält  man: 
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-f  (j)\*C4  +  C?)nx-h)  +  (|)W(2Ci+2CiC4)/p^(a—  h)  + 
was  sieb  so  schreiben  lässt: 

K*2*f(x)=ßf(x-h)dxH  (ffDtflx-h) 
(5)       \  t 

Qy   + * + (i )  *  ah*-*) +  

wenn  man  die  folgenden  Bezeichnungsweisen  annimmt: 

/>i=2Cl. 
(Dt=2Ct+C,\ 
'  JD,  =  2C4+2CiC4, 


Dieselben  Zahlen  D2,  D6,. ...  kommen  auch  vor»  wenn  man 
die  Reibe  (4)  zum  Quadrate  erhebt,  man  hat  nämlich: 

(7)  o:2  cosec  2x  =  I  —  Z>2o:2  +  />4o^ — Z)6o:«  -f .... , 

wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann.  Wollte  man  zur  Berech- 
nung der  Zahlen  D%i  D4,  />„,....  Formeln  haben,  die  analog 
sind  den  in  (3)  aufgestellten,  so  verfahre  man  so:    Es  ist 

l-cos2ar     1  l(2o-)2     (2o-)*  (2a:)0  (2a:)« 


.  l-cos'io:     1  K2a£     W  (2*)«     (fcr)"  J 

(8)  smax  =       ^       =2  r^I        4!   1    61  ^T"*" "\ 

folglich 

2a:2 

o:2cosec2a-  = 


(2a?)2    (2a:)*  t  (2a:)«     (2aQ«  ^ 
2!   "~   41   +    Ö!  ~~   81  + 

Diess  mit  (7)  verglichen  fiihrt  auf  folgende  Gleichung: 
2a:2 

(Ix)«     (2a:)«     (fcr)«     (2aö*  =  1 D**%  +  ^  "  ^  +  " 

2!        4!   +   6!  ~~"  8!  +"-* 

Multiplicirt  man  beide  Theile  derselben  mit  dem  Nenner  des  ersten 
Theils,  so  hat  man : 
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X*  +  


#4 

04  94  94 

2«      ]  26 

+  6!       '  -<S\D'1 

2* 
-8t 

und  diess  gibt  uns  folgende,  mit  (3)  analoge  Gleichungen: 

/>*  22 
2»  +4(  =0, 

((»)  ^  2!  +    4!    +  6!  - u' 

/)     92  n     9*/i»  00 
2!  1    4!   +   0!    1  "h!  ~U' 


Auf  ganz  ähnliche  Weise,  wie  wir  aus  der  Gleichung  (2)  die 
Gleichung  (5)  abgeleitet  halten,  leiten  wir  nun  aus  (5)  eine  Glei- 
chung ab,  die  uns  A3-£3/(.r)  gibt.  Wir  multifdiciren  zu  dem  Be- 
hufe  die  Gleichung  (5)  mit  h,  und  nehmen  beiderseits  die  Summe; 
diess  gibt: 

h*Z*/{x)=zii  ff  £/\*—k)  du  2  |  h         D*  Zf{x  -  h) 

+*(f)4^r(*-Ä>+A(*y  /w" >-/,) 4. .... 

Jedes  einzelne  dieser  Glieder  ist  eine  Summe,  die  sich  vermöge 
der  Gleichung  (2)  in  eine  Reibe  ausdrücken  lifsst;  tbut  man  diess, 
so  erhalt  man: 

h*zy\x)=ffiu*\ft\x- *h)dx 

+  (  j)V  *f'(*-:/iH  Q)\jm(^hH^ff  CtfF{x  —  \h)  +...., 
\  (5  )* D4\  ff"{x  -  )hj ,!x + (5) ViT J  *)+.-.- : 
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und  reducirt  man  es,  so  ist: 

A»2Wr)  =fJTftx  -  \h)dx*  +  (ff(C*  +  D2)  ffa-Mx 

+  (f )  V*  +  CtD*  +  Djf'ix-ih) 

iv wir  so  schreiben  «vollen: 

(10)  {         4  ^ 

+ QJ  ej'(x  -  ih) + Qy  £,n*  -  i*>+ •  •  •  • 

Die  Zahlen  Et,  £4>       —  haben  folgende  Bedeutungen: 

(11)  < 


und  erscheinen  am  h,  wenn  man  die  Gleichungen  (4)  und  (7)  mit 
einander  multiplicirt ;  denn  es  ist: 

(12)         x*c<  sec  3.r  =  1  —  E2a;*  +  E4x*  -  E6x*  + . . . . 

Bemerkt  man,  dass 

(13) 

3       3sinjr— s'mZx    a:*  33-3        3»-3  ,  jry  3y— 3 
8,0  x-  4         ~  3!     4    ~5!    4   +7!  ~~4 

folglich 

4a:» 


a;8cosec5j:= 


x  .    gl    —  x     5j  71  '••*• 


ist,  so  hat  man  durch  Gleichstellung  dieses  Ausdruckes  mit  dem 
in  (12)  angegebeuen: 
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4 

33  _  3  30  _  3  37^3  —  1  —E%xl\Etpc*—EiX*+ 

woraus  folgende,  den  Gleichungen  (3)  und  (9)  analoge  Gleichun- 
gen folgen: 

,  ^4  ,  1  +  3»        1+3«  + 3«  n 
(14)  l  3!  +    5!    £>2+  7! 

3!+~5!  £*  +  ff  E*  +  91  =  0' 


Setzt  man  diese  Analyse  fort,  so  findet  man  gauz 

(15)  |  I  (5)^4 f{"~*]f{x-\h)dx-* 

//1V1         /*(«— 6)  »1 

+ (2  j  ^  y     -  2  /|>  <**-•+.». 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  das  erste,  nullte  und  —  rte  Integral 
definirt  wird  durch  die  Gleichungen: 

/(!)  n  n 

fix-  ^h)dx*=ff{x-  \h)dx, 

ftx-^h)dx«=,ftx-\h)t 

f{'%  - 1  k)dx-r=fto  (x  -  \k) ; 

ferner  dass  M2,  M±t  M6i....  dieselben  Zahlen  sind,  die  in  der 
Reihe 

(16)  *»cosec»r  =  1  -  M2x*  +  M4x*  —  M6x«  +  ...., 
oder,  was  eigentlich  dasselbe  ist,  in  der  Reihe 

cosec  »x — x~*  —  Ä/aar-«+a  +  M^x-*±*  —  Mtx~n+*  -f .... 
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auftreten;  endlich  dass  der  zweite  Theil  der  Gleichung  (15)  noch 
io  completiren  ist  durch  das  Polynom 

«  +  ß>z  +  Y*2  +  ....+  Jfcr»-1 , 

unter  er,  ß,  y,       x  constante  Zahlen  verstanden,  oder  solche 

periodische  Functionen  von  x,  die  ungeändert  bleiben,  wenn  x  um 
h  nächst. 


Untersuchen  wir  nun,  ob  diese  Gesetzmässigkeit  sich  auch 
auf  die,  der  Summenrechnung  inverse  Rechnungsart,  nämlich  die 
Differenzen-  Rechnung,  ausdehnen  lässt.    Wir  haben: 

^/t*)  =  /(*  +  A)-/W. 
und  stellt  man  diess  auf  folgende  Weise  dar: 

so  hat  man,  es  entwickelnd: 

4w=*  |ir(»tf)+ig)>(.+})+i(iy  r*+\)+~\ 

oder 

(17) 

Die  Coeflicienten  der  einzelnen  Glieder  dieses  Ausdrucks  sind, 
aligesehen  vom  Zeichen,  die  in  der  Reihe  für  sinx  erscheinen- 
den, denn  man  hat: 

j»8      ^6  jp7 

(18)  sin  x  =  x  —  2j  +  -g|  —  i=tj  -f . . . . 

Nimmt  man  von  beiden  Seiten  der  Gleichung  (17)  die  endlichen 
Differenzen  und  dividirt  zu  gleicher  Zeit  durch  h,  so  hat  man: 

Jedes  einzelne  Glied  dieser  Entwickelung  lässt  sich  nach  (17) 
behandeln;  thut  man  diess,  so  erhalt  man: 


I  /Ii 

5! 
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A«"     '  ^  +  «) 

+  3  G)  >"r<*  +  *>  4  (t)'  /""<*  +  *>  +f!  (ff  f'"<*  +  A>  + 
+  5!(*)V"(^  +  /')+3;®V"(^  +  A)  l-g  ({)>""(*  +  *)  +••••] 
(?i)4[  /p"(*+*)+a(ä)V,",(*+*)+-] 

+  /""'(*+/,)»,...] 

+  

und  diess  gibt  redueirt: 

(19) 

=/•(*+*>+!  (5)V(*+*)+(5)*  (l+i)  /•"<*+*> 

+      (?s  +  äli)        +*)  +  - 

Die  hier  auftretenden  Coelücienten,  nämlich: 

1        2        2  4-    1  2  4-  1 

erscheinen  auch,  wenn  man  die  Gleichung  (18)  quadrirt;  e«  ist 
nämlich : 

2        /2      1  \         /2      2  \ 
«in  V  =  **-  gÄ4  i  ^  -f  .^^6  +  m)  x9  f  .    . , 

»der  vermöge  der  Gleichung  (8): 

,inlr_.  |(2fL2    (2*)*    (2*)«    (2*)»  j 
am»*-,  j-gj-  4S-  +  -gf  «-+••••{• 


So  fortfahrend,  Gndet  man  ganz  allgemein: 

(20) 


+(5)vi/w-«)(»t5*)+ ..... 
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wo  iV2,  iV4,  iVö,....  die  in  der  Gleichung 
(21)      sin  «  r  =  x»  -  A^r»**  +  iV4.r«  f  +  —  iVfl:r*+6  +  . . . . 

auftretenden  Coefficienten  sind. 

Vergleicht  man  nun  die  beiden  Gleichungen  (15)  und  (20),  so 
sieht  man,  dass  man  sehr  leicht  aus  der  einen  von  ihnen  die  an 
dere  ableiten  kann;   man  hat  nur  nüthig,  statt  n,  — n  zu  setzen, 
wodurch  sich  zu  gleicher  Zeit  von  selbst  die  Coefficienten  jt/.z, 
J/4,  J/6,....,  welche  der  Reihe  für  cosec  nx  angehören,  in  iVa, 

iV4,  N6,        umwandeln,  welche  der  Reihe  für  sin  n.r  entsprechen ; 

und  ebenso  auch  umgekehrt  verwandeln  sieb  iV2,  iV4,  N6 , —  in 


Wenden  wir  nun  unsere  gewonnenen  Formeln  auf  einige  ein- 
fache Beispiele  an.    Es  sei 

I.  /*(*)  =  , 

folglich 

/(«)  a,m+" 

tl*)dx«-*=  tstst^v' 

JV). 

Diese  Gleichungen  sind  wahr,  so  lange  keiner  der  auf  der  rech- 
ten Seite  stehenden  Brüche  unendlich  ist;  schlirsst  man  daher 
diejenigen  Falle  aus,  wo  einer  der  genannten  Brache  unendlich 
ist,  so  hat  man: 
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und  hieraus  folgt  für  ein  gerades  m-j-n: 

htt£axm  —  9>(j;2— nhx+p), 
und  fiir  ein  ungerades  m  -f  n  i 

unter  p  eine  ganz  beliebige  constante  Zahl  verstanden. 
Da  ferner: 


/■c+4)(a;)  =  („  +  4)!^^4), 


ist,  so  hat  man 

(23) 


dl 
h 


'f=»lG)  (*+ 3*)— + ®'(» t2)!(„;2)^+?/t)— ■ 

+ (0* (w + 4)!  (» + 4)  ^*  + i  ä> — • 
+®°(»+e)!(,;;6)  *,(*+ih) — •+.... 

Ist  daher  wi—  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

— ^ —  =  q>(x2  -f  nhx  +  p)  5 
ist  hingegen  m—n  eine  ungerade  Zahl,  so  hat  man: 
-j—  =  (  *  +  i  h)  tK*2  +  » Aar  +  p). 


Es  sei 

II.  /fcr)  =  logar, 

so  ist: 
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(_  !)«+!(„_  l)f 


/<■>(*>  = 


folglich : 


nf2 


Diese  Formel  setzt  offenbar  ein  positives  n  voraus;  ist  dieses 
zugleich  gerade,  so  ist 

uod  ist  n  ungerade,  so  hat  man: 
dn .  1  o  <z  .r  n 

 ^T~= (x  +  2  A)        +  nhx  +  />). 
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XI. 

Uebungsaufgaben  fiir  Schuler. 


Von  Herrn  Doctnr  Oskar  Werner  zu  Dresden. 

ttezeit-hnet  man  die  Seiten  eines  Sehnenvierecks  der  Ordnung 
nacli  durch  «,  b,  c,  d  und  die  Gerade,  «eiche  die  Mittelpunkte 
seiner  Diagonalen  verbindet,  durch  e,  so  ist  zu  beweisen,  dass 

ei  —  6(1  ("*  "       +  ac  ib%  ~  </2)a 
~~      4  (ab  +  cd)  (ad  -|-  bc) 

Im  Falle  b  =       erhalt  man 

«  =  •(«— <*)• 

d.  it.  in  einem  symmetrischen  Trapez  ist  die  Entfernung  der  Mit- 
telpunkte der  Diagonalen  dem  halben  Unterschiede  der  parallelen 
Seiten  gleich. 


Man  soll  beweinen,  das* 

x<p{s\i\x,  cos.T2)&r  =  2    /      tp{»\nx,  cosj*a)8.r- 


Aufgabe  über  eine  gewisse  Art  von  Summenreihen. 
Sind 

«Q>        «i  t        02»  °*» 

Äff0*  ,   5«x» 

♦  SPfii »  «S2^ ,  . . . .  S^cti , 
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Reihen,  welche  in  einem  solchen  Zusammenhange  unter  einander 
stehen,  dass  die  auf  einander  folgenden  Glieder  jeder  Horizontal- 
reihe aus  denen  der  nächstvorhergchenden  gebildet  werden,  indem 
mau  in  dieser  das  erste  Glied,  dann  die  Summe  der  zwei  ersten, 
hierauf  die  Summe  der  drei  ersten  Glieder  u.  s.  w.  bildet,  so  dass 

Sna0=*Sn-,<i0, 


I 


so  «oll  man  beweisen,  dass 

wohei  das  Zeichen  durch  die  Gleichungen 

deßnirt  ist. 

Nimmt  man  z.  B. 

•=(;)-  *<rv>  -=cr)  -er) 

und  entwickelt  mit  Hülfe  der  Formel 

(;)+ct')+ct2)+ ....♦er)-*-*»- 

die  8uccessiven  Summenreihen,  so  erhält  man 
und  folglich  nach  obiger  Formel: 

C*:*')-C*:",)G)+Ci-T,)Cti) 

♦Ctn*)en+-~+e;')en 
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XII. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Von  Herrn  Joh.   Bapt.  Sturm,    geprüftem  Lehramt* -Candidaten  zu 

Rotten  bürg  in  Niederhalen!. 

I. 

Einfache  Beweise  zweier  Sätze  von  der  körperlichen  Ecke. 

• 

Sei  O  eine  körperliche  Ecke  und  OO'  irgend  eine  Linie,  welche 
ganz  innerhalb  der  Seitenwände  derselben  fallt.  Wird  durch  den 
Punkt  O'  eine  Ebene  gezogen,  auf  welcher  OO'  senkrecht  ist,  so 
wird  sie  die  Kanten  in  den  Punkten  A,  B,  C...  schneiden,  welche 
dann  das  Vieleck  ABC...  bilden.  Zieht  man  in  diesem  Vielecke 
die  Linien  AO' ,  BO',  CO'....,  so  erhält  man  auf  der  Stelle  fol- 
gende Sätze:  ^ 

Z.AO'B*>^AOBf 
^BO'O^BOC, 

^CO'D>Z.COD, 

....... 

Addirt  man  schliesslich  auf  beiden  Seiten,  so  gelangt  man  augen- 
blicklich zu  dem  Satze,  dass  die  Kantenwinkel  einer  kör- 
perlichen Ecke  kleiner  als  vier  rechte  Winkel  sind. 

Eben  so  leicht  erhellt,  dass  die  Winkel ,  welche  zwei  Seiten- 
wände  mit  einander  bilden,  beziehlich  immer  grosser  sind,  als 
die  entsprechenden  inneren  Winkel  des  Vieleckes  ABC....  In 
jeder  körperlichen  Ecke  ist  also  die  Summe  der  Neigungs- 
winkel der  Seitenwände  grösser  als  (n — 2). 212,  wenn  it 
die  Anzahl  der  Seitenwände  ausdruckt. 


tized  by  Google 


ilisceilen.  113 
II. 

Einfache  Ableitung  der  Ausdrücke  für  die  Sinusse  und  Cosi- 
nusse der  halben  Winkel  eines  Dreieckes. 

Zuerst  werde  das  rechtwinklige,  dann  das  gleichschenklige 
Dreieck  betrachtet  Von  da  gehe  man  über  zu  dem  ungleicbsei* 
tigen  Dreiecke.  Verlängert  man  in  diesem  z.  ß.  eine  Seite  AB 
über  B  hinaus  nach  I),  so  dass  BD=BC  wird,  und  zieht  dann 
DC,  so  ist  für  das  Dreieck  ADC: 

AC*=AD*  +  aP—ZAD.CD.coswiB. 

Es  ist  aber 

AD  =  AB  +  BC 

and 

CD=2BC.cos\niB, 

sonach : 

AC*=(AB+BC)* -4(AB  +  BC).BC.co8\n\B* 

+  4/?C*.cosiniß* 

oder 

AC*  =  (AB+  BC)*-4AB.BC.co8\n\B2, 
AC*=(AB-BC)*  +  4AB.BC.8\oiB*, 
womit  das  Verlangte  geleistet  ist.- 


III. 

Zur  Auflösung  der  quadratischen  und  kubischen  Gleichungen. 
Sei 

a?  +  Px—Q 

irgend  eine  quadratische  Gleichung,  so  kann  diese  auch  so  ge- 
schrieben werden: 

Da  nun  bekanntlich 

Theil  XXIV.  » 
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ist,  *o  ist  auch: 

wodurch  die  Auflösung  gegeben  ist. 

Die  in  diesem  Archiv  mitgetheilte  Auflösung  der  kubischen 
Gleichungen  von  Horm  Cocklc  ist  nicht  neu;  die  Priorität  der 
Erfindung  gehört  einem  Deutschen,  nämlich  Hulbe,  welcher  be- 
reits schon  am  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  in  seinen,  Käst- 
ner gewidmeten  •„ Analytischen  Entdeckungen"  die  kubischen 
Gleichungen  dadurch  zu  lösen  gesucht  hat,  dass  er  sie  durch  die 

Substitution  ar  =  a  +  -  auf  die  Form: 

V 

brachte,  was,  wie  der  Sachkenner  auf  der  Stelle  sieht,  mit  der 
Co  ekle*  sehen  Auflösung  zusammenfällt. 


IV. 

Beweis  des  bekannten  Eu ler' sehen  Satzes  von  den  Polyedern. 

Man  denke  sich  in   einer  beliebigen  Entfernung  von  einem 
Polyeder  eine  Ebene  und  durch  die  Ecken  desselben  Parallellinien 
gezogen,  so  werden  diese,  gehörig  verlängert,  auf  jener  ein  System 
von  Punkten  bilden,   von  denen  die  einen  äussere,  die  andern 
innere  genannt  werden  sollen.    Aeussere  nennen  wir  jene, 
welche  sich  durch  Linien  so  zu  einem  Vielecke  verbinden  lassen, 
dass  alle  übrigen  innerhalb  des  Umfanges  dieses  Vieleckes  lie- 
gen, die  daher  im  Gegensatze  zu  jenen  innere  genannt  werden. 
Dem  Umfange  dieses  Polygons,  das  hier  auch  äusseres  betitelt 
wird,   entspricht  ein  zusammenhängender  Zug  von  Kanten  des 
Polyeders,  durch  welchen  seine  Oberfläche  in  zwei  Theile  gelheilt 
wird.    Betrachten  wir  zuvörderst  den  einen  Theil,  respective  die 
den  Ecken  dieses  Theiles  entsprechenden  Punkte  auf  der  in  Rede 
stehenden  Ebene  und  ihre  Verbindung  durch  Linien,  entsprechend 
den  Kanten  dieses  Polyedertheiles.    Die  Verbindung  der  äusse- 
ren Punkte  gibt,  wie  schon  bemerkt,  das  äussere  Vieleck;  die 
besagte  Verbindung  der  innern  Punkte  aber  eine  Reibe  inne- 
rer Vielecke,  welche  den  Vielecken  der  Oberfläche  des  fraglichen 
Polyedertheiles  entsprechen. 

Sei  nun  die  Anzahl  der  äusseren  Punkte  =E;  die  Anzahl 
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der  inneren  =«/;  da  im  Allgemeinen  die  inneren  Vielecke  au« 
Dreiecken,  Vierecken  etc.  »Ecken  bestehen,  so  sei  die  Summe 
aller  dieser  Dreiecke,  Vierecke  etc.  «Ecke  beziehlicb  F3,  F4, ....  Fn. 
Die  Summe  aller  Winkel  dieser  innern  Vielecke  ist  bekanntlich 
ausgedrückt  durch: 

2/i.(F3  +  2F4  r3F»+....  («-2)F«); 

dieselbe  Summe  kann  aber,  wie  man  sich  selbst  ohne  viele  Mühe 
überzeugen  kann,  auch  dargestellt  werden  durch  den  Ausdruck: 

(F— 2).2ß  +  y.4K; 

es  ist  also: 

(F-2).2ß  +  J.4/f  =  2Ä  (F3  +  2^4  +  3F*+  .  ..+(n-2)F«) 
oder 

(1)  F- 2  +  2J=  F3  +  2F4  +  3F*  +      +  (71  -2)  F". 

Bezeichnen  für  den  zweiten  Polyedertheil  J'  und  Fi3,  Fi4,  Ft 
....Fi"  bezichlich  dasselbe,  was  J  und  F3,  F4,  F6,....F"  für  den 
ersten,  so  gilt  auch  für  diesen  die  (Gleichung: 

(2)  F-2  f27,  =  F13  +  2F14  +  3F1*f  ....  +  („-2)Fi» 

Addirt  man  die  Gleichungen  (I)  und  (2),  so  erhalt  man  als  Resultat: 

2(F  f       J')-4  =  F3  +  F,3  F2(F4  +  F14)  +  ....  +  (i*-2)(F»  +  Fl"). 

Nun  ist  aber,  wie  sogleich  erhellt,  durch  E  +  J -{■  J'  die 
Anzahl  der  Ecken  des  Polyeders,  durch  F3+F,3,  F*+h\\  ..  t  »+Fx* 
beziehlich  die  Anzahl  der  Dreiecke,  Vierecke,  ....nEcke  ausge- 
druckt, aus  denen  die  Oberfläche  des  Polyeders  besteht.  Bezeich- 
nen  wir  demnach  die  Summe  der  Ecken  eines  Polyeders  durch  JE, 
die  Summen  der  Dreiecke,  Vierecke,  .  ...7<Ecke,  welche  die  Ober- 
fläche des  Polyeders  in  sich  bescbliesst,  durch  F3,  F4  F», 

so  gilt  die  Relation: 

» 

(3)  2  (£—•■!)  =  F3  +  2F4  +  3F3  +  . .. .  +  (n  -  2)  F». 

Zu  dieser  Relation  gelangt  man  —  im  Vorübergehen  sei  es 
bemerkt  —  auch  dadurch,  wenn  man  innerhalb  der  Polyederober- 
fläche einen  Punkt  als  Mittelpunkt  einer  Kugel  so  annimmt,  dass 
ihre  Oberfläche  entweder  ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb  der 
Oberfläche  des  Polyeders  fallt.  Durch  alle  Ecken  des  Polyeders 
gezogene  Radien  der  Kugel  werden  auf  ihrer  Oberfläche  ein  System 
Ton  sphärischen  Vielecken  bezeichnen.  Der  Inhalt  eines  jeden 
sphärischen  Vieleckes  ist  aber  durch  seine  Winkel  gegeben;  die 
Summe  der  Inhalte  aller  dieser  sphärischen  Vielecke  ist  aber  der 
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Oberfläche  der  Kugel  gleich,  und  eben  au«  dieser  Gleichung  re- 
sultirt  die  Gleichung  (3),  was  Jeder  selbst  leicht  weiter  ausfüh- 
ren kann. 

Die  Gleichung  (3)  lässt  aber  norh  eine  »vichtige  Umformung  zu. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  einzelnen  Vielecke  der  Oberfläche 
des  Polyeders  abgesondert  von  den  übrigen,  so  wird  durch  den 
Ausdruck: 

die  Anzahl  aller  Seiten  dieser  Vielecke  bestimmt,  jedoch,  wie 
schon  bemerkt,  nur  unter  der  obigen  Voraussetzung.  Sind  nun 
diese  Vielecke  auf  der  Oberfläche  des  Polyeders  so  zu  einander 
verbunden,  dass  zwei  Vielecke  immer  eine  Kante  gemeinschaft- 
lich haben,  so  ist,  wenn  K  die  Anzahl  der  Kanten  des  Polyeders 
bezeichnet,  offenbar: 

(4)  3F»  +  4F4  +  5F*  + . . . .  +  nF« = 2tf. 

Verbindet  man  nun  die  Gleichungen  (3)  und  (4),  so  erhält  man : 

(5)  2  (£—2)  =2Af— 2(F8+  F4+ FÄ  + ....  +  F"). 

Die  Summe  F*  +  F*  + F6  + ....  +  Fn  druckt  aber  nichts  ande- 
res aus,  als  die  Anzahl  der  Flächen  des  Polyeders;  bezeichnet 
man  diese  schlechtweg  durch  F,  so  geht  die  Gleichung  (5)  über 
in  die  Gleichung: 

2(F-2)  =  2tf— 2F 

oder 

(6)  E  +  F=K  +  *. 

i.  q.  e.  d. 


V. 

Ueber  den  Satz  von  der  Gleichheit  der  Pyramiden. 

Es  ist  mir  gelungen,  den  G er wien* sehen  Beweis  der  Gleich- 
heit der  Dreiecke  auch  auf  die  dreiseitigen  Pyramiden  auszudeh- 
nen, und  ich  glaube,  den  Lesern  des  Archivs  keinen  unangenehmen 
Dienst  zu  erweisen,  wenn  ich  davon  Mittheilung  mache. 

Indem  O,  A,  B,  C  die  Fcken  einer  dreiseitigen  Pyramide 
vorstellen,  seien  die  Mitten  der  sechs  Kanten  OA,  OB,  OC, 
AB,  AC,  BC  beziehlich  J/1,  M*,  M3,  M*,  J/a,  M*.  Legt  man 
durch  je  drei  dieser  Mitten,  nämlich  durch  üf1,  M*,  A#s;  Ml,  J/4,  Mh\ 
M2,  AM,  M6;   jV3,          /W«  Ebenen,   so  ist  ohne  viele  Mühe 
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klar,  dass  dadurch  4 congruente  dreiseitige  Pyramiden :  OMlM*M*, 
MlAM*Mb,  M*BM*M*,  M*CM*M*  entstehen.  Nimmt  man  in 
Gedanken  diese  4  Pyramiden  von  der  ursprünglichen  weg,  so 
bleibt  ein  Achtflächner  übrig,  welcher  aus  zwei  symmetrisch  lie- 
genden vierseitigen  Pyramiden  besteht.  Diese  beiden  Pyramiden 
sind  in  dem  durch  die  Punkte  Mlt  M*t  Mö,  JU*  bestimmten  Pa- 
rallelogramm als  ihrer  gemeinschaftlichen  Grundfläche  einander 
aufgesetzt,  und  haben  ihre  Spitzen  in  M*  und  M*.  Legt  man 
nun  durch  die  Punkte  O,  C  und  M*  ebenfalls  eine  Ebene,  so 
theilt  diese  die  Dreiecke  ABC  und  M*M*M*  durch  die  Schnitt- 
linien CM*  und  M*M7  (wo  M7  die  Mitte  von  MlM*  bezeichnet) 
in  gleiche  Hälften.  Die  nämliche  Schnittehene  theilt  ferner  auch 
den  in  Rede  stehenden  Achtflächner  in  zwei  symmetrisch  liegende 
Stücke.  Nun  kann  man  bekanntlich  symmetrische  Stücke  in  con- 
gruente  zerlegen,  und  sonach  ist  klar,  das«  die  beiden  Pyrami- 
den OACM*  und  OBCM*  in  congruente  Stücke  zerlegt  werden 
können,  wenn  das  Nämliche  auch  von  den  Pyramiden  gilt,  in 
welche  durch  die  Schnittebene  OCM*  die  beiden  Pyramiden 
OMW*M*  und  M*CM*M*  getheilt  werden.  Wir  sind  sofort 
gedrungen,  den  im  Vorigen  bei  der  Pyramide  OABC  angewen- 
deten Prozess  auch  auf  die  beiden  letztern  Pyramiden  auszudeh- 
nen, und  ihn  in's  Unendliche  fortzusetzen.  Geht  mau  dann  zu 
den  Gränzen  über,  so  gelangt  man  zur  Ueberzeugung ,  dass  die 
beiden  Pyramiden  OACM*  und  OBCM*  durch  die  Schnittebene 
OCM*  in  zwei  inhaltsgleiche  Theile  getheilt  werden,  indem  sie 
sieb  als  die  Gränzsummen  unendlich  vieler  congruenter  Pyramiden 
darstellen  lassen. 

Diesen  Satz  vorausgesetzt,  lässt  steh  nun  der  allgemeinere, 
dass  Pyramiden  von  gleichen  Grundflächen  und  gleichen  Höhen 
inhaltsgleich  seien,  leicht  beweisen.  Nach  der  Gerwien'schen 
Beweisführung  lassen  sich  nämlich  die  gleichen  Grundflächen  in 
congruente  Stücke  zerlegen.  Hat  man  also  zwei  dreiseitige  Pyra- 
miden von  congruenten  Grundflächen  und  gleichen  Höhen,  so 
setze  man  sie  in  ihren  Grundflächen  auf  einander  und  verbinde 
ihre  Spitzen  durch  eine  Gerade,  wodurch  dann  der  vorige  Satz 
zur  Anwendung  kommt,  wobei  ich  mich  jedoch  nicht  aufhalten  will, 
da  die  ganze  Beweisführung  der  G erw ien'schen  ganz  analog  ist. 

Man  ist  gewöhnlich  der  Ansicht,  dass  der  Gerwien'sche 
Reweis  keine  Ausdehnung  auf  den  Baum  zulasse;  das  Vorste- 
hende dürfte  vom  Gegentheile  zeugen.  Dass  aber  die  Anzahl  der 
congruenten  Stücke  keine  begränzte  ist  und  die  Gränzmethode 
nicht  umgangen  werden  kann,  liegt  in  der  Natur  des  Raumes, 
worüber  ich  mich  ein  anderes  Mal  weiter  auszulassen  gesonnen  bin. 
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Von  dem  Herausgeber. 

Jacob  Bernoiilli  theilt  (Opera.  Tom.  II.  p.  700.  Nr.  XXIV.) 
in  dem  Aufsätze: 

Analysis  et  Constructio  Problematis  Hugeniani: 
C  puncto  dato  rectam  educere  quae  datae  Farabolae 
ad  rectos  angulos  occurrat 

eine  Construction  der  Normalen  einer  Parabel,  die  von  einem 
gegebenen,  nicht  in,  sondern  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Pa- 
rabel liegenden  Punkte  ausgehen,  mit,  welche  ich  für  sehr  be- 
merkenswerth  halte,  die  aber  nicht  sehr  bekannt  zu  sein  scheint. 
Jacob  BernouMi  sagt  von  dieser  Construction:  „Cum  non 
constet,  utrum  Problematis  hujus  constructio  et  de- 
monstratio Huge niana  aliquando  lucera  viderit,  nee  si 
vidit,  omni  um  mauibus  teratur;  ideirco  lubet  hic  ex  po- 
liere, qualiter  existimemus  illam  a  subtilissimo  Viro 
olim  co  nein  na  tarn  fuisse.  **  Die  Liebhaber  der  Geometrie  der 
Alten  wissen,  wie  eifrig  sich  Apollonins  in  seinem  aus  77 
Sätzen  bestehenden  fünften  Buche  mit  dt?r  Construction  der  Nor- 
malen der  Kegelschnitte,  die  durch  gegebene,  nicht  in  den  Kegel- 
schnitten liegende  Punkte  sehen,  beschäftigt,  insbesondere  über 
die  Anzahl  der  in  jedem  Falle  möglichen  Normalen  eine  Unter- 
suchung, die  jedenfalls  zu  den  feinsten  Untersuchungen  der  alten 
Geometrie  überhaupt  gehört  und  den  srrössten  geometrischen  Scharf- 
sinn ihres  Urhebers  verrath ,  angestellt  hat.  Dass  aber  A  p  o  1 1  o  n  i u  s 
die  Normalen  selbst  zu  construiren  gelehrt  habe,  glaube  ich  nach  den 
mir  vorliegenden  Notizen  nicht,  kann  indess  darüber  jetzt  nicht 
mit  aller  Bestimmtheit  entscheiden,  da  mir  in  diesem  Augenblicke 
nur  die  vier  ersten,  in  der  Ursprache  vorhandenen  Bücher  in  der 
Uebersetzung  von  Barrow,  nicht  aber  auch  die  vier  letzten  nur 
in  arabischer  Uebersetzung,  in  der  jedoch  das  achte  fehlt,  vor- 
handenen Bücher  zu  Gebote  stehen.  Jedenfalls  ist  die  Construction 
für  die  Parabel  von  Htiygens,  welche  Jacob  Bernoulli  a.  a.  O. 
mittheilt,  sehr  bemerkenswert!! ,  und  da  sie  mir  nur  sehr  wenig 
bekannt  zu  sein  scheint,  so  will  ich  sie  im  Folgenden  in  der  Kürze 
entwickeln  und  mit  einem  Beweise  versehen ,  um  dadurch  viel- 
leicht dem  einen  oder  dem  andern  Leser  Veranlassung  zu  geben, 
diesem  beachtenswerten  Gegenstände  seine  weitere  Aufmerksam- 
keit zuzuwenden,  wobei  ich  auch  an  die  schöne  Abhandlung  von 
Ilerrn  Gerono  im  Archiv.  Thl.  VI.  S.  127.  Nr.  XX.  erinnere. 

In  Taf.  II.  Fig.  l26.  sei  PA Q  eine  Parabel,  deren  Scheitel  und 
Axe  A  und  Ali  sind;  den  Parameter  wollen  wir  durch  p  bezeich- 
nen. Der  gegebene  Punkt,  durch  welchen  oder  von  welchem  aus 
Normalen  au  die  Parabel  gezogen  werden  sollen ,  sei  jl/.  Die  von 
Huygens  gegebene  Construction  dieser  Normalen  ist  nun  folgende. 

Von  dem  gegebenen  Punkte  M  falle  man  auf  die  Axe  der 
Parabel  das  Perpendikel  MN,  mache  JSC  gleich  dem  halben  Pa- 
rameter der  Parabel,  halbire  AC  in  Z),  errichte  in  D  auf  AC  ein 
dem  vierten  Theile  von  MN  gleiches  Perpendikel  DE,  ziehe  EA 
oder  EC,  und  beschreibe  aus  E  als  Mittelpunkt  mit  EA  oder  EC 
als  Halbmesser  einen  Kreis,  welcher  die  Parabel,  ausser  natürlich 
in  A,  noch  in  den  drei  Punkten  F,  Fit  Fa  schneiden  mag.  Zieht 
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man  dann  von  F,  F, ,  F«  aus  nach  dem  gegebenen  Punkte  M  gerade 
Linien,  so  sind  diese  Linien  die  gesuchten  Normalen  der  Parabel. 

Die  Richtigkeit  dieser  bemerkenswerthen  Construction  kann 
auf  folgende  Art  bewiesen  werden,  wobei  wir  nur  den  Punkt  F 
betrachten  wollen,  da  sich  dann  die  Punkte  Fx  und  Fa  in  ganz 
ähnlicher  Weise  betrachten  lassen. 

Den  Parameter  der  gegebenen  Parabel  haben  wir  schon  durch 
p  bezeichnet;  als  gegebene  Linie  setze  man  ferner  AN  —  tt, 
MN=zb,  so  ist  nach  der  Construction 

RC=\p9    AC=a  +  ]p,    DE  =  \b;    AD=CD  =  ±a  +  \p. 

Also  ist  das  Quadrat  des  Hai Irm esse rs  des  beschriebenen  Kreises 

Setzen  wir  nun  AH=x,  F//=«  und  fällen  noch  von  E  auf  FH 
das  Perpendikel  EK,  so  erhellet  auf  der  Stelle  die  Nichtigkeit 
der  folgenden  Gleichung: 

(AH  -  AD)*  +  {FH-  DE)*  -  FF2=  AE2, 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

(x  -  \a-\p)*  +  (;/- 16)2=  (..„  +  {p)%  +  Ti^2, 

welche,  wenn  man  nach  gehöriger  Entwicklung  der  Quadrate 
authebt,  was  sich  aufheben  lässt,  leicht  auf  die  folgende  einfachere 
Form  gebracht  wird: 

*a  +  2/*  ~  («  +  =o. 
Wegen  der  Natur  der  Parabel  ist  aber: 

FW=p.AH,  y*=px,   x  =  yl% 

folglich,  wenn  man  diesen  letzteren  Ausdruck  von  x  in  die  vor- 
stehende Gleichung  einfuhrt: 

woraus  sich  nach  einigen  leichten  fteduetionen  die  Gleichung 

y*—p(a—\p)y— \bp2=0 
ergiebt.   Setzen  wir  nun  HG=u,  so  ist 

NG  =  AH+HG-AN=x  +  u-a, 
und  folglich,  weil  FHiMJS  '  =  HG-.NG  ist: 
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buz=y(^p  +  «  —  «)»    bpu=y\y*— p(a-u)\ 

oder 

y 8 — p{a  -  n)y  —  rtyw  =  0. 

Wir  haben  also  jetzt  die  zwei  folgenden  Gleichungen : 

y»— p(a  —  lp)y-l>p.ty  =  0, 
-p(a  —  u)y  —  bpu  =  0. 

Zieht  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  ab,  so  erhält  man: 

— kp)y  +p6(a-ip)=0 

oder 

py  (w—  \pV-pb  (u  —  £p)  =0, 


;.(y-.6)(tt-ip)  =  ü; 
folglich,  insofern  nicht  y  =  6  oder  « —  6  =  0  ist: 

« —  lpz=Q,  also  w 

d.  i.  HG  =  \p.  Weil  nun  nach  einer  bekannten,  auch  sehr  leicht 
ganz  elementar  zu  beweisenden  Eigenschaft  der  Parabel  die  Sub- 
normale immer  dem  halben  Parameter  gleich  ist,  so  steht  die  von 
F  aus  nach  M  gezogene  Linie  FJ\  in  F  senkrecht  auf  der  Para- 
bel oder  ist  die  Normale  derselben  in  dem  Punkte  Ft  wie  be- 
wiesen werden  sollte. 

Es  ist  klar,  dass  es  bei  dieser  Aufgabe  eigentlich  aufdieCon- 
struetion  der  Wurzeln  einer  euhischen  Gleichung  ankommt,  in 
welcher  Beziehung,  offenbar  mit  Rücksicht  darauf,  dass  dazu  be- 
kanntlich hauptsachlich  und  zunächst  die  Kegelschnitte  dienen, 
Huygens  nach  Jaco.b  Bernoulli's  Worten  die  folgende  beach- 
tenswert he  Bemerkung  macht:  „Quae  aequatio  cum  ad  pau- 
ciores  dimensiones  deprimi  non  possit  (quod  hic  abs- 
que  ulteriori  tentamine  ex  Kegulis  üudden.  12  et  14 
colügitur)  indicat  Problema  solidum  existere.  Jkt  quin 
In  quaestlonis  datis  IpM  ja  in  Parabola  includltur,  111a 
mediante,  eonntruetio  moli*  reetim  liacifl  et  rlreulo  ab- 
solvi  hoc  modo»«'  wo  nun  die  obige  Construction  selbst  folgt. 


Druckfehler. 

Im  Literarischen  Berichte  NC.  Theil  Will.  S.  10.  Z.  15.  u.  statt 
„Schonlein"  s.  ni.  ,.  Sch  ünbein." 

Tlicil  XXIII.  S.  387.  Z.  5.  V.  n.  *Utt  „A"  setze  man 
Theil  XX11I.  S.  423.  Z.  I.  v.o.  Matt  ,, bestimmen"  s.  m.  „ent- 
halten." 
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XIII. 

Ueber  eine  neue  bei  der  Ausführung  höherer  geodäti- 
scher Messungen  und  Rechnungen  in  Anwendung  zubrin- 
gende Methode. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Iii  der  Geodäsie  kann  man  von  drei  verschiedenen  Voraus* 
Setzungen  Ober  die  Gestalt  des  Erdkörpers  ausgehen.  Entweder 
kann  man  die  Oberfläche  desselben,  worunter  wir  als  die  eigent- 
liche, von  allen  Unebenheiten,  allen  Erhöhungen  und  Vertiefungen 
freie  Erdoberfläche  immer  die  Meeresfläche  verstehen,  als  eine 
Ebene,  als  eine  Kugelfläche  oder  als  die  Oberfläche  eines  durch 
Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entstandenen  Sphä- 
roids  betrachten.  Unter  der  ersten  Voraussetzung  sind  alle  Nor- 
malen der  Erdoberfläche  einander  parallel  und  ihr  gemeinschaft- 
licher Durchschnittspunkt  liegt,  so  zu  sagen,  im  Unendlichen; 
unter  der  zweiten  Voraussetzung  laufen  alle  Normalen  im  Mittel- 
punkte der  Erde  zusammen  und  coincidiren  mit  den  entsprechen- 
den Erdhalbmessern;  unter  der  dritten  Voraussetzung  schneiden 
sich  nicht  alle  Normalen  im  Mittelpunkte  der  Erde  und  coincidiren 
also  auch  nicht  mit  den  entsprechenden  Erdhalbmessern.  Man 
konnte,  jenachdem  man  die  erste,  zweite  oder  dritte  Voraussetzung 
zu  Grunde  legt,  drei  entsprechende  Theile  der  Geodäsie  von  ein- 
ander unterscheiden,  und  dieselben  beziehungsweise  mit  den  Nomen 
der  ebenen,  sphärischen  und  sphäroidischen  Geodäsie  belegen. 

Bei  dem  gegenwärtigen  Stande  unserer  Kenntnisse  von  der 
Gestalt  des  Erdkörpers  dürfen  die  beiden  ersten  Voraussetzungen 
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nur  als  näherungsweise  richtige  Annahmen  betrachtet  werden,  die 
desto  mehr  absolute  Richtigkeit  besitzen,  je  kleiner  die  zur  Be- 
trachtung kommenden  Theile  der  Oberfläche  der  Erde  im  Verhält- 
niss  zur  ganzen  Erdoberfläche  sind;  mit  völliger  geometrischer 
Scharfe  richtig  ist  nur  die  dritte  Voraussetzung,  so  weit  nämlich, 
wie  schon  erinnert,  unsere  jetzigen  Kenntnisse  von  der  Gestalt 
der  Erdoberfläche  reichen,  die  uns  bis  jetzt  wenigstens  noch  nicht 
berechtigen,  eine  Abweichung  derselben  von  der  Oberfläche  eines 
durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entstandenen 
Sphäroids  anzunehmen,  wenn  auch  allerdings  Andeutungen  einer 
solchen  Abweichung  hin  und  wieder  hervorgetreten  zu  sein  schei- 
nen. Wir  werden  daher  auch  in  dieser  Abhandlung,  die  nicht 
mit  den  beiden  ersten  Theilen  der  Geodäsie,  welche  als  längst 
vollständig  erledigt  und  zum  Abschluss  gebracht  befrachtet  wer- 
den können,  sondern  nur  mit  deren  drittem  Theile  sich  zu  be- 
schäftigen beabsichtigt,  immer  von  der  geometrischen  Voraus- 
setzung ausgehen,  dass  die  Oberfläche  der  Erde  durch  Umdrehung 
einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entstanden  sei.  Wir  sprechen 
diese  Voraussetzung  hier  um  so  bestimmter  und  entschiedener 
aus,  weil  die  vorliegende  Abhandlung  auch  in  mehreren  Punkten 
eine  kritische  Beleuchtung  der  in  der  sogenannten  höheren  Geo- 
däsie jetzt  grösstenteils  üblichen  Yerfahrungsarten ,  und  die  An- 
gabe neuer,  dieselben  vertretenden  Messung«-  und  Rcchnungs- 
Methoden  beabsichtigt,  welche,  geometrische  Genauigkeit  und 
Schärfe  in  allen  Beziehungen  erstrebend,  natürlich  und  vor  allen 
Dingen  auch  von  einer  klar  ausgesprochenen  bestimmten  geome- 
trischen Grundlage  ausgehen  müssen. 

Alle  Messuntren,  welche  bei  geodätischen  Operationen  aus- 
geführt werden,  sind  entweder  Winkermessungen  oder  Linienmes- 
sungen, und  die  ersteren  werden  bei  dem  gegenwärtigen  Stande 
der  Sache  wieder  entweder  in  Horizontalebenen  oder  in  Vertikal- 
ebenen ausgeführt  Wir  wollen  einmal  die  Messung  eines  Hori- 
tnntalwinkels  etwas  genauer  befrachten.  Zu  dem  Ende  seien 
A,  B,  C  drei  beliebige  Punkte  auf  der  Erde  in  beliebigen  Hohen 
oder  Tiefen  über  oder  unter  der  Meeresfläche  als  der  eigentlichen, 
von  allen  Unebenheiten,  allen  Erhöhungen  und  Vertiefungen  freien 
Erdoberfläche.  Soll  nun  der  an  dem  Punkte  A  als  seiner  Spitze 
Hegende  Horizontal winkel  zwischen  den  drei  Punkten  A,  ß,  C 
gemessen  werden ,  so  wird  nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  der 
Theodolit  über  dem  Punkte  A  so  aufgestellt,  dass  sein  Mittel- 
punkt in  der  dem  Punkte  A  entsprechenden  Normale  des  Erd- 
sphäroids  liegt;  hierauf  wird  die  Ebene  des  Theodoliten  in  eine 
genau  horizontale  Lage  gebracht,  d.  b.  gegen  die  dem  Punkte  A 
•ntspreebende  Normal«  des  Erdsphäroids  genau  senkrecht  gestellt. 
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sodann  mit  dem  Fernrohre  des  Theodoliten  nach  dem  Punkte  Bt 
ferner  auch  nach  dein  Punkte  C  visirt,  und  endlich  auf  dem 
Limbus  des  Horizontalkreises  des  Theodoliten  der  von  den  hori- 
zontalen Projectionen  der  Visirlinie  des  Fernrohrs  in  seinen  bei- 
den Lagen  eingeschlossene  Winkel,  welchen  wir  durch  B'A'C 
bezeichnen  wollen,  abgelesen,  worauf  die  Winkelmessung,  inso- 
fern es  sich  bloss  um  die  Messung  den  betreffenden  Horizontal- 
winkels bandelt,  auf  dem  Punkte  A  beendigt  ist. 

Fragen  wir  nun,  ob  der  gemessene  Winkel  B'A'C  sich  als 
ein  auf,  in  oder  an  der  Erde  vorkommender  Winkel  in  einem  ein- 
fachen, aber  viilli«»  bestimmten  und  deutlichen  Begriffe  nachweisen 
lässt,  so  übersehen  wir  auf  der  Stelle,  dass  dieser  Nachweis, 
wenn  man,  abgesehen  von  dem  Falle  der  gewöhnlichen  Fcldmess- 
kunst,  wo  die  Oberfläche  der  Erde  als  eine  Ebene  betrachtet 
wird,  die  Erdoberfläche  als  eine  Kugelfläche  betrachtet,  sogleich 
geführt  werden  kann,  indem  in  diesem  Falle  der  Winkel  B'A'C 
offenbar  der  Winkel  ist,  unter  welchem ,  wenn  wir  den  Mittelpunkt 
der  Erde  hier  und  im  Folgenden  immer  durch  O  bezeichnen,  die 
beiden  durch  A,  O,  B  und  A,  O,  C  gelegten  Ebenen  AOB  und 
AOC,  die  in  dem  Erdhnlbmesser  OA  sich  schneiden,  gegen  ein- 
ander geneigt  sind;  auch  sieht  man,  dass  es  unter  Voraussetzung 
der  kugelförmigen  Erde  in  Bezug  auf  die  Grosse  des  Winkels 
B'A'C  ganz  gleichgültig  ist,  in  welcher  Hohe  oder  Tiefe  die 
Punkte  A,  B,  C  Ober  oder  unter  der  Meeresfläche  liegen,  wenn 
nur  die  Lage  der  Erdhalbmcsser,  in  denen  diese  Punkte  liegen, 
keine  Veränderung  erleidet.  Betrachten  wir  aber  die  Meeresflache 
als  die  Oberfläche  eines  durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre 
kleine  Axe  entstandenen  Spharoids,  so  wGsste  ich  in  der  That 
nicht,  wie  ich  in  gleich  einfacher  und  bestimmter  Weise  auf,  In 
oder  an  der  Erde  einen  dem  durch  das  oben  angegebene  Verfah- 
ren gemessenen  Winkel  B'A'C  gleichen,  durch  diesen  Winkel 
gewissermaßen  vertretenen  Winkel  angeben  sollte,  wobei  zugleich 
auch  auf  der  Stelle  in  die  Augen  lallt,  dass  der  gemessene  Win- 
kel in  diesem  Falle  nicht  mehr  von  der  Hohe  oder  Tiefe  der 
Punkte  A,  B,  C  über  oder  unter  der  Meeresfläche  unabhängig 
Ist,  sondern  anders  ausfallen  wird,  wenn  diese  Hohen  oder  Tie- 
fen sich  ändern,  selbst  dann,  wenn  die  Normalen  des  Erdspbäroids, 
in  denen  jene  Punkte  liegen,  keine  Aenderung  erleiden,  was  da- 
her kommt,  dass  die  Normalen  des  Erdsphäroids  nicht  sümmtlicb 
in  dessen  Mittelpunkte  zusammenstossen. 

Die  vorher  beschriebene,  in  der  Geodäsie  jetzt  allgemein  ge- 
bräuchliche Art  der  Winkelmessung  in  der  Horizontalebene  hat 
wohl  jedenfalls  ihren  Grund  in  dem  Zwecke,  dessen  Erreichung 
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bisher  als  das  nächste  Ziel  aller  geodätischen  Messungen  und 
Rechnungen  bezeichnet  werden  kann.  Denkt  man  sich  nämlich 
durch  alle  Punkte  auf  der  Erde  Normalen  des  Erdsphäroids  gezo- 
gen, so  werden  die  Fusspunkte  dieser  Normalen,  d.  h.  deren 
Durchschnittspunkte  mit  der  Meeresfläcbe,  auf  der  letzteren  eine 
Art  von  Netz  bilden,  und  die  Bestimmung  der  gegenseitigen  Lage 
der  Punkte  dieses  Netzes  darf  wohl  als  der  nächste  und  erste 
Zweck  aller  bisherigen  geodätischen  Messungen  und  Rechnungen 
bezeichnet  werden,  wenn  auch  ausserdem  allerdings  noch  die  Be- 
stimmung der  verschiedenen  Höhen  oder  Tiefen  der  entsprechen- 
den Punkte  auf  der  Erde  über  oder  unter  der  Meeresfläche  eine 
besondere  Aufgabe  geodätischer  Operationen  ausmacht. 

Die  so  eben  angegebene  Auffassung  der  nächsten  Aufgabe  der 
höheren  Geodäsie,  die  eigentlich  wohl  ursprünglich  von  der  Kugel- 
form der  Erde  hergenommen  und  von  dieser  auf  das  Erdsphäroid 
übertragen  worden  ist,  wobei  wohl  auch  immer  die  Berücksichti- 
gung mit  maassgebend  war,  dass  man  kleine  Theile  der  Erdober- 
flache näherungsweise  als  Theile  einer  Kugelfläche  betrachten 
könne,  ist  nach  meiner  Meinung  auch  die  Veranlassung  zur  Ein- 
führung der  sogenannten  geodätischen  oder  kürzesten  Linien  und 
einer  nicht  geringen  Anzahl  verschiedenartiger,  dem  grösseren 
Theile  nach  den  höchsten  Partieen  der  Mathematik  angehörender 
Rechnungsmethoden  in  die  Geodäsie  gewesen,  wodurch  das  Stu- 
dium dieser  so  ungemein  wichtigen  Wissenschaft  gegenwärtig 
ziemlich  schwierig  gemacht,  das  erstrebte  Ziel  aber  doch  immer 
nur  annähernd  erreicht  wird,  was  aber  nach  meiner  Meinung  Alles 
seinen  hauptsächlichsten,  eigentlichen  und  letzten  Grund  hat  in 
dem  Mangel  eines  einfachen,  mit  vollständiger  Klarheit  und  Be- 
stimmtheit leicht  darlegbaren  Princips,  dessen  consequente  Durch- 
führung die  sphäroidisebe  Geodäsie  sich  zur  Aufgabe  macht,  welcher 
Mangel,  wie  es  mir  scheint,  am  Deutlichsten  und  Einfachsten 
nachgewiesen  wird  durch  die  vorher  besprochene  völlige  Unbe- 
stimmtheit des  mit  dem  in  einer  Horizontalebeoe  gemessenen 
Winkel  ß'A'C  zu  verbindenden  strengen  geometrischen  Begriffs, 
diesen  Winkel  aufgefasst  als  ein  auf,  in  oder  an  dem  Erdsphäroid 
sich  findendes  und  leicht  nachweisbares  Object,  wobei  ich  mich 
jetzt  nicht  einlasse  auf  leicht  vorher  zu  sehende  Einwürfe  gegen 
diese  Ansicht,  hergenommen  von  der  sehr  geringen  Abweichung 
der  Gestalt  der  Erde  von  der  Kugelgestalt,  und  deshalb  zulässi- 
gen Näherungen,  indem  ich  mich,  wie  schoo  öfter  erinnert,  bei 
allen  diesen  Betrachtungen  durchaus  nur  von  ganz  strengen  geo- 
metrischen Anschauungen  und  Auffassungen  leiten  lasse,  die  doch 
am  Ende  immer  am  Sichersten  und  auch  am  Einfachsten  das  er- 
strebte Ziel  erreichen  lassen. 
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Endlich  will  ich  mir  in  methodischer  Rücksicht  noch  tu  be- 
merken erlauben,  wie  es  mir  Oberhaupt  einer  guten  Methode  wenig 
zu  entsprechen  scheint,  dass  man  die  Messungen  und  Rechnun- 
gen der  sphäroidischen  Geodäsie  so  angeordnet  hat,  dass  man 
dabei  den  speciellen  Fall  der  sphärischen  Erdoberfläche  oder  der 
sphärischen  Geodäsie  zu  Grunde  legte,  und  die  in  diesem  Falle 
allerdings  in  aller  Strenge  gültigen  und  anwendbaren  Metboden 
auf  den  allgemeineren  Fall  der  ellipsoidischen  Erdoberfläche  Ober* 
trug,  indem  man  letztere,  namentlich  in,  verhältnissmässig  zur 
ganzen  Erdoberfläche,  kleineren  Theilen,  näherun^sweise  als  eine 
Kugelfläche  zu  betrachten,  sich  für  berechtigt  hielt.    Nach  meiner 
Meinung  müsste  man  vielmehr  gerade  umgekehrt  alle  Messungen 
und  Rechnungen  so  anordnen,  dass  dieselben  für  den  allgemein- 
sten Fall  der  ellipsoidischen  Erdoberfläche  in  völliger  Strenge 
anwendbar  sind,  und  dass  sich  von  denselben,  indem  man  einigen 
vorkommenden  Grössen  gewisse  bestimmte  oder  specielle  Werthe 
beilegt,  unmittelbar  in  aller  Strenge  zu  dem  specielleren  Falle  der 
sphärischen  Erdoberfläche,  von  diesem  Falle  aber  wieder  in  ähn- 
licher Weise  zu  dem  noch  specielleren  Falle  der  ebenen  Erdober- 
fläche ubergeben  lässt,  so  dass  also  diese  beiden  letzteren  Fälle 
unter  dem  ersten  allgemeinsten  Falle  subsuroirt  und  demselben 
untergeordnet  werden.    Nur  dieser  letztere  Weg  scheint  mir  einer 
wahrhaft  guten  und  richtigen  Metbode  zu  entsprechen.  Vielleicht 
giebt  man  mir  dies  in  theoretischer  Rücksicht  zu,  zieht  sich 
aber  zugleich,  wie  oft  in  Fällen  dieser  Art  geschieht,  hinter  das 
Bollwerk  der  Praxis  zurück,  indem  man,  nach  einer  bei  derglei- 
chen Dingen  sehr  gewöhnlichen  Redeweise,  zu  bemerken  beliebt, 
dass  das   erstere  Verfahren  praktischer  sei.    Wenn  ich  nun 
aber  auch  nicht  im  Entferntesten  den  praktischen  Gesichtspunkt 
geradezu  und  ganz  zu  verwerfen  geneigt  bin,  so  möchte  ich  doch 
auch  auf  der  anderen  Seite  die  Ansicht  festhatten,   dass  man, 
wenn  sich  Mittel  angeben  lassen,  die  es  möglich  machen ,  auch  in 
praktischer  Rucksiebt  den,  den  strengsten  theoretischen  Anfor- 
derungen entsprechenden  Weg  mit  hinreichender  Leichtigkeit  zu 
betreten,  die  selbst  in  mehreren  Beziehungen  den  früher  zu  ver- 
folgen gewohnten  Weg  weit  mehr  ebenen,  sich  wohl  entschliesseu 
müsste,  diesen  früheren  Weg  einstweilig  zu  verlassen  und  wenig- 
stens versuchsweise  die  neu  angelegte  Strasse  zu  betreten.  Frei- 
lich hat  die  neuere  Zeit  hinreichend  gezeigt  und  zeigt  es  leider 
noch  immer,   wie  schwer  es  gerade   in   der  Mathematik,  ja 
insbesondere  in  ihrem  am  Meisten  theoretischen  Theile,  der  so- 
genannten höheren  Analysis,  hält,  dass  neue,  bessere  und  stren- 
gere Methoden  sich  allgemein  Bahn  brechen  und  das  alte  bröck- 
liehe,  mit  Sprüngen  und  Rissen  allerwärt*  nur  zu  sehr  verunzieret 
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Gebäude  ganz  über  den  Haufen  werfen,  weshalb  am  so  weniger 
in  einer  vorzugsweise  praktischen  Wissenschaft  eine  ähnliche 
Wirkung  von  in  Vorschlag  gebrachten  neuen  Methoden  in  nach« 
eter  Zeit  erwartet  werden  darf,  wobei  sich  jedoch  auch  auf  der 
anderen  Seite  die  beruhigende  Ueberzeugong  aufdrangt,  dass,  so 
wie  im  Leben,  auch  in  der  Wissenschaft  das  wahrhaft  Gute  und 
Richtige  doch  am  Ende  die  Oberhand  und  bleibenden  Eingang 
gewinnt;  verdient  aber  das  Neue  die  beiden  letzten  Frädicate  in 
Wahrheit  nicht,  so  ist  es  naturlich  auch  nur  wünschenswert!), 
dass  das  Alte  seine  wohl  erworbenen  Rechte  behalte  und  be- 
haupte, wobei  denn  auch  noch  der  Vortheil  nicht  gering  anzu- 
schlagen ist ,  dass  durch  das  als  verfehlt  erkannte  Neue  die  Be- 
rechtigung des  Alten  und  Hergebrachten  auf  ferneres  Bestehen 
•ich  nur  noch  sicherer  und  bestimmter  herausstellte,  ein  Gesichts- 
punkt, der,  wie  immer  in  ähnlichen  Fallen,  auch  bei  der  Publicalion 
der  vorliegenden  Abhandlung  mich  leitet  und  mir  vorschwebt. 

Mir  scheint  es  nun,  dass  alle  bisher  gerügten  Mangel  der 
höheren  Geodäsie  sämmtlich  beseitigt  werden  können,  und  dass 
sich  dieser  schonen  Wissenschaft  eine  völlige  geometrische  Sirenge, 
verbunden  mit  der  grössten  Einfachheit  der  ganzen  wissenschaft- 
lichen Behandlung  und  aller  geodätischen  Rechnungen,  wobei 
selbst  ein  Eingehen  auf  die  sogenannte  höhere  Mathematik  fast 
ganz  unnöthig  gemacht  wird,  wenigstens  nur  auf  einige  der  ersten 
und  leichtesten  Grundichren  derselben  zurückgegangen  zu  werden 
braucht,  verleihen  Ihsst,  wenn  man  von  einer  von  der  bisherigen 
verschiedenen  Gruudausicht  bei  geodätischen  Arbeiten  ausgeht 
und  dann  natürlich  nach  dieser  neuen  Grundansicht  auch  alle  geo- 
dätischen Messungen  nnd  Rechnungen  modificirt,  kurz  und  gut, 
dass  man  der  ganzen  höheren  Geodäsie  eine  von  der  bisherigen 
verschiedene  Gestalt  giebt.  Je  mehr  ich  besorge,  dass  im  Obigen 
dem  Leser  noch  manche  Dunkelheit  über  das,  was  ich  eigentlich 
will  und  erstrebe,  geblichen  sein  mag,  wie  dies  in- der  Mathema- 
tik bei  ganz  allgemein  gehaltenen  Betrachtungen  Oberhaupt  nicht 
selten  der  Fall  ist:  desto  mehr  werde  ich  mich  bemühen,  im 
Folgenden  mit  aller  mir  zu  Gebote  stehenden  Deutlichkeit  meine 
Gedanken  Ober  eine  Umgestaltung  der  höheren  Geodäsie  in  prak- 
tischer und  theoretischer  Rücksicht  in's  Licht  zu  stellen ,  und  hoffe, 
dass  dann  alle  Dunkelheit,  welche  jetzt  vielleicht  noch  geblieben 
sein  dürfte,  beseitigt  werden  wird.  Auf  sofortige  allgemeine  Bei- 
stimmung der  Geodäten  rechne  ich,  wie  schon  erwähnt,  nicht  im 
Geringsten,  wohl  wissend,  wie  schwer  namentlich  bei  praktischen 
Geschäften  neue  Ansichten  sich  Bahn  zu  brechen  pflegen;  ich 
werde  zufrieden  sein,  wenn  man  zunächst  nur  aus  dem  Gesichts- 
punkte der  strengen  Theorie  meinen  Ansichten  und  Entwicklungen 
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einige  Gerechtigkeit  widerfahren  läs.st,  «verde  mich  abtr  »ehr 
freuen,  wenn  man  aoch  deren  praktische  Ausführung  für  eben 
so  leicht  möglich  halten  sollte,  wie  ich  selbst  zu  tbun  wohl  ge- 
neigt bin.  Sollten  auch  selbst  die  praktischen  Messoperationen 
nach  der  neuen  Weise  etwas  schwieriger  und  mit  mehr  Zeitauf- 
wand ausführbar  sein,  als  nach  der  bisher  gebräuchlichen,  so 
glanbe  ich  doch,  dass  diese  grossere  Schwierigkeit  durch  die 
strengere  Wissenschaftlichkeit  der  neuen  Methode,  durch  die  weit 
grössere  Einfachheit,  Leichtigkeit  und  fast  ganz  elementare  Natur  der 
auszuführenden  Rechnungen,  hinreichend  aufgewogen  werden  wird. 

Ich  gehe  jetzt  zu  der  Darlegung  meiner  Ansichten  Ober  eine 
neue  Gestaltung  der  höheren  Geodäsie  in  praktischer  und  theore- 
tischer Beziehung  selbst  über,  und  richte  nur  an  die  Leser  die- 
ser Abhandlung  noch  die  Bitte,  bei  der  Beurteilung  derselben 
vor  Augen  zu  behalten,  dass  hier  zunächst  nur  Vorschläge  zur 
Neugestaltung  und  Vereinfachung  einer  der  wichtigsten,  in  das 
Gebiet  der  Anwendung  der  Mathematik  gehörenden  Wissenschaf- 
ten und  Künste  zu  machen  beabsichtigt  wird,  wobei  Ich  mich 
wiederholt  der  Hoffnung  hingebe,  dass,  wenn  man  auch  vielleicht 
von  Seiten  der  mit  hinreichender  Leichtigkeit  und  Genauigkeit 
praktischen  Ausführbarkeit  der  gemachten  Vorschläge  einige  Be- 
denken erbeben  sollte,  doch  von  theoretischer  Seite,  auch  rück- 
sichtlich des  Interesses  mancher  der  im  Folgenden  vorkommenden 
Entwicklungen  an  sich,  und  der  ganzen  dieser  Abhandlung  zu 
Grunde  liegenden  theoretischen  Anschauungsweise,  Gerechtigkeit 
widerfahren  zu  lassen  wohl  geneigt  sein  wird. 


8  L 

Allen  unsereu  folgenden  Betrachtungen  liegt  die  Voraussetzung 
so  Grunde,  dass  die  Meeresfläche,  welche  wir  als  die  eigent- 
liche, von  allen  Unebenheiten,  allen  Erhöhungen  und  Vertiefun- 
gen, freie  Oberfläche  der  Erde  ansehen,  als  die  Oberfläche  eines 
durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entstandenen 
Spbäroids  betrachtet  werden  könne,  wobei  wir  jedoch  bemerken, 
dass  alles  Folgende,  wenigstens  im  Allgemeinen  und  im  Wesent- 
lichen und  natürlich  unter  gewissen  besonders  fest  zu  stellenden 
Modifikationen ,  auch  dann  noch  seine  Gültigkeit  behalten  wfirde, 
wenn  man  der  Meeresfläche  eine  andere  beliebige  Gestslt  beilegte, 
indem  man  dann  nur  fllr  die  im  Folgenden  in  Bezug  auf  das  Ellip- 
soid  vorkommenden  besonderen  Grossen  die  diesen  Grössen  bei 
der  anderen,  die  Meeresfläche  repräsentirenden  Fläche  entspre- 
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chenden  Grössen  zu  setzen  haben  wurde,  was  bloss  einige  spe- 
ciale, einer  besonderen  Schwierigkeit  wohl  in  keinem  Falle  un- 
terliegende Untersuchungen  über  diese  Fläche  mit  Hälfe  der 
bekannten  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geometrie  nothig 
machen  wurde. 

Von  der  Mecresfläche  unterscheiden  wir  von  nun  an  die  Erd- 
oberfläche im  eigentlichen  Sinne,  welcher  »vir  eine  regelmässige, 
auf  ein  bestimmtes  geometrisches  Entstehungsgesetz  zurückführ- 
bare  Gestalt  nicht  beilegen,  deren  Punkte  also  in  verschiedenen 
Hohen  oder  Tiefen  über  oder  unter  der  Meeresfläche  liegen  können. 

Der  Mittelpunkt  der  Erde,  den  wir  im  Folgenden  stets  mit  O 
bezeichnen  wollen,  ist  einerlei  mit  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse, 
durch  deren  Umdrehung  um  ihre  kleine  Axe  die  Meeresfläche 
entstanden  gedacht  wird. 

Die  kleine  Axe  der  durch  Umdrehung  um  diese  Axe  die  Mee- 
resfläche, oder  vielmehr  das  von  derselben  umschlossene  EUipsoid, 
erzeugenden  Eklipse  nennen  wir  die  Erdaxe,  und  die  auf  dersel- 
ben im  Mittelpunkte  der  Erde  senkrecht  stehende  Ebene,  oder 
auch  der  Kreis,  in  welchem  von  dieser  Ebene  die  Meeresfläche 
geschnitten  wird,  heisst  der  Erdäquator. 

Von  der  Ebene  des  Erdäquators  wird  der  unendliche  Raum 
in  zwei  Theile  getheilt,  welche  wir  die  beiden  Seiten  des  Erd- 
äquators, und  zwar  die  eine  dessen  positive,  die  andere  dessen 
negative  Seite  nennen  wollen,  wobei  es  an  sich  ganz  willkuhr- 
lieh  ist,  welche  Seite  wir  als  die  positive  und  welche  wir  als  die 
negative  annehmen,  indem  nur,  wenn  einmal  in  dieser  Beziehung 
ein  Beschluss  gefasst  worden  ist,  die  getroffene  Bestimmung  auch 
im  ganzen  Laufe  der  Untersuchung  stets  festgehalten  werden  muss. 

Die  beiden  Durchschnittspunkte  der  Erdaxe  mit  der  Meeres- 
fläche  heissen  die  Erdpole,  welche  fuglich  der  positive  und 
negative  Pol  genannt  werden  können,  jenachdem  sie  auf  der 
positiven  oder  negativen  Seite  des  Erdäquators  liegen,  und  der 
letztere  theilt  die  Meeresfläche  in  zwei  Hälften,  welche  wir  die 
positive  und  negative  Hälfte  nennen  wollen,  jenachdem  sie 
respective  den  positiven  oder  negativen  Erdpol  enthalten. 

Lassen  wir  von  der  Erdaxe  eine  Ebene  ausgehen,  welche  zu- 
gleich durch  einen  bestimmten  Punkt  der  Erdoberfläche  geht,  so 
wird  diese  Ebene  oder  auch  die  halbe  Ellipse,  in  welcher  von  der- 
selben die  Meeresfläche  geschnitten  wird,  der  Meridian  des  in 
Rede  stehenden  Punktes  auf  der  Erdoberfläche  genannt. 
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Zielen  wir  Ton  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  einem  belie- 
bigen Punkte  auf  der  Erdoberfläche  eine  gerade  Linie,  so  heisst 
der  90°  nicht  fibersteigende  Wiukel,  unter  welchem  diese  Linie 
gegen  die  Ebene  des  Erdftquators  geneigt  ist,  indem  man  diesen 
Winkel,  jenachdem  der  in  Rede  stehende  Punkt  auf  der  positiven 
oder  negativen  Seite  des  Erdäquators  liegt,  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachtet,  die  Breite  des  in  Rede  stehenden  Punktes 
auf  der  Erdoberfläche;  .der  90°  nicht  ubersteigende  Winkel  aber, 
unter  welchem  das  von  diesem  Punkte  auf  die,  der  Seite  des  Aeqoa» 
tors,  auf  welcher  der  Punkt  liegt,  entsprechende  Hälfte  der  Mee- 
resfläche gefällte  Perpendikel,  —  die  Normale  des  in  Redestehen- 
den Punktes  auf  der  Erdoberfläche,  —  indem  man  diesen  Winkel 
wieder  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem  der 
betreffende  Punkt  der  Erdoberfläche  auf  der  positiven  oder  nega- 
tiven Seite  des  Erdäquators  liegt,  gegen  die  Ebene  des  Erdäqua- 
tors geneigt  ist,  soll  im  Folgenden  stets  die  Pol  hohe  des  in 
Rede  stehenden  Punktes  der  Erdoberfläche  genannt  werden.  Der 
diesem  Punkte  der  Erdoberfläche  entsprechende  Erdhalbmesser 
endlich  soll  gemessen  oder  bestimmt  werden  durch  die  Entfernung 
des  Punktes,  in  welchem  die  von  dem  Mittelpunkte  der  Erdenach 
dem  in  Rede  stehenden  Punkte  der  Erdoberfläche  gezogene  gerade 
Linie  die  Meeresfläche  schneidet,  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde. 

W7enn  a  den  Halbmesser  des  Aequators,  b  die  halbe  Erdaxe 

bezeichnet,  so  wird  der  Bruch  oder  das  Verhältniss   die 

a 

Abplattung  der  Erde  genannt. 

§•  2. 

Um  den  Mittelpunkt  der  Erde  denken  wir  uns  nun  mit  beile- 
gend Halbmesser,  der  indess  grösserer  Einfachheit  wegen  der 
Längeneinheit  gleich  gesetzt  werden  mag,  eine  Kugelfläche  be- 
schrieben, welche  wir  im  Folgenden  die  P rojections- Kugel- 
fläch e  nennen  wollen. 

Ziehen  wir  dann  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  nach 
allen  Punkten  der  Erdoberfläche  gerade  Linien,  so  werden  diese 
geraden  Linien  sämmtlich  die  Projections- Kugelfläche  in  gewissen 
Punkten  schneiden,  welche  wir  im  Folgenden  die  Projectionen 
der  entsprechenden  Punkte  der  Erdoberfläche  auf  der  Projections- 
Kugelfläche  nennen  wollen. 

Denken  wir  uns  nun  ferner  diese  Projectionen  der  Punkte 
der  Erdoberfläche  auf  der  Projections-Kugelfläche  sämmtlich  durch 
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Bogen  grosster  Kreise  der  letzteren  unter  einander  verbunden, 

so  wird  auf  der  Projections-Kugelfläcbe  ein  Netz  entstehen,  wel- 
ches wir  das  Projections-Kugelnetz  der  Erdoberflache  oder 
eines  bestimmten  Theils  derselben  nennen  wollen;  und  die  Be- 
stimmung der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte  dieses 
Projections-Ku  gelnetzes  betrachten  und  bezeichnen 
wir  hier  als  die  erste  und  nächste  Aufgabe,  als  den 
ersten  und  nächsten  Zweck  aller  geodätischen  Mess- 
und  Rechnungs-Operationen. 

J.  3. 

Alle  das  Projections-Kugelnetz  bildenden  einzelnen  Theile 
desselben  sind  auf  der  Protections- Kugelflnche  liegende  sphärische 
Dreiecke,  und  da  nun  bekanntlich  ein  sphärisches  Dreieck  durch 
seine  drei  Winkel  rollkommen  bestimmt  wird,  so  wird  es,  um 
die  gegenseitige  Lage  aller  Punkte  des  Projections-  Kugelnetzes 
bestimmen  zu  können,  zunächst  lediglich  darauf  ankommen,  die 
snmmtlichen  Winkel  der  das  Projections  •  Kugelnetz  bildenden 
sphärischen  Dreiecke  mit  einem  geeigneten  Instrumente,  wozu 
wir  im  Folgenden  stets  den  Theodoliten  wählen  wollen,  zu  mes- 
sen; und  da  gerade  diese  Winkelinessung  das  Hauptmoment  der 
neuen  Methode  geodätischer  Messungen  und  Rechnungen,  welche 
wir  hier  darzulegen  beabsichtigen,  ausmacht,  so  wollen  wir  jetzt 
zunächst  die  Art  dieser  Winkelroessung,  insbesondere  auch  das 
dabei  nach  unserer  Meinung  am  besten  zu  befolgende  praktische 
Verfahren,  so  wie  die  Behufs  der  Ausführung  dieses  Verfahrens 
dem  Theodoliten  zu  gebenden  besonderen  Einrichtungen,  im  fol- 
genden Paragraphen  mit  aller  uns  möglichen  Deutlichkeit  aus 
einander  zu  setzen  und  zu  beschreiben  suchen. 

Es  seien  A,  Alt  A%  drei  beliebige  Punkte  auf  der  Erdober- 
fläche und  A' ,  Ay ',  Aj  deren  Projectionen  auf  der  Projections- 
Kugelflhche,  welche  die  Spitzen  des  auf  der  Projections  Kugelfläche 
liegenden  sphärischen  Dreiecks  A'AfA*  sind,  dessen  Winkel 
wir,  wie  gewohnlich  in  der  sphärischen  Trigonometrie,  bloss  durch 
die  Buchstaben  A\  At* ,  A%'  bezeichnen  werden. 

Um  nun  den  Winkel  A1  zu  messen,  stelle  man  den  Theodo- 
liten so  auf,  dass  sein  Mittelpunkt  mit  dem  Punkte  A  auf  der 
Erdoberfläche  so  genau  als  möglich  zusammenfällt;  und  wenn  dies 
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nicht  mit  absoluter  Genauigkeit  möglich  war,  wird  man  immer 
den  Mittelpunkt  des  Theodoliten  selbst  als  den  Punkt  A  zu  be- 
trachten und  alle  Messungen  und  Rechnungen  auf  denselben  zu 
beziehen  haben. 

Konnte  man  nun  ferner  der  Ebene  des  Limbus  des  Theodo- 
liten eine  solche  Lage  geben ,  dieselbe  so  um  den  Mittelpunkt  des  Theo- 
doliten drehen,  dass  diese  Ebene  auf  der  von  dem  Mittelpunkte  O 
der  Erde  nach  dem  Punkte  A  auf  der  Erdoberfläche  gezogenen 
geraden  Linie  OA  genau  senkrecht  stände,  so  wurde  es  offenbar 
sehr  leicht  sein,  den  Winkel  A'  mit  aller  erforderlichen  Genauig- 
keit zu  messen.  Man  brauchte  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  des 
Theodoliten  bloss  zuerst  etwa  auf  den  Punkt  Ax  auf  der  Erdober- 
fläche, dann  nach  dem  Punkte  A2  auf  der  Erdoberfläche  zu  rich- 
ten ,  und  auf  dein  Linibus  des  Theodoliten  den  Bogen  abzulesen, 
welcher  den  Winkel  nrisst,  den  die  Projcctioncn  der  Visirlinie 
des  Fernrohrs  in  seinen  beiden  Lagen  auf  der  Ebene  des  Limbus 
des  Theodoliten  mit  einander  einschliessen,  wobei  es  offenbar 
ganz  gleichgültig  ist,  in  welchen  Entfernungen  die  Punkte  Ax 
uud  A*  sich  von  dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  befinden,  wenn 
nur,  was  naturlich  vorausgesetzt  werden  mnss,  die  Lagen  der  von 
dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  den  Punkten  Ax  und  A%  gezo- 
genen geraden  Linien  sich  nicht  andern,  indem  die  Visirlinie  des 
nach  dem  Punkte  Ax  oder  A2  gerichteten  Fernrohrs  sich  augen- 
scheinlich immer  in  den  Ebenen  AOAx  oder  AOA±  bewegen  wird, 
wenn  man  das  in  allen  seinen  Theilen  naturlich  in  gewöhnlicher 
Weise  gehörig  berichtigte  Fernrohr  in  den,  seinen  beiden  in  Rede 
stehenden  Lagen  entsprechenden,  auf  der  Ebene  des  Limbus  des 
Theodoliten  senkrecht  oder  normal  stehenden  Ebenen,  es  in  be- 
kannter Weise  um  seine  der  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten 
parallele  Drehungsaxe  herum  drehend,  auf  und  nieder  bewegt 

Zugleich  gestattet  der  sogenannte  Höhenkreis  des  Theodoliten 
offenbar,  wenn  auch  nicht  eine  unmittelbare  Ablesung,  aber  doch 
eine  sehr  einfache  Bestimmung  aus  den  an  demselben  gemachten 
Ablesungen,  der  Winkel,  welche  die  von  dem  Mittelpunkte  des 
Theodoliten  oder  dem  Punkte  A  nach  den  Punkten  Ax  und  A2  auf 
der  Erdoberfläche  gerichteten  Linien  AAX  und  AA2  mit  der  von 
dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  dem  Punkte  A  gezogenen 
Linie  OA  einscbliesseo. 

Bei  der  vorhergehenden  Art  der  Winkelmessung,  welche  als 
der  eigentliche  Hauptpunkt  aller  in  dieser  Abhandlung  angesteil« 
ten  Betrachtungen  angesehen  werden  muss,  und  daher  einer  be- 
sonders sorgfältigen  Besprechung  bedarf,  kommt  nun,  wie  aus  dem 
Vorhergehenden  sich  von  selbst  ergiebt,  Alles  darauf  an,  ein 
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möglichst  einfaches,  mit  Sicherheit  und  Genauigkeit  ausführbare« 
Verfahren  anzugeben,  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten 
gegen  die  von  dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  dem  Mittel- 
punkte des  Theodoliten  oder  dem  Punkte  A  gezogene  gerade 
Linie  OA  genau  senkrecht  zu  stellen,  indem  die  hier  beschrie- 
bene Methode  der  Winkelmessung  von  der  jetzt  in  der  Geodäsie 
allgemein  gebräuchlichen,  und  dem  Falle  der  sphärischen  Meeres- 
fläche allerdings  ganz  entsprechenden,  für  den  Fall  der  ellip- 
soidischen  Meeresfläche  aber  nicht  mehr  passenden,  Methode 
der  Winkelmessuug  sich  einzig  und  allein  darin  unterschei- 
det, dass  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  nicht  gegen 
die  dem  Punkte  A  entsprechende  Normale  des  Erdsphäroids,  son- 
dern gegen  die  von  dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  dem  Punkte 
A  gezogene  Gerade  OA  senkrecht  gestellt  wird.  Im  folgenden 
Paragraphen  soll  nun  der  Versuch  gemacht  werden,  ein  den  in 
Rede  stehenden  Erfordernissen  mit  möglichster  Einfachheit  und 
Genauigkeit  entsprechendes  praktisches  Verfahren  anzugeben;  und 
davon,  ob  dieses  Verfahren  als  genügend  erkannt  wird,  oder  ob 
sich  dasselbe  wenigstens  noch  so  weit  vervollkommnen  lasst,  dass 
es  röcksichtlich  seiner  Einfachheit  und  Genauigkeit  allen  Anfor- 
derungen, die  man  an  ein  solches  Verfahren  zu  machen  berechtigt 
ist,  entspricht,  wird  es  lediglich  oder  wenigstens  hauptsäch- 
lich abhängen,  ob  die  in  dieser  Abhandlung  niedergelegten  Be- 
trachtungen eine  Umgestaltung  der  Geodäsie  herbeizuführen  geeignet 
sein  werden  oder  nicht;  dass  dieselben  mit  diesem  Verfahren  stehen 
und  fallen  werden,  bescheide  ich  mich  »gern,  zuzugeben,  indem 
nur  durch  die  Einführung  dieses  oder  eines  ähnlichen  Verfahrens 
nach  meiner  Meinung  allen  geodätischen  Rechnungen  eine  wesent- 
liche Vereinfachung  und  Erleichterung  zu  Theil  werden  kann. 
Natürlich  findet  dieses  Verfahren  nur  so  lange  Anwendung,  so 
lange  man  sich  vornimmt,  die  Meeresfläche  als  ellipsoidisch  zu 
betrachten,  und  macht  dem  gewöhnlichen  Verfahren  der  Winkel- 
messung, bei  welchem  man  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodo- 
liten gegen  die  Normale  senkrecht  stellt,  sogleich  wieder  Platz, 
wenn  man  die  Meeresfläche  als  sphärisch  betrachtet,  natürlich 
auch  mit  vollem  Rechte,  weil  unter  dieser  Voraussetzung  die  Nor- 
male eines  Punktes  der  Erdoberfläche  mit  der  von  dem  Mittel- 
punkte der  Erde  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Geraden  zusam- 
menfällt, oder  eigentlich  mit  dieser  Geraden  identisch  ist. 


§.  5. 

Um  die  Ebene  des  Linibus  des  Theodoliten  gegen  die  von 
dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  seinem  Mittelpunkte  oder  dem 
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Punkte  A  gezogene  gerade  Linie  OA  senkrecht  zu  stellen,  ver- 
fahre man  nach  den  folgenden  Regeln. 

I.  Man  gebe  dem  Theodoliten  eine  solche  Aufstel 
luDg,  das*  die  gerade  Linie,  welche  seinen  Mittelpunkt, 
mit  der  Axe  der  einen  Fussschraube  seines  Dreifusses 
verbindet,  genau  in  die  Ebene  des  Meridians  des  Punk- 
te* A  fällt. 

II.  Man  stelle  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodo- 
liten genau  horizontal,  d.  h.  senkrecht  gegen  die  Nor- 
male des  Punktes  A,  was  mittelst  des  Niveau  s  des 
Theodoliten  in  allgemein  bekannter  Weise  geschieht. 

III.  Endlich  gebe  man  durch  Drehung  der  in  I.  be- 
autzteii  Fussschraube  des  Dreifusses  des  Theodoliten, 
oderdurch  ein  anderes  geeignetes  Mittel,  der  Ebene 
seines  Limbus  eine  solche  Lage,  dass  die  nach  dem 
in  der  Hälfte  der  Meeresfläche,  in  welcher  man  sich 
auf  dem  Punkte  A  befindet,  liegenden  Erdpole  hin  lie- 
gende Hälfte  des  Limbus  sich  über  den  Horizont  des 
Punktes  A  erbebt,  und  gegen  den  letzteren  unter  einem, 
dem  von  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem 
Punkte  .d. gezogenen  geraden  Linie  und  der  Normale 
des  Punktes  A  eingeschlossenen  spitzen  Winkel  glei- 
chen Winkel  geneigt  ist. 

Dass  durch  dieses  Verfahren  der  beabsichtigte  Zweck  voll- 
ständig erreicht,  nämlich  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten 
gegen  die  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  A 
gezogene  gerade  Linie  senkrecht  gestellt  wird,  erhellet  auf  der 
Stelle  aus  den  einfachsten  geometrischen  Gründen,  und  bedarf 
einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht.  Es  fragt  sich  nur,  wie  und 
durch  tvelche  Mittel  allen  in  I.,  11.,  III.  an  den  Beobachter  ge- 
stellten Forderungen  entsprochen  werden  kann,  wenigstens  in  Be- 
lüg auf  I.  und  III.,  weil  bei  II.  schon  auf  den  Gebrauch  des 
Nireau's  hingewiesen  worden  ist,  und  ein  Jeder  weiss,  dass  mit 
dessen  Hülfe  der  Bedingung  in  II.  mit  der  grüssten  Genauigkeit 
genügt  werden  kann.  Wir  wenden  uns  daher  jetzt  sogleich  zu 
der  weiteren  Besprechung  von  1.  und  III.  in  den  beiden  folgenden 
Paragraphen. 

§.  6. 

Um  der  in  I.  an  den  Beobachter  gestellten  Forderung  genügen 
m  konneo,  scheint  mir  eine  mit  dem  Theodoliten  zu  verbindende 
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Boussole  mit  möglichst  genau  getheiltem  Lirobus  das  geeignetste 
Hulfsmittel  zu  sein,  wodurch  freilich  die  Vermeidung  aller  Eisen- 
th eile  an  dem  Theodoliten  nöthig  gemacht  wird,   der  aber,  wie 
es  mir  scheint,  wesentliche  technische  Schwierigkeiten  nicht  ent- 
gegen stehen,  da  schon  jetzt,  mit  Ausnahme  der  Schrauben,  nur 
wenige  Theile  des  Theodoliten  von  dem  in  Rede  stehenden  Metall 
verfertigt  zu  werden  pflegen,  und  nach  meiner  Erfahrung  auch 
Schrauben  von  Messing  oder  einem  ähnlichen  Metall,  wie  man  sie 
an  Boussolen,  Messtischen,  u.  s.  w.  antrifft,  wo  sie  Öfters  ziemlich 
viel  auszuhalten   haben,    grosse  Dauerhaftigkeit  besitzen.  Die 
Boussole  würde  auf  der  die  Nonien  tragenden  Kappe,  auf  welcher 
auch  die  Trager  des  Fernrohrs  befestigt  sind,   so  anzubringen 
sein,  dass  ihr  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  des  Theodoliten 
zusammenfällt,  und  der  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  des 
Limbus  der  Boussole  gehende  Durchmesser  dieses  Limbus  mit 
der  Visirlinie  des  vorher  in  allen  seinen  Theilen  auf  gewöhnliche 
Weise  sorgfältigst  berichtigten  Fernrohrs  des  Theodoliten  genau 
parallel  ist,  oder  eigentlich  in  die  Ebene  fallt,  welche  die  Visir- 
linie des  Fernrohrs  beschreibt ,  wenn  man  dasselbe  um  seine  der 
Ebene  des  Linibus  des  Theodoliten  parallele  Drehungsaxe  herum- 
dreht, und  muss,  um  diesem  Erfordernisse  genau  genfigen  zu 
können,  mit  den  nöthigen  Correctionsschrauben  versehen  sein, 
wobei  zugleich  die  Richtung  des  durch  den  Nullpunkt  der  Thei- 
lung des  Limbus  der  Boussole  gehenden  Durchmessers  des  letz- 
teren durch  ein  Paar  über  demselben  aufgestellte  Dioptern  bezeich- 
net oder  dargestellt  sein  muss,  was  gewiss  jeder  geschickte  Künstler 
mit  aller  erforderlichen  Genauigkeit  zu  erreichen  im  Stande  sein 
wird.    Auch  muss  an  dem  Theodoliten  selbst  eine  einfache  Marke 
angebracht  sein,  mit  deren  Hülfe  durch  geeignete  Drehung  der 
die  Nonien  und  das  Fetnrohr  tragenden  Kappe  die  Visirlinie  des 
in  allen  seinen  Theilen  gehörig  berichtigten  Fernrohrs,  und  nach 
dem  Vorhergehenden  also  auch  der  durch  den  Nullpunkt  der  Thei- 
lung des  Limbus  der  Boussole  gehende  Durchmesser  des  letzte- 
ren, in  eine  mit  der  den  Mittelpunkt  des  Theodoliten  und  die 
Axe   der  mehr  erwähnten  Fussschraube   verbindenden  geraden 
Linie  parallele  Lage  gebracht  werden  kann.    Ich  glaube  nicht, 
dass  der  Herstellung  aller  dieser  einfachen  Einrichtungen  irgend 
eine  technische  Schwierigkeit  entgegen  steht.    Ist  aber  allen  in 
Rede  stehenden  Erfordernissen  genügt,  so  erhellet  ganz  von  selbst, 
ohne  dass  hier  noch  eine  Erläuterung  nöthig  sein  sollte,  wie  man 
sich,  wenn  man  nur  noch  die  Abweichung  der  Magnet- 
nadel kennt,  der  beschriebenen  Einrichtungen  zu  bedienen  bat, 
um  der  in  J.  an  den  Beobachter  gestellten  Forderung  in  leichter 
praktischer  Weise  genügen  zu  können. 
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Es  ist  daher  jetzt  nur  noch  zu  zeigen,  wie  man  mittelst  des 
vorher  beschriebenen  Instruments  selbst  sich  die  erforderliche 
Kenntnis«  der  Abweichung  der  Magnetnadel,  die  wegen  ihrer 
Veränderlichkeit  wahrend  einer  geodätischen  Messung  öfter,  über- 
haupt so  oft  als  es  die  Umstände  gestatten,  zu  bestimmen  sein 
wird,  auf  eine  möglichst  einfache  und  leichte  Weise  verschafft. 
Mir  scheint  das  folgende  Verfahren  zu  dem  hier  beabsichtigten 
Zwecke  hinreichende  Genauigkeit  mit  grosser  Leichtigkeit  der 
Ausführung  zu  verbinden. 

Cm  zuerst  den  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  des  Lim- 
bus  der  Boussole  gehenden  Durchmesser  des  letzteren  mit  der 
Visirlinie  des  vorher  in  allen  seinen  Theilen  genau  berichtigten 
Fernrohrs  parallel  zu  machen,  richte  man  die  Visirlinie  des  Fern- 
rohrs auf  einen  sehr  weit  entfernten  Punkt,  und  gehe  dann  der 
Büchse  der  Boussole  mittelst  der  angebrachten  Correctionsschrau- 
ben  eine  solche  Drehung,  dass  die  durch  die  Visire  der  vorher 
erwähnten  Dioptern  dargestellte  oder  bestimmte  Linie  gleichfalls 
auf  den  in  Rede  stehenden  entfernten  Punkt  gerichtet  ist,  so  wird 
der  verlangten  Bedingung  entsprochen  sein,  jederzeit  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit,  je  weiter  der  Punkt  entfernt  war. 

Hierauf  richte  man  in  einer  sternhellen  Nacht  das  Femrohr 
auf  einen  Fixstern  und  lese  bei  dieser  Lage  des  Fernrohrs  den 
Stand  der  Magnetnadel  auf  dem  Linibus  der  Boussole  ab;  dann 
warte  man  die  Zeit  ab,  wo  der  nämliche  Fixstern  wieder  dieselbe 
Höhe  erreicht,  führe  die  Visirlinie  des  in  derselben  Höhe  un ver- 
rückt stehen  gebliebenen  Fernrohrs  wieder  auf  den  Stern  und  lese 
auch  bei  dieser  Lage  des  Fernrohrs  den  Stand  der  Magnetnadel 
auf  dem  Limbus  der  Boussole  ab*.  Dass  man  aus  beiden  Able- 
sungen der  Magnetnadel  in  allen  Fällen  leicht  deren  Abweichung 
ableiten  kann,  erhellet  auf  der  Stelle. 

Wäre  z.  B,  um  dies  etwas  naher  zu  erläutern,  in  dem  in  Taf.  III. 
Fig.  1.  dargestellten  Falle  n  die  Nordspitze  und  s  die  Südspitze 
der  Magnetnadel,  ferner  iV,  S,  O,  W  respective  Norden,  Süden, 
Osten  und  Westen,  endlich  AF  und  AF'  das  Fernrohr  in  seinen 
beiden  Lagen,  so  wären  Fn  und  F'n  die  beiden  entsprechenden 
Ablesungen  der  Nordspitze  n  der  Magnetnadel,  und  deren  west- 
liche Abweichung  würde  durch  den  Bogen  Nn  dargestellt.  Weil 
nun  vermöge m  der  Anordnung  der  angestellten  Beobachtungen 
NF=NF'  und 

NF=I9n-Fn,  NF'  =  F'n-Nn 

ist.  so  ist 
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Nn  —  Fn=F'n-Nn9 
folglich,  wie  sich  hieraus  sogleich  ergiebt: 

Fn  +  F'* 


Nn  = 


2 


wodurch  Nn  gefunden  ist.  Wie  man  sich  in  allen  anderen  vor- 
kommenden Fällen  zu  verhalten  hat,  hedarf  nun  keiner  weiteren 
Erläuterung. 

Wenn  sich  die  Nadel  excentrisch,  etwa,  wie  in  Taf.  III.  Fig. 2. 
dargestellt  ist,  um  den  Punkt  A'  dreht,  lese  man  ausser  der 
Nordspitze  n  auch  noch  die  Siidspitze  s  ab,  wo  dann  Fn  und  F'n, 
von  F  und  F'  an  nach  der  linken  Seite  hin  gerechnet,  die  Able« 
sungen  der  Nordspitze,  und  Fs  und  F's,  gleichfalls  von  Fund  F' 
an  nach  der  linken  Seite  hin  gerechnet,  die  Ablesungen  der  Süd- 
spitze sein  mögen.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist,  wenn  wir 
uns  durch  A'  mit  NS  und  OW  die  Parallelen  N'S'  und  O'W 
gezogen  denken,  der  Winkel  N'A'n,  d.  h.  nach  einem  bekannten 
geometrischen  Satze  der  Bogen 

N'n  -f  S's 
2  ' 

die  westliche  Abweichung  der  Magnetnadel.   Nun  ist  aber 

NF  =  NN'+N'n-F*t 

NF=F'n  —  NN'-N'n; 
also,  weil  NF=NF'  ist: 

NN  +  N'n-Fn  =  F'n- NN'  - IS'n, 

woraus 

1)  2.iV'n  =  Fn  +  F'n-2.iVjV' 

folgt.    Ferner  ist 

NF=z  180°  +  Ss—Fs  =  180°  +  S's  -  SS'  -  Fs , 
NF'  =  F's-mo—Ss= Fs  - 180°  -  S's  +  ÄS' ; 

also,  weil  NF  =  NF'  ist: 

180°  +  S's  -  SS'-Fs=zF's  -  180°-  S's  +  SS' , 


2)  2.S'i  =  F*  +  F,*  +  2.ÄiS/-360o 
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folgt.  Addirt  man  die  Gleichungen  1)  und  2)  zusammen,  so  er- 
halt man : 

l.iX'n  +  S's^Fn+Fs  +  F'n  +  F's-'l.NlS'  +  V.SS'-m*, 
also,  weil  NN'szSS'  ist: 

2.  (iV'n  +  S's)  =  Fn  -f  Fs  -f  F'n  -f  F'j-360°, 
woraus,  wenn  man  dies  durch  4  dividirt,  sich 


Magnetnadel  ist,  die  also  aus  den  Ablesungen  Fn,  Fs,  F'n,  F's 
ohne  Rücksicht  auf  die  excentrische  Bewegung  der  Magnetnadel 
berechnet  werden  kann.  Die  nicht  der  mindesten  Schwierigkeit 
unter  liegende  Betrachtung  anderer  von  dem  in  Taf.  III.  Fig.  2.  darge- 
stellten Falle  abweichenden  Fälle  überlassen  wir  dem  Leser. 

Wir  dürfen  hiernach  das,  was  über  I.  zu  sagen  ist,  im  All- 
gemeinen als  erledigt  betrachten,  finden  uns  jedoch  noch  zu  den 
folgenden  Bemerkungen  veranlasst.  Jedenfalls  ist  nämlich  die 
Boussole  ein  Instrument  von  untergeordneter  Genauigkeit,  wie  viele 
Sorgfalt  auch  der  Künstler  auf  seine  Anfertigung  verwenden  mag, 
und  auch  die  übrigen  oben  von  uns  beschriebenen  Einrichtungen 
dürfen  nicht  auf  die  grösste  Genauigkeit  Anspruch  machen;  daher 
entsteht  jetzt  die  Frage,  oh  durch  einen  kleinen  Fehler  bei  der 
in  1.  geforderten,  durch  die  Boussole  zu  bewirkenden  Aufstellung 
des  Theodoliten  ein  merklicher  Fehler  in  Bezug  auf  das  Endre- 
sultat, nämlich  in  Bezug  auf  die  Senkrcchtstellung  der  Ebene  des 
Limbus  des  Theodoliten  gegen  die  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  nach  dem  Aufstellungspunkte  gezogene  gerade  Linie  herbei- 
geführt werden  kann,  oder  ob  man  zu  diesem  Zwecke  die  oben 
angegebenen  und  beschriebenen  Einrichtungen  als  genügend  anzu- 
nehmen sich  berechtigt  halten  darf.  Diese  Frage  zu  beantworten, 
werden  die  folgenden  Betrachtungen  geeignet  sein. 

Wir  wollen  die  Horizontalebene  des  Beobachtungsorts  als 
Ebene  der  xy,  also  dessen  Normale  als  Axe  der  z  annehmen. 
Die  Mittagslinie,  nämlich  die  Durchschnittslinie  der  Ebene  des 
Horizonts  mit  der  Ebene  des  Meridians,  sei  die  Axc  der  x,  und 
der  positive  Tbeil  der  Axe  der  x  werde  so  angenommen,  dass 
er  mit  der  von  dem  Beobachtungsorte  aus  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  hin  gezogenen  geraden  Linie  einen  spitzen  Winkel  ein- 


schlieft.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  z  sei  nach  dem  Zenith 
gerichtet.    Der  spitze  Winkel,  welchen  die  von  dem  Beobacb- 


Thcil  XXIV. 


10 


zed  by  Google 


133  Crunert:  Neue ,  bei  geodätischen  Mettungen 


tungsorte  nach  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gezogene  gerade  Linie 

mit  der  Normale  des  Bcohachtungsorts  eiuschliesst,  Herde  durch 
co  bezeichnet. 

Dies  vorausgesetzt,  sind,  wie  aus  Taf.  III.  Fig.  3.  auf  der 
Stelle  erhellet,  die  (»leichungen  der  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  naeh  dem  Bcobachtungsorte  gezogenen  geraden  Linie  in  völ- 
liger Allgemeinheit : 

y  =  0.  x  =  — *tang(90°-  w); 

also 

y  =.0,   z— —  a:cotu ; 

oder: 

1*)  oo—  —  ztangü,  #  =  0. 

Wir  wollen  uns  nun  durch  den  Beobachtungsort  als  Anfang 
,  ein  neues,  natürlich  immer  rechtwinkliges,  Coordinatensystem  der 
xlylzi  gelegt  denken,  dessen  Ebene  der  Jrlyi  mit  der  Ebene  der 
xy,  also  mit  der  Horizontalebene,  und  dessen  Axe  der  z,  ntit  der 
Axe  der  2  zusammenfallt,  wobei  zugleich  der  positive  Theil  der 
Axe  der  rt  eben  so  wie  der  positive  Theil  der  Axe  der  z  nach 
dem  Zenith  geriebtet  sein  soll.  Die  positiven  Theile  der  Axen 
der  xx  und  ;/|  sollen  so  angenommen  werden  wie  Taf.  III.  Fig.  4. 
zeigt,  nämlich  so,  das»  der  positive  Theil  der  Axe  der  xv  mit 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  einen  spitzen  Winkel  ein- 
schliefst,  und  das«  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  xt  durch  den  rechten  Winkel  {xxyx)  hindurch  zu  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  yx  zu  gelangen,  nach  derselben 
Richtung  bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten 
Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  .Axe  der  y 
zu  gelangen.  Der  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x  und 
4*j  eingeschlossene,  lb0°  nicht  übersteigende  Winkel  werde  durch 
6  bezeichnet.  Dann  haheu  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwand- 
lung der  Coordinatcn  die  folgenden  Gleichungen: 

x  =  jrlcosö  —  y,  sinö,  y=xt  b\u$  +  ylco8d; 

aus  denen  umgekehrt  sogleich 

2*)  =arcosö-f-f/sio<9,  yv  =  —  arsin  6+y  cos  6 

folgt. 

Durch  die  Axe  der  xx  sei  nun  eine  beliebige  Ebene  gelegt, 
und  der  180°  nicht  übersteigende  Winkel,  welchen  der  auf  der 
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positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  oder  xtyt  liegende  Theil  dieser 
Ebene  mit  dem  Theile  der  Ebene  der  xlyl  einschliesst,  in  wel- 
chem der  ne«;»tive  Theil  der  Axe  der  yl  liegt,  werde  durch  i 
bezeichnet.    Dann  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

*i=  —  yitangt  oder  ^tangifx^O 

die  Gleichung  dieser  Ebene  in  dem  Systeme  der  Xiy\i\ ;  weil  null 
aber  nach  dem  Obigen 

xx  —  jrcos0-f?/sin0, 
yl=— .rsinö  +  ycos0, 

Ut,  so  ist  für  das  System  der  xyz  die  Gleichung  dieser  Ebene: 

(xsiiiO— ycos  0)  tangt —  z  =  0, 

oder: 

■ 

3*)  x  sin  0  sin  t — y  cos  0  s  i  n  i  —  z  cos  i = 0. 

Seien  jetzt  , 

x  =  Az  +  a,  y=zßz  +  ß 

die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden,  und 

A'x  +  B'y  +  Cz  +  D'=0 

sei  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene;  so  ist,  wenn  J  den 
Neigungswiukel  der  Geraden  gegen  die  Ebene  bezeichnet,  nach 
den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

.    ,  AA'+BB'  +  C 

sinJ=  +    r   —  > 

-  V(l  +  A*  +  ß*)  {A'* +  /*'»  \  C"1) 

wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdera 
die  Grosse  AA'  \  BB'  \  C  positiv  oder  negativ  ist. 

Lassen  wir  nun  die  vorhergehende  Gerade  mit  der  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Benbachtungsorte  gezogenen 
Geraden  zusammenfallen,  so  ist  nach  1*): 

A— — tangw,  jß  =  0; 

und  wenn  man  ferner  die  vorhergehende  Ebene  mit  der  durch  die 
Gleichung  3#)  charakterisircen  Ebene  zusammenfallen  lässt,  so  ist 
Dach  3»): 

A'  =  sin0sini,   Bf  =  —  cos  0  sin  t,   (?'  =  — cost. 

Also  ist: 

10» 
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1  +  A*  +  B*=  1  +  tang  ü>*=  sec  a>*. 

A>i  +B'*+C'*=  (sin  <P  +  cos  ö2)  sin  i*  +  cos  t*  =  1 , 

AA'  +  BB'  +  C'=— sin  0  sin  i  tang  o — cos  i 

=— (cos/  +  sin  Ösini  tang  w); 

und  weil  nun,  wenn  wir  annehmen  und  beachten,  dass  i  ein  spitzer 
Winkel  ist,  0  und  w  nach  den  oben  gegebenen  Bestimmungen 
respective  nicht  grösser  als  180°  und  1)0°  sind,  offenbar 

AA'  +  BB'  +  C  =—  (cos  t  +  sin  0  sin  i  tang  m) 

eine  negative  Grosse  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

.    ,    cos  £  +  sinö  sin  ttanea 

sin  7=  — . 

seco» 

oder 

4*)  sin  J=  cos  t  cos  <o  -f  sin  dsintsin  w. 

Setzen  wir  i=  w,  was  verstattet  ist,  weil  bekanntlich  »ein 
spitzer  Winkel  ist,  so  wird: 

sin  J=cos  coa-f- sinö  sin 
=  1— (1—  sin  0)  sin©* 
=  1_{1—  cos  (90°— 0)}sino>* 
=  1  —  2  sin  (45°—  4  0)*  si  n  cd*  , 


wir 


90°— 0=5,  45°— ;0  =  iö 


6#)  sinJ=l — 2sino>2sin  i<3*, 

oder  endlich,  wenn  wir 

setzen: 

6*)  cosJ'  =  l— 2sino>*siniö». 

In  Bczng  auf  den  praktischen  Fall,  mit  dem  wir  es  hier  zn 
fhnn  haben ,  hat  man  sich  die  vorher  betrachtete  Ebene  als  die 
Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  vorzustellen,  deren  Neigungs- 
winkel gegen  die  Ebene  des  Horizonts  co  ixt;  der  Neigungswinkel 
dieser  Ebene  gegen  die  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem 
Beobachtungsorte  gezogene  gerade  Linie  ist  J,  und  J'  ist  die 
Abweichung  dieses  Winkels  von  90°;  endlich  ist  ö,  was  positiv 
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und  negativ  sein  kann,  die  Abweichung  der  von  dem  Mittelpunkte 
des  Theodoliten  nach  der  Axe  der  mehr  erwähnten  Fussschraube 
seines  Dreifusses  gezogenen  geraden  Linie  von  dem  Meridiane. 
Die  Formel  6*)  bestimmt  also  den  Einflttss,  welchen  die  letztere 
Abweichung  ö  auf  die  mehr  oder  weniger  genaue  Senkrechtste!- 
lung  der  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  gegen  die  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogene  ge- 
rade Linie  ausübt. 

Für  5  =  0  ist  nach  6*) 

cosJ'  =  l,  J'  =  0, 

also  •7  =  90°,  d.  h.  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  steht, 
wie  es  sein  «oll,  auf  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem 
Beobachtungsorte  gezogenen  geraden  Linie  genau  senkrecht. 

Wenn  wir,  was  zu  unserem  jetzigen  Zwecke  gem'igt,  der 
Einfachheit  wegen  den  Bcobachfungsort  in  der  Mecresflarhe  lie- 
gend annehmen,  so  ist,  wie  in  dem  füllenden  Paragraphen  ge- 
zeigt werden  wird,  der  grosste  Werl  Ii,  den  (o  auf  der  Erde  über- 
haupt haben  kann,  in  runder  Zahl  11'. 30". 

Setzen  wir  nun  einmal  den  bei  der  in  I.  geforderten  Aufstel- 
lung des  Theodoliten  begangenen  Fehler  ö  =  £80,  nUo  iö=;fc40; 
so  wäre : 

logsin  »=7,5244231  -10 
log  «in  ( £  ;g)  =  «,8435845- 10 

0,30800/ü-  4 

0,7300152-  8(a 
log  2 =0,3010:300 

log.28inw*8ini(3*=0,0370452-  7 
2  sin  a>*sin  iö*=0,0000001 

cos  J'=z  1-0,0000001 

=0,9999999 

log  cos  7' =,0,9999957  -1 
I  39 
}  39 

'i,oooooo(T-i 

=  0,0000000 

also  cos./'  =  l,  J'=z0,  J=W>. 
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Folglich  bringt,  auch  bei  dem  Gebrauche  siebenstelliger  Ta- 
feln, und  für  den  grussten  Werth,  den  ro  überhaupt  haben  kann, 
seilet  ein  Fehler  von  +8°  bei  der  in  I.  geforderten  Aufstellung 
de»  Theodoliten  noch  gar  keinen  *)  Fehler  in  Bezug  auf  die  Senk- 
rcchtstelluug  der  Ebene  des  Liiuhus  des  Theodoliten  gegen  die 
von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Beobachtungsorte  ge- 
zogene gerade  Linie  hervor.  Dass  aber  bei  dem  sorgfältigen 
(iehrauch  eircr  guten  Boussole  nach  der  im  Obigen  gegebenen 
Anweisung  die  Fehler  bei  der  dadurch  bewirkten  Aufstellung  des 
Theodoliten  in  der  in  I.  geforderten  Weise  bis  zu  ±8°  ansteigen 
sollten,  ist  nicht  zu  glauben,  und  ich  halte  mich  daher  zu  der 
Ansicht  berechtigt,  dass  die  Boussolc  zu  dem  Zwecke,  den  man 
hier  zu  erreichen  beabsichtigt,  ein  völlig  geeignetes  und  hinreichend 
genaues  Hülfsmittel  ist 

§.  7. 

A.  Um  den  in  III.  an  den  Beobachter  gestellten  Forderungen 
entsprechen  zu  können,  muss  derselbe,  ausser,  was  sich  von 
selbst  versteht,  der  den  sämmtlichen  Hechnungen  zu  Grunde  zu 
legenden  Abplattung  der  Erde,  auch  die  Breite  oder  Polhöhe  des 
Beobachtungsorts  A,  und  dessen  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  oder  seine,  jenachdem  er  über  oder  unter  der  Meeres- 
fache  liegt,  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachtende  Höhe  über 
der  Meeresflache  kennen,  um  daraus  den  von  der,  von  dem  Mit- 
telpunkte O  der  Erde  nach  dem  Beobachfungsorte  A  gezogenen 
geraden  Linie  mit  der  Normale  des  letzteren  eingeschlossenen 
Winkel  to  berechnen  zu  können,  dessen  Kenntnlss  erforderlich 
ist,  wenn  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  gegen  die  von 
dein  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  ßeohachtungsorte  gezogene 
gerade  Linie  senkrecht  gestellt  «erden  soll.  Es  könnte  scheinen, 
als  wenn  die  Kenntniss  der  Breite  oder  Polhöhe  des  Punktes  A 
und  seiner  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  oder  seiner 
Höhe  filier  der  Meeresflache  sich  nicht  voraussetzen  lasse;  dage- 
gen ist  aber  zu  bemerken,  dass  man  bei  grossen,  die  Meeres- 
fläche als  ellipsoidisch  annehmenden  geodätischen  Messungen,  von 
denen  hier  allein  die  Rede  ist,  immer  wenigstens  von  einem 
Punkte  der  Erdoberfläche,  für  welchen  die  beiden  genannten  Ele- 
mente schon  anderweitig  genau  bekannt  sind,  wird  ausgehen  müs- 
sen; und   wie  durch  die  weitere  Fortführung  der  geodätischen 


*)  d.  h.  eigentlich  in  der  siebenten  Deriinntstelle  sich  nicht  offen- 
barenden. 
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Messung  selbst  die  Kenntniss  dieser  beiden  Elemente  nach  und 
oach  für  alle  Punkte  des  Netzes  erlangt  wird,  so  duss  man  die* 
selben  für  jeden  Punkt,  auf  dein  man  eine  neue  WTiiikelmessung 
vorzunehmen  bat,  6cbon  als  bekannt  vorauszusetzen  berechtigt 
ist:  dies  zu  zeigen,  werden  wir  zu  einer  besonderen  Aufgab« 
unserer  späteren  Betrachtungen  in  dieser  Abhandlung  machen. 

Nach  Vorausschickung  dieser  allgemeinen  Bemerkungen  müs- 
sen wir  daher  jetzt  zeigen,  wie  aus  der  bekannten  Breite  oder 
Polhr.he  des  Punktes  A  und  »einer  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  oder  seiner  nach  dem  Obigen  gehörig  als  positiv  oder 
negativ  betrachteten  Höhe  über  der  Meercsflnche  der  von  der  ton 
dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  dem  Punkte  A  gezogenen 
geraden  Linie  mit  der  Normale  dieses  Punktes  eingeschlossene 
spitze  Winkel  w  berechnet  werden  kann,  wobei  zugleich  die  Ent- 
wtrkeluug  verschiedener  Formeln  vorkommen  wird,  die  für  das 
Folgende  überhaupt  von  Wichtigkeit  sind. 

Den  Halbmesser  des  Aequators  und  die  halbe  Erdaxc  bezeich- 
nen wir  wie  gewöhnlich  durch  a  und  6;  die  Polhöhe  und  Breite 
des  Punktes  A  mögen  respective  durch  B  und  B'  bezeichnet  wer- 
den, wobei  wir,  was  zu  unserem  Zwecke  jetzt  hinreichend  ist, 
B  and  B'  aln  positiv  annehmen  wollen ;  so  erhellet  mittelst  einer 
ganz  einfachen  geometrischen  Betrachtung  auf  der  Stelle,  das» 

1)  u^B-B' 
ist  Ferner  wollen  wir  wie  gewöhnlich 

*/    „(i+i---=^(i-i  +  !=*,-S=*fl-5=^ 

aUo 

setzen,  wo  die  Abplattung  des  Erdsphäroids  ist,  aus  welcher 

sieb  also  die  (Grösse  e  berechnen  In'sst.  Die  Eni  fernuwr  des  Punktes 
A  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  mag  durch  Ii ,  seine,  jenach- 
dem  er  über  oder  unter  der  Meeresflhche  liegt,  respective  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Höbe  über  der  Meeresfläche 
durch  A  bezeichnet  werden. 
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In  der  Ebene  des  Meridians  des  Punktes  A  wollen  wir  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xy  annehmen,  dessen  An-^ 
fang  der  Mittelpunkt  der  Erde  ist;  die  Axe  der  x  sei  die  Durch- 
schnitts Ii  nie  der  Ebene  des  Meridians  des  Punktes  A  mit  der 
Ebene  des  Erdäquators,  und  die  Axe  der  y  sei  die  Eni  axe.  Der 
positive  Theil  der  Axe  der  x  sei  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
aus  nach  der  Seite  hin  gerichtet,  nach  welcher  hin  von  der  Erd- 
axe  aus  der  Punkt-  A  liegt,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y 
liege  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  des  Erdnquators.  Die 
Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  Normale  des  Punktes  A* 
mit  der  Meeresfläche  wollen  wir  durch  xt  y  selbst,  und  die  ver- 
änderlichen oder  laufenden  Coordinaten  in  dem  angenommenen 
Systeme  durch  Xt  Y  bezeichnen.  Dann  ist  nach  bekannten  Leh- 
ren  der  analytischen  Geometrie  oder  auch  schon  nach  den  Ele- 
menten der  Kegelschnitte  die  Gleichung  der  Normale  des  Punktes  A: 

folglich  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 
5)  tangß=^. 

Ferner  sind  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

:r  +  /*eosZ?,  y-\-hs\nB 

die  Coordinaten  des  Punktes  A  in  dem  angenommenen  Systeme; 
also 

Weil  nun  nach  1) 

/»     »>m     tangl?  —  tarn»/?' 
ist,  so  ist  nach  5)  und  6): 


7) 


a*y  (x  +  h  cos  B)  —  b*x (y  +  hs\nff) 
tang  o  -  62j.(x  +  h  co^ß)  +      (y  +  AsinÄ) 

_  l^xy  +  h B— lß*x*\n  B) 
-  a V  +        +  h  (a*y  sin  B  +  Px  cos  B) ' 


Zur  Bestimmung  von  x  und  y  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

©•♦<*)•-'•  a--* 
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Aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich 

y  =  ^*tengB, 

folglich,  weno  man  diesen  Werth  von  y  in  die  erste  Gleichung 
einführt : 

woraus 

%  fl*   a4cosl?2 

"■"a*cos^  +  6*Mnß«' 
1+^tangÄ* 

also,  weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  x  stets  positiv  ist, 

a  a2  cos  B 


x  — 


\  1  f-.2tang/?* 


folgt;  und  weil  nun 


ist,  so  erhalt  man  überhaupt: 

6*cosJ5  oasinff 

8)  ~iT~~«, — ^rr7^=F=wä*  y= 


V«*cosÄH^«inJß*'  *  \^n*cos^+6*sin^ 

Also  ist,  wie  man  leicht  findet: 

a^cosÄ— 6axsin£s=0, 
^  a*oa 

folglich  nach  7): 

 (q*  —  6*)  sin  ff  cos  g  

tangc*  -  o2cog/?2  +  6Vm/?*-f  A  V*a*co7Z^+^n~^ 

<i*  — 6* 

 y—  sin/?  cos  Z? 


1  jr-wnßH-V  1  -5-«»«** 
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e*a\xi  B  cos  B 


tang  ü)  — 


e2sin  BcosB 


 ca8in2g   

Für  A  =  0,  d.  b.  nenn  der  Punkt  A  in  der  Meeresfläche  liegt,  ist 

10)  tang  «,  =  ,  -  v.jjj.-js-  =  2(|_e*sil,Ä»)' 

Hierbei  ist  die  Polhohe  Z?  und  die  Hohe  h  über  der  Meeres- 
fläche als  bekannt  angenommen  worden.  Nimmt  man  aber  die 
Breite  B'  und  die  Entfernung  R  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
als  bekannt  an,  so  muss  man  auf  folgende  Weise  verfahren. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  A  in. dem  angenommenen  Systeme 
sind  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  RcosB',  R*\nB'9  was, 
mit  dem  Obigen  verglichen,  unmittelbar  zu  den  beiden  folgenden 
Gleichungen  führt: 

R  cos  B'  =  x  +  h  cos  B ,  R sin  B'  =  y  +  hsinB. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

o*Ä  cos  ß  si  n  B'  =  a2g  cos  J?  +  a2h  sin  B*  cos  /? , 
b*R  sin  B  cos  Bf  =  6**  sin  B  +  6*Asin  B  cos  B; 

also,  weil  nach  dem  OMgen 

a*u  cos  B  —  b*x  sin  B = 0 

ist,  durch  Subtraction: 

B  (a*  cos  B  sin  B'  —  6*sin  B  cos  B')  =  (o*— ©*)  A  sin  B  cos  B , 

oder: 


„sinB*  .„cosB* 
A          sin  0  cos/j 
1!>  B  =  ^-6*  

Ferner  ist 

B  sin  B  cos  B*  =  x  sin  0*  +  h  sin  BcöbB, 
R  cos  B  sin  B'  =  y  cos  B  +  A  sin  2?  cos/?; 
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also  durch  Subtraction : 

Äsin(fl— B')=xs\nB-ycosB, 
und  folglich,  weil  nach  8) 

(ßa  —  62)  sin  /?cos  Z? 
V  a*  cos  2?*  +  6*sin 

ist: 

12)  R sin (B-B)  =  v    _ i^— —  -  -  - 
oder: 

a    <>28inZ?cos/?      a  e*sin2ff 

13)  tlniB-B)^. 7j^j^-»-2VT=?iSSB* 

Für  A  =  0  hat  man  nach  6)  die  Gleichung 

tang/?'  =  |, 

und  weil  nun  nach  5) 

ist,  so  ist  in  diesem  Falle: 

14)  tangÄ  =  ^tangB/. 


Also  ist 


,           ü<2     ^sin/rg  +  o+cosfl'« 
sec/?*=  1  +  tang^=  i^B*  1 


folglich 

 6*  cos B'  # 

C0Ä        V^bÄ'^+Ä*cosÄ'» ' 

and  weil  nach  dem  Obigen 

sin  ß  =  ^cosÄtangiJ' 
ist,  so  ist  in  diesem  Falle: 


fiVm  B 
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welche  Formeln  wir  hier  beiläufig  bemerken.  Weil  aber 

*  /»     bi\      tangB—  tangß' 

fang  „=taog(B-Ä0  =  i  +  ti^^ 
ist,  so  ist  nach  14) 

(«» — 6«)  tang  g'     («»  -  6«)  sin  g'  cos  g' 
tong  »  —  b2  +  a«  tang      -  aVni/*"  +  6*cos  ' 

also  offenbar: 

e*sin£'cosB'  c*sin2ff' 
16)        tang  <o  =  j  — e^cosß7*"  =  2(l-e*cosB*) ' 

mittelst  welcher  Formeln,  wenn  A  =  0  ist,  a>  unmittelbar  aus  B? 
berechnet  werden  kann. 

Wenn  aber  nicht  /i=0  ist,  muss  man  sich  bei  der  Berech- 
nung von  cd,  B,  h  aus  B' ,  72  auf  folgende  Art  verhalten. 

Mittelst  der  Gleichung  13),  nämlich  mittelst  der  Gleichung 

V  Ä  ^l-e'ainif» 

muss  man  i?  bestimmen;  dann  findet  man  o>  mittelst  der  Gleichung 

co-B—B't 

und  A  ergiebt  sich  mittelst  einer  der  folgenden,  uomittelbar  aus 
11)  fliessenden  Formeln: 


0sinB'     .„cos/?'       sin/?'     „  ,NcosÄ' 


/    —  Scosßl    _L  «in(l?—  #'))  _    jcogg'    2  sin(ff-fl')( 
'    -  fcos£"~"e*Vin£cosfJj  H^\cosB    e*'    s\n2B   \  R 

Die  Auflösung  der  Gleichung  13)  ist  nur  durch  Näherung  mög- 
lich.  Man  kann  sich  dabei  auf  folgende  Art  verhalten. 

Weil  m=zB—B'  und  folglich  B=B'  +  <o  ist,  so  lässt  sich 
die  Gleichung  13)  unter  der  folgenden  Form  darstellen: 

a        e*8'm<2(B,  +  ci>) 

Aus  dieser  Gleichung  muss  cd  bestimmt  werden.  Weil  sich  diese 
Gleichung  auch  unter  der  Form 
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sio  cd  =  ^  •  easin2  (£'  +  co)  1 1  —  easin +  «)*}-* 

schreiben  lässt,  so  ist  oach  dem  Binomischen  Lehrsatze: 

«in  co  =  ^  •  e*sin 2(B'  +  co)  { 1  +  Jea sin      +  co)*  +  ....} , 

und  folglich  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Be- 
log auf  e  von  der  vierten  Ordnung  sind : 

§inc*=^.  e*sin2(ß'  -f  co) 

■ 

= Wi ' e* (sin  2D' cos  2  w + cos  2Ä*  8ln  2a>) 

=2^ .  e*  (sin  21?  cos2co  +  2  cos  2/?'  sin  co  cos  co) 

=^.eV»n2^— Wn2Ä'.(2co)2+....+2co82^sinco(l-ico*+....)}, 

folglich  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Bezug  auf  e 
und  co  erst  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

sin  co •  e* (sm 2#  +  2  cos2£'  sin  co) , 

sogleich 

^-sin2B' 
sin  co  =  


ne2 


2(l-^-cos2B') 


folgt,  oder: 


~c*sin2B' 

18*)  sinco=i.  . 

l-£e*cos2£' 

* 

Schreibt  man  diese  Formel  auf  folgende  Artr 
sin  co  =  1 .  g  e*sin  2&  (1  —    c»  cos  * 
•o  erhält  man  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze: 

•m  co= J <jfsin2£'  (1+  £«*cos2i?'  +  ...), 
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und  folglich  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Be- 
zug auf  e  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

19)  sin  w=i.^e*  sin '>/?', 

oder  auch  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Bezug  auf 
(o  von  der  dritten  Ordnung  sind: 

20)  W  =  i.£eVin2#\ 

Mittelst  der  so  eben^entwickelten  Formeln  kann  man  einen 
ersten  Näherungswert!)  von  w  berechnen,  den  wir  der  Kurze  wegen 
jetzt  durch  to  seihst  bezeichnen  wollen.  Dann  findet  man  neue 
successive  Näherungswerthe  colt  a>a,  <»3,  «4,....  mittelst  der 
Formeln : 

«        g*sin2(/?'  -f  a>) 

8m  °* ~  ™ '  Vl-c*sin(^T^  ' 

a  e^n2(Ä' JH03) 
am  «4-  w.  v_  __-=^=  , 

U.     6.  W. 

und  setzt  die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  überhaupt  so  lange 
fort,  bis  zwei  auf  einander  folgende  Näherungswerthe  sich  in  der 
verlangten  Anzahl  von  Dezimalstellen  nicht  mehr  von  einander 
unterscheiden. 

Für  die  Praxis  ist  es  durchaus  noth wendig,  dass  man  sich 
die  Berechnung  von  co  durch  eine  Tafel  der  Werthe  dieses  Win- 
kels  erleichtere.  Eine  solche  Tafel  mfisste  die  beiden  Eingänge 
oder  Argumente  B'  und  R  haben,  was  dieselbe  ziemlich  weitläu- 
fig und  unpraktisch  machen  wurde,  weshalb  man  es  vorziehen 
durfte,  den  folgenden  Weg  einzuschlagen. 

Man  setze 

2,)  M"a=^vm??f 
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und  berechne  eine  Tafel  der  Grossen  Sl,  welche  nur  das  eine 
Argument  W  erfordert,  und  mit  Zugrundelegung  des  Werthes  von 
e,  welcher  für  jetzt  auf  die  meiste  Sicherheit  Anspruch  zu  machen 
berechtigt  ist,  mittelst  der  aus  dein  Vorhergehenden  sich  von 
selbst  ergebenden  Vorschriften  leicht  construirt  werden  kann. 
Es  frägt  sich  nun,  wie  man  aus  den  io  dieser  Tafel  enthaltenen 
Werthen  von  Sl  die  der  Gleichung 

_  a  e*       sin2(ß'  +  tt>) 

22)  6inw  = 


R'  2  *  Vi—  sin(tf'  +  »)* 

genügenden  Werthe  von  w  mittelst  einer  ganz  einfachen  und  leich- 
ten Rechnung  ableiten  kann,  wobei  man  zu  beachten  hat,  dass 

in  allen  in  der  Praxis  vorkommenden  Fällen  ^  eine  nur  sehr  we- 
nig von  der  Einheit  verschiedene,  oder  °  ^  eine  der  Null  sehr 

nahe  kommende  Grösse,  also  auch  co  von  Sl  immer  nur  sehr  we- 
nig verschieden  sein  wird.  Setzt  man,  um  die  in  Rede  stehende 
Frage  zu  beantworten,  w  =  Sl  +  JSl,  wo  4SI  eine  der  Null  sehr 
nahe  kommende  Grosse  sein  wird,  so  ist 

a   e*  min'HB'+Sl+JSl) 

sin  co  =  -r,  •  r»-  •  —  —  —  ..      .  _  -  -— 

R  2    V^—sin(Zf'  +  ß+^&)« 
also,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

F<  ™  _       «in2(Z?'  +  fl) 

setzen : 

a  e* 

sinw=  ^.-g-  F(Sl  +  JSl), 

folglich  nach  dem  Taylor* sehen  Satze: 

sin         .  J \F(Sl)  +  F'(Sl) .      +  F"(Ä) .  +....}, 

und  daher  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Bezug 
auf  e  und  4SI  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

sin  cb  =~ .  j  F(Sl)  +  ^  F{Sl)JSl. 

Weil  man  nun  durch  Differentiation  leicht 

cos 2(B'  +  Sl)  +  e*sin  (B'  -f  fl)« 


F'(Ä)  =  2- 


1 1  -  e*sin  (ß'  +  &)*»  V*l^5sln"("B7TÄ)2 
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findet,  und  nach  dem  Obigen 

sinA=^F(A) 

ist,  so  ist 

«  •  o.«  ,cos2(B'  +  A)  +  e»sin(Ä'  + A)« 

also  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Bezug  auf  e 
und  JSl  von  der  fünften  Ordnung  sind: 

l,ntt=Ä8,nß  +  Ä  c|l--e»sin(/?  +  A)*lI 

=  £  sin  A  +  ^  e*  cos  2(Zf '  +  A)  { ]  -  ** sin  (B '  +  A)* |-l  4SI 

=  ^  sin  A  +  ^  e*cos  2(tf '  +  A)  \  1  +  ^a  sin  (B*  +  A)*  +  . . . .  \JSk 

=  ^  sin  A  +  ~  e» cos  2(B'  +  A)  4SI , 

- 

folglich,  weil 

sin  co = sin  (A  +  <4A)  =  sin  Sl  +  cos  Ä.*/ A  —  \  sin  A/f  A*  — . . . . 
ist:, 

sin  Sl  +  cos  Sl  4SI  =  ^  si  n  Sl  -f  ^  e*  cos  2(  /*'  +  A)  4 Sl , 


wenn  man  die  4SI2  und  höhere  Potenzen  von  4SI  enthaltenden 
Glieder  vernachlässigt.   Also  ist,  wie  man  sogleich  findet: 

a-R 


23)  zfA=  H 


sin  Sl 


cos  A  —  ^e*cos2(Z*'  +  Sl) 

woraus  man  sieht,  dass  4SI  in  Bezug  auf  A  und  °  ^    von  der 

zweiten  Ordnung  ist  Daher  erbellet  aus  der  oben  gefundenen  Formel 

a  .  n     a  m      cos2(ff'  +  A;  -0 
sin  »  =  ^  smA  +  ^  e»(  i _  ^  ^  zf  A. 

dass,  wenn  man 


24)  sin  09  =  -^ sin  A 
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t,  doch  nur  erst  Glieder  vernachlässigt  werden»  welche  In 
Bezog  auf  die  der  Null  sehr  nahe  kommenden  Grossen 

▼ob  der  vierten  Ordnung  sind. 

Mit  hinreichender  Genauigkeit  wird  man  auch  setzen  können : 

25)  ü  =  ^ä. 

Hat  man  also  eine  Tafel  für  Sl,  so  wird  man  mittelst  derselben 
auch  sehr  leicht  a>  mit  hinreichender  Genauigkeit  berechnen  können. 

Wir  wollen  nun  unter  der  Voraussetzung,  dass  A=0  ist,  d.  h. 
für  die  Mecresflache,  die  Polhohe  B  oder  die  Breite  B'  bestim- 
men, far  welche  a>  ein  Maximum  wird  oder  seinen  grüssten  Werth 
erhält. 

Fflr  A=0  ist  nach  16) 

e*sin2Ä' 
tango,  =  2(1__e.2co8fi7r). 

also,  wenn  man  nach  B'  diflerentiirt: 

atanp»_^  2 (I  —  e* cos  &*) cos  1B' - 2<?  g»in  B' cos  B'  »In  ? B' 
dB'    ~~  2  *  ( l  -  e*  cos  B''iy  " 

_  «cos2g'  -e*cns/y(cosg'cos2ß'  -f  Mn/?'sin2fl') 
~e  (l-e*cos/*'*)* 


=e* 


cos2l?'-«*cosZ?/a 


(l-e*cosÜ'*)* 
Der  Zähler  von 

L  ro 

ist: 

— 2(l-e»cosB'*)«(sin2ß'— e»sin  Ä'cosB') 

— 4e*sin#'cosB'(l  -e2cos£,2)(cos2£'  -e*cos B1*) 

=2  (1  -  eacos  B*)  sin  B'cos  B'  \  -  2 + e2  (1  +2  sin£'*)  +  e4co«B*| , 

wie  man  leicht  findet;  also  ist 

d2  tang  a>  _  « sin  2g1 t—  2  +  e*(1  +  2 sin       4-  e4  cos  JB1» ) 
ajß#»    —Ä  (l-e2costf'V 

11 
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Weil  non,  wenn  a>  ein  Maximum  wird,  auch  tangeo  ein  Maximum 
wird,  so  mufs 

sein,  was  nach  dem  Obigen  die  Bedingungsgleichung 

cos'.»/*'  —  e*cos/?'*  =  0 
oder,  wie  man  leicht  findet,  die  Gleichung 

— l  +  (2-e*)costf  *  =  0 

giebt,  woraus  man 

1  Vl-e1 

26)  C09ß'=-—-t  sintf=__; 

also 

27)  fang*'  =  VT^ß 
erhalt. 

Nun  ist 

— 2  +  e*(l  +  2  sin  B1*)  -f  e«cos  B1» 

_    2(2-3e»-f*)      Q(|-r«)(2-f»)      ...  a. 
—  2=e*  — =  2-7*  =-AI-e  ), 

und  daher  eine  negative  Grosse,  so  dass  also,  weil 


sin  2Z*'  =  2sin    '  cos  2*'  =    Z     J  * 

l  —  e* 

6*       2(1  —  e*) 


1  — e*  cos£'*  =  l-.T  -0  , 

Ist,  offenbar  auch  nach  dem  Obigen 

c2tnng<o 

negativ  ist,  und  daher  in  der  That  ein  Maximnm  Statt  findet. 
Nach  gehöriger  Substitution  erhalt  man  entwickelt: 

oder  \ 
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g*tanga>  f»(2— e*)a 

Weil  nach  14) 

«ang*=g,a„g*-!££*: 

ist,  so  ist  nach  27); 
28)  tang  B  =  1 


Nach  dem  Obigen  ist  allgemein 

_  («*  -  b*)  tang  B'  e*tang/?' 
wog»-  6*+o»langÄ'»"  l  -  e»  +  tan  jTff* ' 

also  wird  nach  27)  der  grusste  Werth  von  co  mittelst  der  Formel 

tanga,_1-tf2  +  (1_c2)-  2(1__e2)  » 
d.  i.  mittelst  der  Formel 

berechnet. 

1 

Setzt  man  die  Abplattung  in  runder  Zahl  gg^,  so  Ist 

a-Ä    .    b_  1 
~=:l-"ä-3ÖÖ' 

also 

6    .      1     299      _    _    /b\*    .  /299\». 

«=,-3öö=3öö'  e=1~W  =1~U)ü;  1 

I 

Oaber  Ut  nach  29): 

1  V30V    150.,   /awy ,150  jm  599 

»»g®  -       2(]y      —  29911""  ,_  2VJ ' SÖÜÜff  ~~  2ÜU.Ü00' 

15Ü 

folglich  ©  =  11'. 29»  oder  in  runder  Zahl  •sll'.aP'ssIi;'. 
Ferner  ist 


11 
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ni    299  „300 
Uwf>ß'  =  m,  tangß=^; 

woraus  man 

B  =45«.  5'. 44", 
£'=44°.54'.16\ 
B'=  II'.»*. 

nahe  wie  vorher,  erhält. 

B.  Nachdem  wir  jetzt  gezeigt  haben,  wie  für  jeden  Beob- 
achtungsort der  Winkel  o  berechnet  werden  kann,  entsteht  nun 
aber  die  Frage,  durch  welche  mechanische  Hülfsmittel  der  Ebene 
des  Limbus  des  Theodoliten  eine  solche  Lage  gegeben  werden 
kann,  dass  dieselbe  gegen  die  Ebene  des  Horizonts  unter  dem 
Winkel  a>  geneigt  ist,  also  der  in  III.  gemachten  Anforderung 
genügt  tverden  kann.  Dass  diese  Hfilfsmittel  eine  grosse  Genauig- 
keit gewähren  müssen,  geht  suhon  daraus  hervor,  dass  jeder 
Fehler  in  der  Lage  der  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  gegen 
den  Horizont  sich  offenbar  ganz  auf  deren  Lage  gegen  die  von 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Beohachtungsortc  gezogene 
gerade  Linie  übertragt,  wie  auch  zum  Ueberfluss  auf  folgende 
Art  analytisch  gezeigt  werden  kann.  Nach  §.  0.  ist  in  den  dort 
gebrauchten  Zeichen,  deren  Bedeutung  wir  hier  nicht  von  Neuem 
erläutern  wollen,  allgemein: 

sin  J  =  cos  t  cos  co  -f  sin  6  sio  t  sin  m , 

oder  wenn  wir  wie  a.  a.  O. 

,  J'=W>-J,  ö  =  90°-ö 

setzen : 

cos  J'  =  cos  i  cos  o)  +  cos  ö  sin  t  sin  w , 
also  fär  O=0,  wie  es  hier  erforderlich  ist: 

cos  J*  =  cos  t  cos  co  +  sio  i sin  o>  =  cos (i—  0) . 

folglich 

Ist  nun  nicht,  wie  es  sein  soll,  genau  1  =  a>,  sondern  i  =  »-f  ?t 
wo  V  den  Fehler  in  der,  der  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten 
gegebenen  Lage  gegen  die  Ebene  des  Horizonts  bezeichnet,  so 
ist  J'  =  ±i',  da  doch  bekanntlich  «/'=0  sein  soll,  woraus  dio 
Richtigkeit  des  oben  Gesagten  erhellet. 

1 
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Auf  den  ersten  Anblick  scheint  sich  ohne  Weiteres  das  Niveau 
io  seiner  gewöhnlichen  Gestalt  und  zugleich  auch  ganz  in  der  ge- 
wöhnlichen Art  und  Weise  seines  Gebrauchs  als  ein  geeignetes 
Hülfsmiftel  zur  Erreichung  des  beabsichtigten  Zwecks  zu  empfeh- 
len- Indess  wollen  wir  einmal  die  »Sache  aus  dem  praktischen 
Gesichtspunkte  etwas  genauer  untersuchen,  wobei  sich  vielleicht, 
wie  nicht  selten  bei  Dingen  dieser  Art,  ein  anderes  Resultat  her- 
ausstellen konnte.  Das  Niveau  eines  in  meinem  Besitze  befind* 
liehen  sehr  schonen  grossen  Theodoliten  mit  gebrochenem  Fern- 
rohr, welcher,  auf  beiden  Kreisen  10"«  angebend,  allen  an  ein 
solches  Instrument  bis  jetzt  gestellten  Forderungen  in  ausgezeich- 
oeter  Weise  entspricht,  hat,  wie  jetzt  meistens  gewöhnlich,  zwei 
von  einander  abgesonderte  Theilungen  oder  Scalen;  jede  dieser 
beiden  Scalen  umfasst  13  Scalentheile,  und  jeder  dieser  Scalen- 
thetle  entspricht  nach  von  mir  angestellten  Versuchen,  bei  denen 
das  Niveau  an  dem  Höhenkreise  des  Theodoliten  fest  gebunden 
wurde,  im  Mittel  4,5  Secunden,  was  für  13  Scalentheile  etwa  60 
Secunden  oder  1  Minute  beträgt.  Da  nun  der  grösstc  Werth  von 
•  bekanntlich  1IJ  Minute  beträgt,  so  sieht  man  sogleich,  das« 
das  Niveau,  wenn  sich  Winket  bis  zu  dieser  Grösse  mit  demsel- 
ben sollten  anheben  oder  messet)  lassen,  eine  sehr  beträchtliche 
Lange  haben  musste,  die  mit  den  übrigen  Dimensionen  des  In- 
struments in  gar  keinem  Verhältnis*  stehen  würde.  Wenn  sich 
nun  aber  auch  hieraus  das  Unpraktische  unsers  obigen  Vorschlags 
deutlich  ergiebt,  so  drängt  sich  dessenungeachtet  die  Frage  auf, 
ob  bei  etwas  veränderter  Einrichtung  und  verändertem  Gebrauche 
das  Niveau  doch  nicht  vielleicht  ein  sehr  brauchbares  H  Alfs  mittel 
n  dem  beabsichtigten  Zwecke  werden  kann.  Um  aber  diese 
Frage  genügend  beantworten  zu  können,  müssen  wir  zuerst  die 
Theorie  des  Niveau's  im  Allgemeinen  etwas  strenger  und  etwas 
weiter  entwickeln,  als  sonst  zu  geschehen  pflegt,  wozu  wir  daher 
jetzt  zunächst  übergehen  wollen.  • 


Theorie  des  Niveau's  oder  der  Libelle. 

1. 

Der  Neigungswinkel  einer  geraden  Linie  gegen  den  Horizont, 
welcher  immer  ein  spitzer  Winkel  ist,  soll  jederzeit  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachtet  werden,  jenachdem  der  auf  der  rech- 
ten Seite  de«  Beobachters  liegende  Endpunkt  der  in  Rede  stehen- 
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den  geraden  Linie  hoher  oder  tiefer  liegt  wie  der  auf  der  linken 
Seite  des  Beobachters  befindliche  Endpunkt  dieser  Linie. 

Die  Maasseinheit  für  die  Winkel  soll  im  Folgenden  immer 
ein  Intervall  oder  ein  ocalentheil  der  Libelle  sein,  wobei  wir  zu- 
gleich wenigstens  fiir's  Erste  annehmen  wollen,  dass  die  Libelle 
nur  eine  von  einem  Nullpunkte  nach  rechts  und  nach  links  hin 
gehende  Theilung  hat,  unter  welcher  Voraussetzung  Intervalle  oder 
Scateutheile  recht*  vom  Nullpunkte  als  positiv,  Intervalle  oder 
Scaleutheilc  links  vom  Nullpunkte  als  negativ  betrachtet  werden  sollen. 

> 

2. 

In  Taf.  III.  Fig.  5.  sei  der  um  ,den  Mittelpunkt  C  beschriebene 
Kreis  der  Kreis,  von  welchem  die  Libelle  ein  Bogen  ist;  O  sei 
der  Nullpunkt  der  Theilung  der  Libelle,  die  Luftblase  sei  LR, 
und  M  sei  der  Mittelpunkt  der  Luftblase. 

■ 

Denken  wir  uns  nun  durch  M  an  den  um  C  beschriebenen 
Kreis  eine  Berührende  gezogen ,  so  wird  diese  Berührende  hori- 
zontal und  die  Neigung  der  durch  O  an  den  um  C  beschriebenen 
Kreis  gezogenen  Berührenden  gegen  die  ersterc  Berührende  wird 
die  Neigung  der  Libelle  gegen  den  Horizont  sein. 

In  Bezug  auf  die  Lage  der  Luftblase  und  ihres  Mittelpunkts 
gegen  den  Nullpunkt  der  Theilung  können  offenbar  bloss  die  vier 
verschiedenen,  in  Taf.  III.  Fig.  5.  dargestellten  und  durch  (a),  (b), 
(e),  (d)  bezeichneten  Falle  vorkommen,  welche  wir  nun  der  Reihe 
nach  einzeln  betrachten  wollen,  indem  wir  immer  die  Neiirung  der 
Libelle  gegen  den  Horizont  durch  I\ ,  die  an  den  beiden  Endpunk- 
ten der  Luftblase  rechts  und  links  gemachten  Ablesungen  respec- 

tive  durch  p  und  A  bezeichnen  werden. 
. 

In  dem  ersten  in  Taf.  III.  Fig.  5.  fr)  dargestellten  Falle  ist, 
wenn  wir  den  Winkel  BFE  durch  a  bezeichnen, 

N=eu 

Zieht  man  aber  CO  und  CMy  so  ist,  weil  im  Viereck  COFM  bei 
O  und  /)/  rechte  Winkel  sind,  der  Winkel  «  offenbar  item  Win- 
kel OCM  gleich,  und  wird  also,  so  wie  dieser  letztere  Winkel« 
von  dem  Bogen  OßJ  gemessen.   Also  ist  auch 

N=  OM. 

Weil  nun  • 
OM  =  OL  +  LM  =  OL  +  **j°k  =  OL  +  O* 
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und  Im  vorliegenden  Falle  offenbar 

A=  +  OJL.  q=  +  OR;   OL  =  X,  OR  =  q 

Ist,  so  ist 

In  dem  zweiten  in  Taf.  III.  Fig.  5.  (b)  dargestellten  Falle  ist, 
wenn  »vir  nieder  den  Winkel  BFE  durch  o  bezeichnen, 

iV  ==  a. 

Der  Winkel  a  ist  wie  vorher  dem  Winkel  OCM  gleich  und  wird 
also,  so  wie  dieser  letztere,  von  dem  Uogeu  OM  gemessen. 
Daher  ist  auch 

N=  OM. 

Nun  ist  aber 

^mm       ^r     r„              OR  +  OL    —  OL-f-OÄ 
OM-—OL  +  LM=—  OL  +  J  =  ^ —  • 

aUo,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 

k=—OL,  o=+  0/2;   0L  =— A.  0/2  =  o 

ist: 

In  dem  dritten  in  Taf.  III.  Fig.  5.  (c.)  dargestellten  Falle  iat, 
wenn  wir  den  Wiukel  AFE  durch  ß  bezeichnen,' 

Der  Winkel  |5  iat  dem  Winkel  OCM  gleich  nnd  wird  also,  «o 
wie  dieser  letztere,  von  dem  Bogen  OiW  gemessen.   Daher  ist 

AT=-OiV. 

Nun  ist  aber 

OM=z  OL—LM=  OL  ^  =  g  ' 

also,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 

1=-  OL»  o=+0/2;   OL=-A,  0/2= e 

*« 
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In  dem  vierten  in  Tnf.  III.  Fig.  5.  (d.)  dargestellten  Falle  ist, 
wenn  wir  wieder  den  Winkel  AFE  durch  ß  bezeichnen, 

N=-ß. 

Der  Winkel  ß  ist  dem  WTinkel  OCJ/  gleich,  und  wird  also,  wie 
dieser  letztere,  von  dem  Bogen  OJU  gemessen.    Daher  ist 

N=z  -  Ol/. 

Nun  ist  aber 

OM=  OL  -  LM=  OL-  °±^™=2k+™, 

I 

also,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 

X=-OL,  Q--OR;   OL=-k,  OR--Q 


Ist: 


Ans  dieser  Darstellung  ergiebt  sich,  dass  die  Neigung  der 
Libelle  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  in  völliger  Allge- 
meinheit mitteUt  der  Formel 

gefunden  wird. 


Wenn  die  Libelle  zwei  abgesonderte  Theilungen  oder  Scalen 
hat,  deren  jede  auch  von  einem  besonderen  Nullpunkte  an  f?e' 
rechnet  wird,  so  bezeichne  man  den  Abstand  der  beiden  Null* 
punkte,  in  Sralent heilen  der  Libelle  ausgedrückt,  von  einander 
durch  '2e ,  wobei  übrigens  der  Fall  c=rö  keineswegs  ausgcsclilos' 
seil  wird,  und  die  rechts  und  links  getünchten  Ablesungen,  beide 
nls  positiv  b.  trachtet,  respective  durch  r  und  /.  Nehmen  vir  nun 
hierbei  au,  dass  bei  dem  Gebrauche  der  Libelle  immer  die  Ii€?»dc0 
Endpunkte  der  Luftblase  die  beiden  Theilungen  links  und  recht« 

wirklich  erreichen,  so  ist  offenbar  immer 

♦ 

A  =  -(e-f /),  Q  —  e  +  r; 

folglich 

*+<>  =  -(*  +  /) +  («  +  r)=r-/, 
also,  weil  nach  2.  allgemein 
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ist,  anter  den  jetzigen  Voraussetzungen  allgemein: 

AT-'-' 


4. 

Wir  wollen  uns  nun  eine  gerade  Linie  denken,  die  unter  einem 
mir  kleinen  Winkel  gegen  den  Horizont  geneigt  ist,  und  wollen 
die  auf  der  rechten  und  linken  Seite  des  Beobachters  liegenden 
Endpunkte  dieser  geraden  Linie  respective  durch  R  und  L  bezeich- 
nen; die  Neigung  dieser  geraden  Linie  gegen  den  Horizont,  wo- 
bei näherer  Bestimmung  wegen  I.  zu  vergleichen  ist,  werde  durch 
J  bezeichnet. 

Von  dem  Endpunkte  L  dieser  Linie  aus  nach  derselben  Seite 
bin,  nach  welcher  hin  die  Linie  LR  liegt,  denken  wir  uns  mit 
der  auf  diese  letztere  gesetzten  Libelle  eine  Parallele  gezogen  und 
bezeichnen  den  von  dieser  Parallele  mit  der  Linie  LR  eingeschlos- 
senen spitzen  Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  als  positiv  oder 
als  negativ  betrachten ,  jenachdem  die  in  Rede  stehende  Parallele 
uoterbalb  oder  oberhalb  der  Linie  LR  liegt,  durch  0. 

Die  Neigung  der  Libelle  oder,  was  Dasselbe  ist,  der  mit  ihr 
durch  den  Punkt  L  gezogenen  Parallele,  wird  wie  früher  auch 
jetzt  mit  N  bezeichnet. 

I*t  uun  zuerst  J  positiv  und  folglich  nach  1.  der  Punkt  L  der 
«in  Tiefsten  liegende  Endpunkt  der  Linie  LR,  so  kann,  wenn  in 
Taf.  III.  Fig.  6.  der  Horizont  durch  die  Linie  LA,  die  von  L  aus 
nit  der  Libelle  parallel  gezogene  Linie  durch  LB  dargestellt 
wird,  in  Bezug  auf  die  gegenseitige  Lage  der  drei  Linien  LR, 
LA,  Lß  bloss  einer  der  drei  in  Taf.  III.  Fig.  6.  dargestellten  und 
durch  (a),  (l»)>  (c)  bezeichneten  Falle  eintreten.  In  dem  ersten 
in  Taf.  III.  Fig.  6.  (a)  dargestellten  Falle  sind  2V  und  <P  positiv, 
ond  es  ist  offenbar 

In  dem  zweiten  in  Taf.  III.  Fig.  6.  (b)  dargestellten  Falle  ist  2V  posi- 
tiv,  e>  negativ,  also  —  <D  positiv,  und  es  ist  offenbar  (—  O) +J=N0 
also  wieder 


161  Gruner t:  Neue,  bei  geodätischen  Messungen 


In  dem  dritten  in  Taf.III.  Fig.6.(c)  dargestellten  Falle  ist  N  nega- 
tiv, —  iV  positiv,  0  positiv,  und  es  ist  offenbar  (— 2V)  +  J=z0, 
also  wieder 

N+0=zJ. 

Ist  ferner  J  negativ  und  folglich  nach  1.  der  Punkt  L  der  am 
Höchsten  liesende  Endpunkt  der  Linie  LR,  so  kann,  wenn  in 
Taf.III.  Fig.  7.  wieder  der  Horizont  durch  die  Linie  LA,  die  von 
L  aus  mit  der  Libelle  parallel  gezogene  Linie  durch  LB  darge- 
stellt wird,  in  Bezug  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Linien  LR, 
LA,  LR  liloss  einer  der  drei  in  Taf.  III.  Fig.  7.  dargestellten  und 
durch  (a),  (Ii),  (*)  bezeichneten  Falle  eintreten.  In  dem  ersten 
in  Taf.III.  Fig.  7.  (a)  dargestellten  Falle  ist  JS  positiv,  0  negativ, 
—  <P  positiv,  und  offenbar  JS  +  (-  J)  =  (—  0),  also 

N+0=J. 

In  dem  zweiten  in  Taf.  III.  Fig.  7.  (b)  dargestellten  Falle  ist  C9 
negativ,  —  JS  positiv,  0  negativ,  —  0  positiv  und  offenbar 
<-A)  +  (-*)  =  (-/).  also 

N+0=J. 

In  dem  dritten  in  Taf.  III.  Fig.  7.  (c)  dargestellten  Falle  ist  IV  ne- 
gativ, —  iV  positiv,  0  positiv  und  offenbar  <Z>  +  (  —  J)r=(—  iV),  also 

S\0  =  J. 

Nehmen  wir  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sieb, 
dass  in  allen  möglichen  Fallen  die  Gleichung 

N+0=J 
in  völliger  Allgemeinheit  gültig  ist. 

6. 

Wenn  man  auf  die  vorher  betrachtete  Linie  LR  das  Niveau, 
welches  wir  durch  iVJ  bezeichnen  wollen,  ein  zweites  Mal  so 
aufsetzt,  dass  seine  Fussptmkte  mit  einander  veruechselt  werden, 
oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  das  Niveau  umgekehrt  wird,  und 
man  dann  die  den  bei  der  ersten  Aufstellung  in  4.  durch  JV  und 
0  bezeichneten  Grössen  entsprechenden  Grössen  bei  der  zweiten 
Aufstellung  durch  2V'  und  0'  bezeichnet,  so  hat  man  zuvörderst 
natürlich  ganz  wie  in  4.  die  Gleichung 

N'  +  0*  =  J, 

ausserdem  aber  auch  noch  die  aus  einer  blossen  Ansiebt  von 
Taf.  III.  Fig.  8.  sich  anf  der  Stelle  ergebende  Gleichung 
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6. 

Mittelst  der  drei  in  4.  und  5.  bewiesenen  Gleichungen 

JV+<P  =  7,   iV'  +  <I>'  =  J,    <*>+<!>' =0 

kinn  man  J,  G>,  0'  bloss  durch  iV  und  yV  ausdrucken;  man  er- 
hält nämlich  mittelst  leichter  Rechnung: 

7. 

Das  allgemeine  Verfahren,  den  Neisnnsswinkel  einer  Linie 
LR  geseii  den  Horizont  mit  Hülfe  des  Niveau'*  zu  messen,  ist 
folgendes.  .... 

Man  *etze  das  Niveau  zwei  Mal  auf  die  Linie  LR  auf,  das 
zweite  Mal  in  umgekehrter  Lage,  und  lese  beide  Mal  die  beiden 
Endpunkte  der  Lultblase  links  und  rechts  ab. 

Sind  nun  unter  Voraussetzung  der  ersten  der  beiden  aus  dem 
Obigen  bekannten  Einrichtungen  des  Nivcau's  die  Resultate  der 
Ablesungen  bei  der  ersten  und  zweiten  Aufstellung  des  Niveau'« 
respeHivi»  X,  p  und  X' ,  q'  ;  so  ist  mit  Heibehaltutig  aller  im  Vor- 
hergehenden eingeführten  Bezeichnungen  nach  2.: 


rb  6.  ist  aber 


alüo 


j~— — , 


Aach  Ut  nach  6.: 


V        2     *  2     '  .  | 


m   (*'-*)  + (g'-g) 

*~  4  
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Sind  unter  Voraussetzung  der  zweiten  der  beiden  aus  dem 
Obigen  bekannten  Einrichtungen  des  Nivean's  die  Resultate  der 
Ablesungen  bei  der  ersten  und  zweiten  Aufstellung  des  Nivcau'a 
respective  /,  r  und  /',  r';  so  ist  nach  3.: 

r—l  r'—p 


nach  6.  ist  aber 


.  N+N'. 


.  (r+r')-(/  +  Q 
J-  4~~ 


Auch  ist  nach  6.: 


*=  2~'  2  ; 

also: 

(/-f-r^)— (r+Q 
<P  =  |  • 


6. 

Das  beste  Verfahren»  die  Linie  LR  horizontal  zu  stellen  und 
zugleich  auch  das  Niveau  zu  berichtigen,  ist  folgendes. 

Man  stelle  das  Niveau  auf  der  Linie  LR  auf  und  mache,  die 
erste  Einrichtung  des  Niveaus  vorausgesetzt,  die  Ablesungen  X,  q; 
hierauf  kehre  man  das  Niveau  um  und  mache  die  Ablesungen 
l' ,  g' ;  dann  schraube  man  die  Linie  LR  so  lange,  bis  die  An- 
gaben des  Niveaus  links  und  rechts  respective i(A'  —  k)  und  Q) 
sind,  so  ist  die  Linie  LR  horizontal. 

Bezeichnen  wir  nämlich,  alle  früheren  Bezeichnungen  beibe- 
haltend, die  Neigung  des  Niveau's  nach  der  letzten  Operation 
durch  N",  so  ist  nach  2.: 

2  4 
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JV*=<D; 

folglich,  weil  bekanntlich 

JS'^J-V^J+O,  also  Graff»-/ 

ist: 

N"=N'-J  oder  J=zN'-N>. 
Nun  liegt  es  aber  in  der  Natur  des  angewandten  Verfahrens,  dass 

ist,  wo  «/"  die  Neigung  der  Linie  'LR  nach  der  letzten  Opera- 
tion bezeichnet;  also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

j=j-r,  folglich  j»=j-j=o 

und  die  Linie  LR  ist  daher  nach  der  letzten  Operation  horizon- 
tal, wie  behauptet  wurde. 

Unter  Voraussetzung  der*  zweiten  Einrichtung  des  Nivean's 
▼erfnhrt  man  im  Allgemeinen  ganz  wie  vorher;  und  hat  man  dann 
bei  der  ersten  Aufstellung  des  Niveaus  die  Ablesungen  /,  r,  nach 
der  Umkchruug  desselben  die  Ablesungen  V >r'  gemacht;  so  schraubt 
man  zuletzt  die  Linie  LR  so  lange,  bis  die  Angaben  des  Niveau  s 
links  und  rechts  respective  \(r  +  F)  und  i(/+rO  sind,  wonach 
die  Linie  LR  horizontal  sein  wird. 

Nach  3.  ist  nämlich 

=  —5  I  ' 

also,  weil  nach  7.: 

+  r')-(r+Q 
w~  4 

Ist: 

folglich,  weil  bekanntlich 

iV'=J— 0'=./+ <P,  also  Q=N'-J 

ist: 
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iV"=iV'-,J  oder  J=ZV'-iV» 
Nun  liegt  es  aber  in  der  Natur  des  angewandten  Verfahrens,  da» 

■ 

ist;  also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

J=J-J",  folglich  J"=J-./=0, 

daher  die  Linie  LR  nach  der  letzten  Operation  horizontal,  wie 
behauptet  wurde. 

Nachdem  man  durch  dns  vorhergehende  Verfahren  die  Linie 
LR  horizontal  gestellt  hat,  braucht  man  nur,  um  das  darauf  stehende 
Niveau  zu  berichtigen,  bloss  seine  Luftblase  mittelst  der  am  Niveau 
befindlichen  Schraube  genau  in  die  Mitte  der  Theilung  zu  briugen. 


9. 

Ein  anderes  in  der  Praxis  sehr  gebräuchliches  Verfahren  zur 
Berichtigung  des  Niveau  s  ist  das  folgende.  Man  setze  das  Niveau 
auf  die  Linie  LR  und  schraube  die  letztere  so  lange,  bis  die 
Luftblase  in  der  Mitte  der  Theilung  steht  oder  eigentlich  der 
Mittelpunkt  der  Luftblase  genau  mit  dem  Nullpunkte  der  Scale 
zusammenfallt,  so  dass  also,  wenn  X  und  q  die  Ablesungen  der 
beiden  Enden  der  Blase  sind,  X  -f  o  =  0  ist.  Kehrt  man  hierauf 
das  Niveau  um  und  sind  dann  X'  und  q'  die  Ablesungen  der  bei- 
den Endpunkte  der  Blase,  so  ist  nach  7.: 

J=  (i+£l+(£iV)  __ £JV  t 

4  4 

w 

und  nach  2.  ist 

i 

«  i  r 

Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Mittelpunkts  der  Luftblase  ron 
dem  Nullpunkte  der  Scale  durch  p,  so  ist,  weil  man  X'  und  o' 
als  Abscissen  der  Endpunkte  der  Blase  betrachten  kann,  nach* 
den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  in  völliger  Allgemeinheit 

also  nach  dem  Vorhergehenden; 

■'-Im.     =  » 
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Schraubt  man  nun  nach  der  Umkehrung  des  Niveau's  die  Linie 
LH  so  lange,  bis  der  Abstand  des  Mittelpunkts  der  Luftblase  von 
dem  Nullpunkte  der  Scale  Jfi  ist,  so  sind  die  entsprechenden  Ab- 
lesungen der  Endpunkte  der  Luftblase  offenbar  k'  —  und  o' — ip, 
folglich  nach  2.: 

(V  -lß)  +  (o'~  fr) V  +  p'  -  (t    2p-,»  _ 
"  —  2  ~       2       —    2    —  if*- 

In  der  Natur  des  angewandten  Verfahrens  Hegt  es  aber,  dass 
Ut;  also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

folglich  die  Linie  horizontal.  Bringt  man  also  jetzt  die  Luft- 
blase des  auf  der  Linie  LH  stehenden  Niveau'«  durch  die  an 
letzterem  beGnd liehen  Schrauben  in  die  Mitte  der  Scale,  so  dass 
nämlich  der  Mittelpunkt  der  Luftblase  mit  dem  Nullpunkte  der 
Scale  zusammenfallt,  so  ist  das  Niveau  berichtigt. 

Das  hieraus  sich  ergebende  Verfahren  zur  Berichtigung  des 
Niveaus  ist  also  in  der  Kurze  folgendes.  Man  setze  das  Niveau 
auf  die  Linie  LR,  und  bringe  durch  Schrauben  der  letzteren  die 
Luftblase  in  die  Mitte  der  Theilung,  so  dass  der  Mittelpunkt  der 
Luftblase  mit  dem  Nullpunkte  der  Scale  zusammenfallt.  Dann 
kehre  man  das  Niveau  um,  beurtbeile  den  Abstand  p  des  Mittel- 
punkts der  Luftblase  von  dem  Nullpunkte  der  Scale,  schraube 
die  Linie  LH  so  lange,  bis  der  Abstand  des  Mittelpunkts  der 
Luftblase  von  dem  Nullpunkte  der  Scale  nur  Jft  Sst,  worauf  die 
Linie  LH  horizontal  oder  nivellirt  sein  wird,  und  bringe  dann  die 
LtiltMase  durch  die  dazu  an  dem  Niveau  befindliche  Schraube  in 
die  Mitte  der  Theilung,  so  dass  der  Mittelpunkt  der  Luftblase 
mit  dem  Nullpunkte  der  Scale  zusammenfallt«  so  wird  das  Niveau 
berichtigt  sein. 

Gewöhnlich  wird  eine  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erfor- 
derlich sein,  bis  das  Niveau  sich  als  vollständig  berichtigt  erweist, 
*o  dass  nämlich  die  Blase  beim  Umkehren  des  Niveaus  in  der 
Mitte  stehen  bleibt. 


Nachdem  wir  jetzt  die  allgemeine  Theorie  des  Niveau'»  ent* 
wickelt  haben,  kehren  wir  wieder  zu  unserem  eigentlichen  Ge- 
genstände zurück,  und  wollen  daher  nun  zeigen,  wie  man- mit 
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Hülfe  des  Niveaus  einer  geraden  Linie  eine  beliebige,  jedoch 
nicht  sehr  grosse,  Neigung  gegen  den  Horizont  geben  kann,  be- 
merken aber  vorher  im  Allgemeinen  noch  Folgendes. 

Wenn  wir  das  völlig  ungerichtete  Niveau  auf  der  beliebigen 
geraden  Linie  LR  aufstellen ,  und  den  Neigungswinkel  des  Niveau*« 
und  der  Linie  LR  gegen  den  Horizont  respeclive  durch  iV  und  J, 
die  Ablesungen  der  beiden  Endpunkte  der  Blase  aber  durch  X 
und  q  bezeichnen ;  so  ist  nach  der  allgemeinen  Theorie  des  Ni- 
veau's,  indem  O  seine  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Bedeu- 
tung behält: 

Schraubt  man  jetzt  die  Linie  LR,  bis  die  Blase  links  und  rechts 
lx  und  pi  zeigt,  so  ist  in  analoger  Bezeichnung  wie  vorher: 


Also  ist 
oder 

Nun  liegt  es  aber  in  der  Natur  des  angewandten  Verfahrens,  - 
weil  bei  demselben  das  Niveau  in  beiden  Lagen  der  Linie  LR 
gegen  diese  Linie  ganz  dieselbe  Lage  behalt,  dass  0>=<J>|  ist, 
wobei  man  sich  aus  dem  Vorhergehenden  an  die  Bedeutung  der 
Winkel  &  und  <2>j  erinnern  muss;  also  ist 

J-Ji—   ^ — ' 

folglich 

'+     2  2~* 

and  wenn  A  +  p=0  ist: 

wobei  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  das«  die 
Bedingung  A  +  p  =  0  allemal  dann  erfüllt  ist,  wenn  die  Luftblase 
genau  in  der  Mitte  der  Theilung  steht  oder  der  Mittelpunkt  der 
Blase  mit  dem  Nullpunkte  der  Scale  zusammen  fällt. 


■ 
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Wir  trollen  nun  das  Niveau  so  einrichten,  dass  der  eine  sei- 
ner beiden  Füsse  mittelst  einer  sehr  feinen  Schraube  oder  irgend 
einer  anderen  zweckmässigen  Vorrichtung  um  etwas  Merkliches 
verlängert  oder  verkürzt  werden  kann,  und  uns  vornehmen,  einer 
Linie  LR  eine  bestimmte,  als  gegeben  zu  betrachtende  Neigung  / 
gegen  den  Horizont  zu  geben. 

Man  setze  das  Niveau  auf  die  Linie  LR  und  bringe  durch 
Schrauben  der  Linie  LR  die  Luftblase  genau  in  die  Mitte  der 
Tbeilung,  bei  welcher  Lage  der  Linie  LR  wir  ihre  Neigung  gegen 
den  Horizont  durch  J  bezeichnen  wollen.  Hierauf  schraube  man 
die  Linie  LR  ferner,  bis  die  Blase  links  und  rechts  Aj  und  Qt 
zeigt ,  und  bezeichne  jetzt  die  Neigung  der  Linie  LR  gegen  den 
Horizont  durch  Jlt  so  ist  nach  dem  Obigen 

Hierauf  bringe  man  durch  Drehung  der  Schraube  an  dem  einen 
Fosüie  des  Niveau's  die  Blase  genau  in  die  Mitte  der  Thcilung, 
wobei  die  Neigung  Jx  der  Linie  LR  gegen  den  Horizont  ganz 
nngeändert  bleibt,  schraube  dann  die  Linie  LR  so  lange,  bis  die 
ßlase  links  und  rechts  und  p2  zeigt,  und  bezeichne  jetzt  die 
Neigung  der  Linie  LR  gegen  den  Horizont  durch  t/2,  so  ist  nach 
dem  Obigen 

w           »    ,  *2  "fr  Q'2 

j.2 — jt  -f-     ^  • 

Nun  bringe  man  durch  Drehung  der  Schraube  an  dem  einen  Fusse 
des  Niveau's  die  Blase  genau  in  die  Mitte  der  Theilung,  wobei 
die  Neigung  der  Linie  LR  gegen  den  Horizont  ganz  ungeän- 
dert  bleibt,  schraube  dann  die  Linie  LR  so  lange,  bis  die  Blase 
links  und  rechts  A3  und  o3  zeigt,  und  bezeichne  jetzt  die  Neigung 
der  Linie  LR  gegen  den  Horizont  durch  J3,  so  ist  nach  dem  Obigen 

1—7   ■  *a  +  °3 
•#3  =  «/a  + — 2  

Wie  man  dieses  Verfahren  auf  dieselbe  Art  immer  weiter 
fortsetzen  kann,  ist  klar,  und  man  wird  sich  durch  dasselbe,  wie 
weit  man  es  auch  fortsetzen  mag,  im  Allgemeinen  immer  eine 
Reihe  Gleichungen  von  der  Form 

'+—2-' 


IS 
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verschaffen.  Addirt  mau  diese  sämmtlichen  Gleichungen  zu  ein- 
ander und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man  die 
Gleichung 

./*  =  »/  H  2  1  2  2        —  2 

oder 

.     . ,  (h  +  *«  +  *,  +  ....  +  +  + 

=  J  +  —  ^ 

und  auf  ähnliche  Weise: 

i  ,  .  *i+ Pi  ,  **  +  Pa  ,  *3  +  Ps  .  <*£±I±£HJ 

oder 

=  •/  +  — ^ 

4 

Ueberhaupt  wird  das  obige  Verfahren  so  lange  fortgesetzt,  bis 

Jk  <t<Mi 

ist.   Bestimmt  man  dann  x  mittelst  der  Gleichung 

(p*-*)  =  2(/-  Jk), 

wodurch  man 


x=  — 2  (*— JW 


erhält,  und  setzt  nun 


mi  =  e»-*=^+(/-Ä)=(/-Ä)  +  £Sii-ii 
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so  ist  nach  dem  Obigen 


wegen  der  Gleichung 


(kk — x)  +  (Qk  -.t)  =  2(/-  Jh) 


ist  aber 


/=./*  + 


(*t-.T)  +  (p*— *) 
2  ' 


also  nach  dem  Obigen 


+      ,  (Xk— x), 

 TT  1  * 


folglich 


Jk+1  =  I , 


so  dass  also  jetzt  die  Neigung  der  Linie  LR  der  gegebenen  Nei- 
gung /  gleich  ist,  und  dieser  Linie  also  durch  das  obige  Ver- 
fahren in  der  That  die  gegebene  Neigung  l  gegen  den  Horizont 
verliehen  wird,  was  eben  der  Zweck  war,  den  zu  erreichen  wir 
beabsichtigten. 

Es  ist  klar,  dass  man  bei  dem  vorstehenden  Verfahren  die 
Neigung  J  nothwendig  kennen  muss.  Zu  dieser  Kenntnis*  gelangt 
man  aber  auf  folgende  Art.  Nachdem  man  das  erste  Mal  das 
Niveau  auf  der  Linie  LH  aufgestellt  und  durch  Schrauben  dieser 
Linie  die  Luftblase  in  die  Mitte  der  Theilung  gebracht  bat,  kehre 
man  das  Niveau  um  und  mache  links  und  rechts  an  der  blase  die 
Ablesungen  k'  und  p' ;  dann  ist  nach  der  allgemeinen  Theorie 
des  Niveau  s,  weil  für  die  erste  Aufstellung  desselben  A-rp=0  ist: 


wodurch  man  J  gefunden  hat.  Nun  kehre  man  das  Nivean  wie- 
der um,  d.  h.  führe  es  in  seine  erste  Lage  zurück  und  setze  dann 
das  Verfahren  ganz  in  derselben  Weise  fort,  wie  es  oben  be- 
schrieben worden  ist. 

Am  Zweckniassigsten  scheint  es  zu  sein,  sich  bei  dem  obigen 
Verfahren  eines  ursprünglich  genau  berichtigten  Niveaus  zu 
bedienen,  wo  dann  offenbar  J=0  ist,  und  also  auch  in  alle  obi- 
gen Formeln  dieser  Werth  von  J  eingeführt  werden  muss,  wo- 
durch dieselben  an  Einfachheit  einigermassen  gewinnen.  Nach 
welcher  Richtung  man  die  Linie  LR  schrauben  muss,  ist  in  alleo 
Fällen  sehr  leicht  zu  beurtheilen. 


J= 


I  Q' 


4 
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An  dem  Niveau  des  in  meinem  Besitz  be6ndlichen ,  schon  vor- 
her erwähnten  grossen  Theodoliten  ist  der  eine  seiner  beiden 
Fasse  so  eingerichtet  wie  Taf.  III.  Fig.  Ii.  zeigt.  Bei  dieser  leicht 
durch  sich  selbst  verständlichen  Einrichtung  kann  der  betreffende 
Fuss  durch  Anziehen  der  Schraube  Ä  etwas  verlängert,  durch 
Nachlassen  der  Schraube  Ä  etwas  verkfirzt  werden,  wenigstens 
in  so  fern,  als,  wenn  das  Niveau  auf  der  Drehungsaxe  des  Fern- 
rohrs steht,  der  dem  in  Rede  stehenden  Fusse  entsprechende 
Endpunkt  der  Libelle  nothwendig  im  ersten  Falle  etwas  erhöhet, 
im  zweiten  Falle  etwas  erniedrigt  werden  wird.  Ich  habe  diese 
sehr  einfache  Einrichtung  in  jeder  Beziehung  sehr  zweckmässig 
gefunden,  und  bin  schon  mittelst  derselben  im  Stande,  der  Ebene 
des  Limbus  des  Theodoliten  nach  dem  obigen  Verfahren  eine 
Neigung  von  einigen  Minuten  gegen  den  Horizont  zu  geben,  wie 
ich  durch  Versuche  gefunden  habe.  Es  frfige  sich,  ob  man  nicht, 
ohne  eine  andere  künstlichere  Einrichtung  zur  Verlängerung  und 
Verkürzung  des  Ftisses  anzubringen,  schon  die  vorher  erwähnte 
Einrichtung  so  treffen  könnte,  dass  dieselbe  es  möglich  machte, 
der  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  noch  eine  Neigung  von 
mindestens  IV.  Minute  gegen  den  Horizont  zu  geben. 

C.  Sollte  man  der  vorhergehenden  Methode,  der  Ebene  des 
Limbus  des  Theodoliten  die  erforderliche  Neigung  gegen  den  Ho- 
rizont zu  geben,  seinen  Beifall  zu  schenken  nicht  geneigt  sein, 
so  möchte  vielleicht  eine  an  dem  Fusse  des  Theodoliten  anzu- 
bringende Mikromeferschraubc  sich  als  ein  zur  Erreichung  des 
beabsichtigten  Zwecks  geeignetes  Hfilfsmittel  erweisen.  Die  Mög- 
lichkeit, sich  dieses  Mittels  zu  bedienen,  scheint  mir  kaum  zwei- 
felhaft zu  sein,  weil  Professor  Stampfer  in  Wien  an  den  vor- 
trefflichen Nivellir- Instrumenten,  die  in  dem  dortigen  polytech- 
nischen Institute  in  so  grosser  Vollkommenheit  verfertigt  werden, 
eine  Mikrometerschraube  angebracht  hat,  welche  Neigungswinkel 
der  Visirlinie  des  Fernrohrs  gegen  den  Horizont  bis  fast  zu  der 
Grösse  von  8°  mit  einer  Genauigkeit  von  1  bis  2  Secunden  zu 
messen  gestattet  *). 

Dass  ausser  den  beiden  im  Vorhergehenden  besprochenen 
noch  sehr  viele  anderer  Methoden  sich  denken  und  angehen  las- 
sen, welche  es  möglich  machen,  der  Ebene  des  Limbus  des 
Theodoliten  eine  bestimmte  Neigung  gegen  den  Horizont  zu  geben, 
versteht  sich  von  selbst.  leb  begnüge  mich  indess  jetzt  mit  den 
beiden  obigen,  von  denen  mir  insbesondere  die  erste  auch  in 
mehrfacher  Beziehung  ein  theoretisches  Interesse  darzubieten,  und 


*)  Anleitung  znm  Nirellircn.    2.  Aufl.    S.  77.    $.  6». 
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den  Gebrauch  eines  so  nützlichen  Instruments,  wie  das  Niveau 
oder  die  Libelle  ist,  nicht  unwesentlich  zu  erweitern  scheint.  Das 
Beste  in  dieser  Beziehung  herauszufinden ,  wird  die  Aufgabe  der 
Kunstler  sein,  wenn  man  Oberhaupt  den  in  dieser  Abhandlung 
niedergelegten  Betrachtungen  einige  Aufmerksamkeit  zu  schenken 
geneigt  sein  sollte. 

Nach  den  bisherigen,  vorzugsweise  die  praktische  Seite  un- 
sere Gegenstandes  betreffenden  und,  wie  ich  glaube,  hinreichend 
erledigenden  Untersuchungen  wenden  wir  uns  nun  zu  der  mehr 
theoretischen  Seite  desselben,  nämlich  zu  den  Rechnungsmetho- 
den, mittelst  welcher  aus  den  angestellten  Messungen  am  zweck- 
mäßigsten die  Resultate,  deren  Gewinnung  die  Aufgabe  jeder 
grossen  geodätischen  Messung  ist,  gezogen  werden  können. 

§.  8. 

Bei  jeder  die  Meeresfläche  als  ellipsoidisch  voraussetzenden 
geodätischen  Messung  muss  man  von  zwei  Punkten  auf  der  Erd- 
oberfläche ausgehen,  deren  Längen,  Breiten  und  Entfernungen 
von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  mit  grosser  Genauigkeit  als  be- 
kannt angenommen  werden  können.  Dass  man  die  Längen  von 
jedem  beliebigen  Punkte  des  Aequators  an  rechnen  kann,  oder 
dass  eigentlich  bloss  die  Längendifferenz  der  beiden  in  Rede 
stehenden  Punkte  gegeben  zu  sein  braucht,  versteht  sich  von 
selbst.  Meistens  werden  übrigens  ursprunglich  die  Längen,  Pol- 
hohen  und  Huben  über  der  Meeresfläche  gegeben  sein,  weshalb 
wir  in  der  Kürze  zeigen  wollen,  wie  aus  den  beiden  letzteren 
Elementen  eines  Punktes  dessen  Breite  und  Entfernung  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  berechnet  werden  können,  wozu  die  erfor- 
derlichen Formeln  im  Wesentlichen  schon  in  §.  7.  A.  entwickelt 
worden  sind. 

Zuerst  berechnet  man  die  Coordinaten  x  und  y  mittelst  der 
Formeln 

a2ca»B  6*  sin /fr 

*  =  ^tf^W+b^nW* '    y  ~  V^o*c^s~S*  +  6*sto/P ' 

oder 

ocosg  6V1  — ea.sing 

*-Vl-e*sin/?*'    y~  Vl-e'sin/?*5 

oder 

_      a  cos  ff  q(l— e1)  sin  ff 

*~  Vl-e'sinff«'  ^^r-TÄI»1 
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oder 


x  =    r      L~  — --  >  y=rä^tangß; 


V-5 


1  +  ^tangtf* 

und  hat  dann  zur  Bestimmung  der  Breite  B'  und  der  Entfernung 
R  vom  Mittelpunkte  der  Erde  die  Gleichungen 

RcoaB'  =  x  +  hcosB,   tfsin/f'  =  y  +  Asin/f; 

aus  denen  sich 

_     y  -f-  h#\nB 

_  HcobB  y  +  hsinB 

H—     cosB'~'    K—  sintf' 

crgiebt. 

Berechnet  man  den  absolut  nicht  grosser  als  90°  zu  nehmen- 
den Hunswinkel  B  mittelst  der  Formel 

tang  0  =  -q  tang  B , 

so  ist  nach  dem  Obigen 

#  =  acosö,  y  =  ösinö; 

mittelst  welcher  Formeln  die  Berechnung  von  x  und  y  äusserst 
leicht  ist.  Nicht  viel  schwieriger  ist  ferner  die  Berechnung  von 
B'  und  R  nach  den  obigen  Formeln,  wobei  zugleich  die  doppelte 
Berechnung  von  R  eine  zweckmassige  Controle  für  die  Richtig- 
keit der  ganzen  Rechnung  darbietet. 

Zu  zeigen,  wie  man  zu  der  Kenntniss  der  Längen,  Polhöbeu 
und  Höhen  über  der  Meeresflnche  der  beiden  der  ganzen  Messung 
zu  Grunde  zu  legenden  Punkte  gelangt,  gehört  hier  nicht  zu  mei- 
ner Aufgabe,  weil  die  Bestimmung  dieser  Elemente  grösstenteils 
astronomischen  Benbachtungen  auheim  fallt  und  vorzugsweise  den 
astronomischen  Theil  der  ganzen  Operation  ausmacht. 

Für  nöthig  halte  ich  es  aber,  um  nicht  missverstanden  zu 
werden,  hier  noch  die  folgenden  Bemerkungen  einzuschalten.  Ich 
habe  nämlich  gesagt,  dass  man  bei  jeder  grossen  geodätischen 
Operation  von  zwei  Punkten  ausgehen  müsse,  deren  Längen, 
Breiten  und  Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  als  ge- 
nau bekannt  angesehen  werden  können.  Dies  ist  aber  nur  im 
Allgemeinen  zu  verstehen,  und  ich  habe  dabei  (ur*s  Erste  nur 
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den  mehr  theoretischen  Gesichtspunkt  im  Auge  gehabt,  aus  welchem 
unser. Gegenstand  aufgefasst  werden  muss.  In  der  Praxis,  wo  es 
not  h  wendig  und  zweckmassig  ist,  so  wenig  wie  möglich  Bestim- 
mungen astronomischen  Beobachtungen  zu  entlehnen,  die  letzte- 
ren so  Fiel  als  möglich  entbehrlich  zu  machen  und  möglichst  Alles 
auf  geodätische  Messungen  zurückzuführen,  pflegt  man  dagegen 
nur  von  einem  Punkte  der  Erdoberfläche  auszugehen,  dessen 
Polhühe  und  Höhe  über  der  Meeresfläche,  oder  die  daraus  abzu- 
leitende Breite  und  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde, 
bekannt  sind,  und  verschafft  sich  für  einen  zweiten  Punkt  der 
Erdoberfläche  die  Längendifferenz  in  Bezug  auf  den  ersteren  Punkt, 
die  Breite  und  die  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
durch  besondere  geodätische  Messungen,  was  dann  auf  eine  soge- 
nannte Basisniessung  u.  s.  w.  fuhrt.  Dieser  zweite  Fall  soll  wei- 
ter unten  einer  besonderen  ausführlichen  Besprechung  unterworfen 
werden.  Man  sieht  aber  aus  dem  Vorhergehenden  von  selbst, 
dass  dieser  zweile  Fall,  nur  mit  theilweiser  Hülfe  besonderer 
hauptsächlich  geodätischer  Messungen,  uns  wieder  auf  den  vor- 
her näher  bezeichneten  ersten  Fall  zurückführt,  so  dass  wir  also 
ganz  im  Rechte  zu  sein  glauben,  wenn  wir  zuerst  und  vor  allen 
Dingen  jenen  ersten  Fall,  wenn  nämlich  zwei  Punkte,  deren  Lan- 
gen, Breiten  und  Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
gegeben  sind,  der  Messung  zu  Grunde  gelegt  werden,  als  den  all- 
gemeineren, einer  sorgfältigen  Betrachtung  unterziehen,  was  daher 
jetzt  zuvörderst  geschehen  soll.  Die  Zurückführung  des  zweiten 
Falls  auf  den  ersten  werden  wir,  wie  schon  gesagt,  zum  Gegen-  • 
Stande  einer  späteren  Betrachtung  machen. 

§.  9. 

Wir  wollen  uns  jetzt  drei  Punkte  Aot  Ait  A2  auf  der  Erd- 
oberfläche denken,  deren  Projectionen  auf  der  Projections- Kugel- 
fläche respective  A0' ,  Ax' ,  AJ  sein  mögen.  Die  Längen,  Brei- 
ten und  Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  der  Punkte 
A0  und  At  sollen  als  bekannt  angenommen  und  respective  durch 
£o»  >  um'  Llt  Btf  t  /?!  bezeichnet  werden.  Dieselben 
Elemente  L2.  /?./,  7?2  für  den  dritten  Punkt  A2  zu  bestimmen,  ist 
der  eigentliche  und  letzte  Zweck  unserer  Aufgabe. 

Zu  dem  Ende  stelle  man  den  Theodoliten  etwa  zuerst  in  dem 
Punkte  A0  so  auf,  dass  die  Ebene  seines  Limbus  auf  der  von 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  A0  gezogenen  gera- 
den Linie  senkrecht  steht,  und  visire  mit  dem  Fernrohre  nach  At 
und  nach  A%\  dann  kann  man  auf  dem  Limbus  des  Theodoliten 
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unmittelbar  den  Winkel  A0'  des  sphärischen  Dreiecks  A0' Ax A2, 
und  auf  dem  Höhenkreise  des  Theodoliten  den  Neigungswinkel 
iV0,a  der  Linie  A0A2  gegen  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodo- 
liten, d.  h.  gegen  die  in  dem  Punkte  A0  auf  der  von  dem  Mit- 
telpunkte der  Erde  nach  diesem  Punkte  gezogene  gerade  Linie 
senkrecht  stehende  Ebene,  welchen  Neigungswinkel  wir  als  posi- 
tiv oder  als  negativ  betrachten  wollen,  jenarhdem  die  Linie  A0A% 
oberhalb  oder  unterhalb  der  in  Rede  stehenden  Ebene  liegt,  ab- 
lesen. Ganz  auf  dieselbe  Weise  stellt  man  ferner  den  Theodo- 
liten in  dein  Punkte  Ax  auf,  und  misst  den  Winkel  Ax  des  sphä- 
rischen Dreiecks  AJAXA.£  und  den  eben  so  wie  vorher  gehurig 
als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Neigungswinkel  A*lt2  der 
Linie  Ax A2  gegen  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten. 

Aus  den  gegebenen  Längen  und  Breiten  der  Punkte  A0  und 
Ax  kann  man  nun  zuvörderst  die  Seite  A0*  Ax  des  sphärischen 
Dreiecks  AJ  Ax  A2  berechnen,  welche  wir  der  Kürze  wegen  durch 
Sl  bezeichnen  wollen.  Bezeichnet  nämlich  P  einen  Erdpol  und 
P  dessen  Protection  auf  der  Projections- Kugelfläche,  so  kann 
man  offenbar  aus  den  gegebenen  Breiten  BJ  und  Bx'  der  Punkte 
A0  und  Ax  sehr  leicht  die  Seiten  AJ P1  und  Ax P1 ,  und  aus  den 
gegebenen  Längen  L0  und  Lx  der  Punkte  A0  und  Ax  sehr  leicht 
den  Winkel  P'  des  sphärischen  Dreiecks  AJPAX  ableiten,  und 
kennt  also  jetzt  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel 
dieses  sphärischen  Dreiecks,  woraus  sich  dessen  Seite  AqAx 
nach  den  Regeln  der  sphärischen  Trigonometrie  berechnen  lasst, 
was  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 

Man  kann  diese  Rechnung  aber  auch  nach  den  folgenden 
ganz  allgemeinen  analytischen  Formeln  fuhren.  Es  werde  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  aryz  zu  Grunde  gelegt,  das 
seinen  Anfang  im  Mittelpunkte  der  Erde  hat;  die  Ebene  der  xy 
sei  die  Ebene  des  Erdäquators;  der  positive  Theil  der  Axe  der 
x  gebe  nach  dem  Null-  oder  Anfangspunkte  der  Längen,  der  po- 
sitive Theil  der  Axe  der  y  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Län- 
gen, der  positive  Theil  der  Axe  der  z  sei  nach  dem  positiven 
Erdpole  gerichtet.  Bezeichnen  wir  nun  die  180°  nicht  überstei- 
genden Winkel,  welche  die  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach 
den  Punkten  A0  und  Ax  gezogenen  geraden  Linien  mit  den  posi- 
tiven Theilen  der  Axen  der  x,y,z  einschliessen,  respective  durch 
«6»  ßof  Yo  un^  ai>  ßi>  Yi  i  »°  ist,  wie  man  sogleich  fibersiebt: 

Coscro  =  cosL0co8Z?0',  Cosa,  =  cos  Lx  cos Bx  , 
cos  ß0 = sin  Ltl  cos  B0' ,  cos  ßx  =  sin  Lx  cos  Bx ' , 
cos  yo  =  si»  B*  i  cos  y,  =  sin  J?, ' ; 
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mittelst  welcher  Formeln  die  Winkel  «<>,  ft>,  y0  "nd  «i>  ßi>  Yi 
leicht  berechnet  werden  können.  Dann  hat  man  zur  Berechnung 
von  &  die  Formel  * 

cos  Sl  =  cos  a0  cos  «!  +  cos  ß0  cos    -f  cos  Yo  cos  yt , 

also  nach  dem  Obigen: 

cos&  =  sin  2?0'sin  Bx '  -f  (cos  L0  cos Lx  +  sin  L0  sin  L4)  cos  B0'  cos  ^ 
folglich: 

cosÄ  =  sin  Bjsin  Bx'  +  cos B^casB^  cos (1^  —  Lx), 

welche  Formel  ganz  allgemein  ist. 

Bei  wirklichen  praktischen  Anwendungen  wird  man  gewiss 
fast  immer  annehmen  können,  dass  B0*  und  Bx'  gleiche  Vorzeichen 
haben  und  der  absolute  Werth  von  Lq  —  Lx  nicht  grosser  als  90° 
ist   Dann  ist 

cos  /f0'cos  g^cosCLp— Lx) 

 AnBjmXngi  =  cot B0'  cot  Bx  cos  (L0  -  Lx) 

offenbar  eine  positive  Grosse,  und  man  kann  daher  den  Hülf's- 
winkel  S  mittelst  der  Formel 

tang  G  —  Vcöt  Bq'  cot  Bx '  cos  (L0  —  Lx) 
berechnen,  worauf 

cos  ß  =  sinß0'sin/?,'{l  +  cot/?0'cotZ?i'cos(A> 

=  8inÄo'sinÄ1/(l+tange*)  =  sinÄo'sinÄl/sec0» 
also  i 


sing,/ sin  j?^ 
cos 


COS &  =  -  —  ,r 


ist.    Die  Formeln 

tang  0=  V"  cot  B0'  cot  Z?j '  cos  (Lq — Z/J , 

C0SÄ-  COS0* 

gestatten,  insofern  man  sich  zu  den  obigen  Annahmen  berechtigt 
halten  darf,  eine  sehr  einfache  und  leichte  Berechnung  der  Seite  Ä. 

Aus  der  Seite  4/i4|'  =  &  und  den  beiden  daran  liegenden 
gemessenen  Winkeln  A0'  un&Ax  des  sphärischen  Dreiecks  AqAxA£ 
kann  man  nun  die  Seiten  A0'A*'  und  At'A%'  dieses  sphärischen 
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Dreiecks,  die  wir  respective  durch  B0  und  6t  bezeicbneo  wollen, 
berechnen.  Da  diese  Rechnung  bei  der  Fortführung  der  geodä- 
tischen Messung  über  das  ganze  Netz  immer  wiederkehrt,  so 
wollen  wir  dieselbe  etwas  ausführlicher  erläutern. 

Das  erste  und  eigentlich  vorzüglichste  Mittel  zur  Berechnung 
der  Seiten  A0'A^  und  AXA^  aus  den  gegebenen  Stücken  AQ't 
A0'Ai',  Ai  f  zwei  Winkeln  und  der  eingeschlossenen  Seite,  des 
sphärischen  Dreiecks  A0,AltA2'  bieten  die  beiden  folgenden  Ne- 
p er' sehen  Analogiecn  dar: 

und  ich  wüsste  in  der  That  auch  gar  kein  besseres  und  zweck- 
mässigeres  Mittel,  um  zu  dem  gesuchten  Resultate  zu  gelangen, 
als  diese  beiden  vortrefflichen  Formeln. 

Man  kann  sich  aber  auch  der  folgenden  Reihen  bedienen ,  die 
aus  den  in  dem  Aufsatze:  Archiv  der  Mathematik  und 
Physik.  Theil  XVIII.  Nr.  XXX.*)  entwickelten  allgemeinen 
Reihen  leicht  abgeleitet  werden. 

I.  Wenn  tang  i^0' tang  Mi' <  1  ist: 

\{A<>'A%'  +  Ax'Atf  =  +  '  tang  J 4,'tang  Ui'sin  (1 .  A0'AX ') 

+  Ä(tangii<ü'tangW1')28in(2.^l') 
+  »(tang^o'tangUi08sin(3.  A0'AX<) 
+  i  (tang  M0'rang  ;47*sin  (4 .  AjAfi 
+  

II.  Wenn  tang \A0' tang iA^^  1  ist: 

i  (A0'A%>  +  4 '40=- 44'4 '  - } cot  \ 4/cot \AX 'sin (I .  4«/40 

•  —  UcotM0'cotM1')asin(2.  J0'4  0 
—  ]  (cot  J  J0'coti  Al')HmQ.Av,Alt) 
-i  (coti^o'coti^'^sin  (4.  ^o'40 


*)  M.  •.  loch  Archiv  der  Matliero.  u.  Phj«.  Tbl.  XIX.  Nr.  XII. 
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Ferner 

I*.    Wenn  tangUo'coU J,' <  I  ist: 
i  (4o'4'  -  4'il«9  =  W0'4'  — \  tangj^/cot  Mi'sin(l .  AJA^ 

+  Htang  >^o'coti^10asin(2.  A0'A^ 
—  s  (tang  i/*0' cot  i/l^'sin  i^.A^A^ 
Vi  (tang  \  Aj  cot  Ui  ')*«'»»  (4 .  4/4 ') 


II»    Wenn  tangi4/cotJ4'>  1  ist: 
U4/4/—4'4')==-*4/4'+  !  cot  Mo'tangi^'sin 0 .  4/40 

—  * (cot  14/ tang  1  4 ')* sin (2 .  4/4 ') 
+  Ucot \A0'  tang  i  Ax  ')ssin  (3 .  4/4  0 

- 1  (cotMo'tangMi74«o(4.ilo^10 
+  .....  

Dass  man  jetzt  bloss  mittelst  der  Regeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  die  Länge  und  Breite  des  Punktes  A2  würde  be- 
rechnen können,  erhellet  sehr  leicht  und  bedarf  einer  weiteren 
Erläuterung  hier  nicht.  Da  man  aber  bei  dieser  Rechnung,  der 
verschiedenen  Fälle  wegen,  die  vorkommen  können,  der  Hülfe 
einer  Figur  nicht  wohl  wird  entbehren  können,  so  scheinen  mir 
immer  ganz  allgemeine  analytische  Formeln,  die  das  Zurückgehen 
auf  eine  Figur  ganz  unnüthig  machen,  den  Vorzug  vor  den  ge- 
wöhnlichen Regeln  der  sphärischen  Trigonometrie  zu  verdienen. 
Dergleichen  ganz  allgemeine  analytische  Formeln,  die,  wie  ich 
glaube,  Anspruch  auf  eine  gewisse  Eleganz  machen  dürfen,  werde 
ich  im  Folgenden  entwickeln;  um  jedoch  diese  Entwickelung  als 
ein  möglichst  selbstständiges  Ganzes,  unabhängig  von  den  übrigen 
Betrachtungen,  darzustellen,  will  ich  dieselbe  bis  zum  Schluss 
dieses  Paragraphen  aufsparen,  und  daher  vorher  noch  zeigen,  wie 
die  Entfernung  des  Punktes  A2  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
berechnet  werden  kann,  wozu  die  bisher  gewonnenen  Resultate 
völlig  hinreichend  sind. 

Den  Coefficientcn  der  terrestrischen  Refraction  für  die  Tem- 
peratur 0  und  die  Barometerhohe  O"1^  wollen  wir  durch  k  be- 
zeichnen, so  ist  der  Refractions-Coefficient  für  die  Temperatur  t 
nach  dem  hunderttheiligen  Thermometer  und  die  Barometerhöhe 
6  nach  dem  metrischen  Barometer,  weil  der  Refractions-Coefficient 
der  Dichte  der  Luft  proportional  gesetzt  werden  kann: 
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 bk  

0«,76.  (1  +  0,00375.0' 

oder  pk,  wenn  »vir  der  Kürze  wegen 

 b 

^-0^,76.  (1+0,00375.0 

setzen. 

För  die  Punkte  A0  and  Ax  sei  nun  respective 

 *o  

^  ~ 0*76.  (1  +  0,00375 .  f0)  *    **"  ~  0-.76.  (1  +  0,00375 .tx)' 

wo  t0t  b0  und  tl9  bx  gleichzeitig  mit  der  Winkelmessung  auf  den 
Punkten  A0  und  Ax  am  Thermometer  und  Barometer  beobachtet 
worden  sind;  dann  sind  nach  dem  bekannten  Hauptsatze  der 
Theorie  der  terrestrischen  Refraction,  in  seiner  gewöhnlichen  Ge- 
stalt, die  Refractionen  in  den  Punkten  A0  und  Ax  respective: 

ku^.A0'A%'  und  k\kx.Ax  AJ 

oder  in  der  oben  eingeführten  abkürzenden  Bezeichnung: 

fyoöo  und  Ä>tlÖ1. 

Also  sind  die  wahren  Neigungswinkel  der  Linien  A0A%  und  AXA% 
gegen  die  Ebene  des  Linibus  des  Theodoliten: 

i 

welche  wir  im  Folgenden  durch  N0  und  Nx  bezeichnen  wollen, 
so  dass  also 

No=Wo*2  —  *t*i>Qo  «nd  jyi=Nl,*—ttil0l 

ist,  indem  immer  iV0,a  und  Iflf2  die  wirklich  beobachteten 
Neigungswinkel  der  Linien  A0A2  und  AXA*  gegen  die  Ebene 
des  Limbus  des  Theodoliten  bezeichnen.  Nun  haben  wir  in  den 
ebenen  Dreiecken  A0OAt  und  Axt)A%  offenbar  die  folgenden  Pro- 
portionen : 

R0 :  ff2=sin  1 180°  -  60  -  (90"  +  2V0)  | :  sin  (90°  +  N0), 
Rx : Äa=sin  1 1800-  6X  -  (90°  +  N,)\ :sin  (90° +i^) ; 

oder: 

Äo :  Ä, = sin  { 90°  -  (Öo + iVo)  I : « i  n  (90° + iVo) , 
Rt :     =. s  i  n  { 90° — ( 0X  +  Nx )  } :  s  in  (90° + Nx ) ; 

also: 
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R0:R2  =  cos  (0O  +  N0) :  cos  JS0 , 
=  cos  (0A  +     ) :  cos  ^ . 

Hieraus  folgt: 

_     cosiVp   p  cosiY, 


Rx  cos  iV0  cos  (0,  +  jV,) 

/^""cosi^  cos(ö0  +  iVo) ' 

oder 

#1  _c"s(i>U  —  fyufl0)cos}iY,,fl  -f  (1-^00^ 
i?0     cos  ( A7,  .a  —  /    0, )  cos  ( iV„,a  +  ( l  —  Apo)  0O } ' 

mittelst  welcher  Gleichung  £  bestimmt  werden  muss. 

Man  kann  diese  Gleichung  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

_  cos  öi   1  -  tang0,  tang(ty,_aJ— foift) 
#o     cos  ö0 "  i  —  tangöo  taug  (Äo*— fyoöo) 

oder : 

Rx  vn*ß0^  j^-tang. ßt  tang ( jVt ,a — fy, fl, ) 
/?0  coh  0,     1  —  taug  0O  taug  (i.Y0*  —  Ä^o)  * 

Behufs  einer  ersten  Näherung  setze  man: 


so  wird 


tang  (iV,  0,)  =  tangiV,*- 


1  -  tang  0O  tang  jV0,a  +  kHB0  —4"^ 


also 


cosiVo,a- 

sin0t 

 ™#7*. 

cos01cosA1,2         _        mT  Z\n~fi~' 

€08  00  008^-8^00  810^  +  ^0^-^. 

sin  /V0,2 


_  cog^cos  5^  cog  *■  c<>8^«  -  gi°  Ol  "i"  ^.  i  +  fr.  0. 
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woraus  sich 


cos(fl0  f  Nqv)  cosC^+iV,^) 
Ki   x-  — /fO 


;  COS  iV0,2  COS  /V,  ,2 


„flD         Sl"  fr  „         O  S'"fr> 

und  wenn  man»  unter  der  Voraussetzung,  dass  60  una*  fr  nur 
klein  sind,  für  0O  und  6\  näherungsweise  respective  sind0  ond 
sinöt  setzt: 

R  co8(0o+NOi2)_R  cos  (Oi+NnJ 
J.  _  _    1     cos  jV0t^  0     cos  Nt  ,a 

Wie  man,  wenn  man  mittelst  dieser  Formeln  einen  ersten 
Näherungswerth  für  k  gefunden  hat,  dann  auch  mittelst  der 
obigen  Gleichung  diese  Grösse  leicht  völlig  genau  berechnen 
kann,  wird  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedürfen.  Nach* 
dem  man  aber  k  gefunden  hat,  erhalt  man  /?2  leicht  mittelst 
einer  der  beiden  aus  dem  Obigen  bekannten  Formeln: 

_     cos  Ar0  cosiVt  D 

wo 

ist,  und  zugleich  die  doppelte  Berechnung  von  R2  nach  den  bei- 
den vorstehenden  Formeln  eine  Controle  für  die  Richtigkeit  der 
ganzen  geführten  Rechnung  darbietet. 

Hiernach  wollen  wir  nun  endlich  zur  Entwickelung  der  schon 
oben  erwähnten  allgemeinen  Formeln  zur  Berechnung  der  Länge 
und  Breite  B2  des  Punktes  A2  übergehen. 

Bezeichnen  wir  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  A%  gezogene 
gerade  Linie  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  xfy,  i  ein- 
schlichst,  durch  cr2,  ß2*  Y*»  s0  kommt  zunächst  Alles  auf  die 
Bestimmung  dieser  drei  Winkel  an,  weil  sich,  wie  man  sogleich 
Obersicht,  die  Länge  und  Breite  L2  und  B2  aus  diesen  drei  Win- 
keln leicht  berechnen  lassen  werden.  Die  Lehren  der  analytischen 
Geometrie  liefern  uns  aber  zu  der  Bestimmung  der  drei  in  Rede 
stehenden  Winkel  unmittelbar  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

cos  0O  =  cos  «o  cos  a*  -f  cos  ß0  cos  ß9  -f  cos  y0  cos  y% , 


uiyinzeo 
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cos  öi  =  co* or,  cos    -f cos  ßx  cos &  +  cos yi  coaya , 

cos  aj®  +  cos  /3aa  +  cos  yaa  =  1 ; 

wobei  natürlich  0O  und  0,  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  wo- 
zu wir  nach  dem  Vorhergehenden  berechtigt  sind.  Die  Bestim- 
mung der  drei  Winkel  o^,  ß2*  y2  aus  diesen  drei  Gleichungen, 
namentlich  in  möglichst  eleganter  Form,  ist  nicht  ganz  leicht, 
wenn  man  sich  dabei  nicht  eines  Kunstgriffs  bedient.  Dieser 
Kunstgriff  ist  folgender. 

Wenn  der  Kürze  wegen 

_  (cos  Op  —  cos  <*t  cos  Sl)  cos  60  +  (cos  ax  —  cos    cos  Sl)  cosdi 


sin  Sl* 

(cosft)  — 

cos  ßx  cos  Sl)  cos  ß0  +  (cos  ßt 

—  COS  00  COS  Sl)  COS  0| 

sinÄ* 

* 

(cosy,,— 

-  cos  yi  cos  Sl)  cos  0n  -f  (cos  yi 

—  cos  Yo  c°8  ä)  cos  6\ 

sin 


gesetzt  wird,  so  setze  man 

cosa2=^-|-jy, 

cosft>=i?+r, 

cos  ya  =  C+Z; 

• 

und  führe  nun  Xy  F,  Z  statt  «2,  /32,  ya  als  unbekannte  Grossen  ein. 

Zu  dem  Ende  überzeugt  man  sich,  mit  Rucksicht  darauf,  dass 
bekanntlich  • 

cosß  =  cos  a0  cos  at  -f-  cos  ß0  cos  jS,  +  cos  y0  cos  yt 

ist,  zuvorderst  sogleich  von  der  Richtigkeit  der  zwei  folgenden 
Relationen : 

A  cos  Co  +  B  cos  ß0  -f-  Ccosy0  =  cos  60 , 
A  cos  «i  -f  Z?cos  ßi  +  Ccos  y4  =  cos  6\ ; 

und  weil  nun 

cos  er0  cos  «j -f cos  ß0  cos  ß2  +  cos  y0  cos  ya  =  cos  ß0  f 
cos  ax  cos  0^4"  cosftcos^  -f  cosftcosyg^  cos6\ 

ist,  so  ergeben  sich  aus  dem  Obigen  offenbar  sogleich  die  beiden 
folgenden  Gleichungen : 

cosoo-X-fcos^o.  F-f-cosyo.Z=0, 
cosfti .       cos  & .  F+cosy! .  Z=(X 
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Drückt  man  ferner  die  Gröben  A,  B,  C  auf  folgende  Art  aus: 

COS  «o  COS  flp-f  COSgt  COS  $i  —  COS  Sl  (COS  Oq  cos  0!  +  cos  c,  cos  fl0) 
A  =  ainÄ»  " 

_     cos  ß0  cos  0O  4-  cos  ft  CQ8  (9,  —  cos  Sl  (cos  Po  cos  0!  +  cos    COS  Bp) 
B=  sin  SV* 

cos  y0  cos  0p  j-  cos  yx  cos  0,  —  cos  Sl  (cos  yft  cos  0!  -f  cos  yx  cos  0O) . 
C=  ~  sin  SV* 

so  erhält  man  leicht: 

(^*  +  J5*+C*)sin£* 
=    (l  +  cos  &*)  (cos  0oa  +  cos  0t2  +  2  cos  Ä  cos  0O  cos  0!) 

—  2  cos  &  (cos  cr0  cos  0O  +  cos  ax  cos  0,)  (cos  «□  cos  6X  +  cos  er,  cos  0O) 

—  2  cos  Sl  (cos  ß0  cos  0O  +  cos  ßx  COS  0!)  (cos /30  cos  0,  +  COS  ßi  cos  0O) 
— .  2  cos  Sl  (cos  Yo  cos  0O  +  cos  yx  cos  0,)  (cos  y0  cos  0t  +  cos  y!  cos  0O) 

=    (l  +  cos  SV1)  (cos  0oa  +  cos  0X2  +  2  cos  Sl  cos  0O  cos  6X) 

—  2  cos  Sl  [  cos  Sl  (cos  0O*  +  cos  042)  +  2  cos  0O  cos  0t  1 

=    sin  Sl2  (cos  0O*  +  cos  0^ — 2  cos  &  cos  0O  cos  0! ) , 
also 

cos  0o2»f  cos  Bx  g — 2  cos  Sl  cos  0O  cos  0t 
^  +^+C  -  shTÖ* 

Auf  der  Stelle  erhellet  aber  wegen  der  Gleichungen  ^ 

cosor0.  A"+  cos/V  F  +  cosy0.  Z=0, 
cos  «x .  X  +  cos/?! .  F  +  cos  yi .  Z=0 

auch ,  dass 

AX+BY+CZ=0 
ist;  daher  ist,  wie  man  sogleich  findet,  wenn  man  die  Gleichungen 

cos  «2  =  A  \  X, 

cospa  =  -ß+r, 

cosya=C+Z 
quadrirt  und  dann  au  einander  addirt: 
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also 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

X*±  F*+  £*—  1    008       cos        ^ C0S ^ cos ^° €0S  Ö| 
~~  sin&a 

Also  hahen  wir  zur  Bestimmung  von  X,  Yt  Z  jetzt  die  drei 
folgenden  Gleichungen : 

cosor0-^  +  cos/V  F+cosyo.Z=0, 
cos  «j .  X  -f  cos    .  F-f  cos  yt .  Z=0, 

+       «*     ~  sinß* 
Aas  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergieht  sich: 

■ 

p_  cos  y0  cos  ct  —  cos  Cp  cos  yt  ^. 
~~  cos  0O  cos  y,  —  cosy0cos^i  ' 


also 


^  c°**  <*0  cos  ßi  —  cos  ßo  C0S  al  j[ 

cos  ß0  cos  yj  — cos  y0  cos  ßt  * 


(cosjJ0cosy,  —  cosy0cosft)*  «5  


TP" 

=  (cos  «o  cos  &  —  cos  /J0  cos  «i)1 
f  (cos  ft>  cos  yx  —  cos  y0  cos  ßx  )* 

=  (cos  Oy*  -f  cos  ft,*  +  cos  y02)  (cos  0^  +  cos  ft*  4  cos  yt *) 
—  cos  «oa  cos  «| * — cos  |?02  cos  ft  3  —  cos  y0*cos  yj a 

—  2  COS  Oo  cos  cx  cos  ß0  cos 

» 

—  2  cos  ßa  cos  ft  cos  y0  cos  yt 
— 2  cos  y0  cos  yt  cos  a0  cos  ofj 

=  1  —  (cos  a0  cos  cf£  -f  cos  ß0  cos    -f  cos  y0  cos  y4)* 
=  l-cosÄ*  =  sin£a, 

folglich 

^     F*    Z*  »in  Sl*  

+      *      ~~  (cos ß0  cos  y,  —  cos  y0  cos  ft)*  ' 

Tk.il  XXIV.  IS 
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also  wegen  der  dritten  der  drei  zwischen  X,  F,  Z  Statt  finden 
deo  Gleichungen: 


_.  a  cos/J0cosyi-cosy0cosft4  f.  co»60Hco^l2-'2cosSlcos60cosel  v 
X=±  slnÄ  \  1   sÜTä* 

Daher  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander  nach  dem  Obigen  überhaupt: 


cos/30cosyi-cosy0cosft4  f      cos  fl^+cosö;— 2cok  £cosß0cosQi 
 sin&  \  1_  süTÖ* 


_  cosyoCosaj-cosooCosyjAr  cosö'+cosöj — -cog  •ftcosß0cosftl 
=±  smÄ  V  1  sÜTä*  ' 


cosaocosßt  -cos/?0co8a,  4  /".  cos  -  '.»cos  ^IcosÖqCos^ 
=±  «InS  V  1  sTn~Ä5  — 


sinÄ 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 
«o 

*o 

«I 


COSor0 

cos  JL<>  cos  Z?0 

sinÄ 

sin  £  ' 

cosft» 

sin  LA  cos  Bq 

sinÄ 

cosy0 

sin/?0  # 

sin  & 

cos»! 

cos  L|  cos  Bt 

sinÄ 

sin  Ä 

cos  ^ 

sin  L|  cos  Bx 

sinÄ 

sin  & 

COS  Vj 

sin  Bx  t 

sinÄ 

sin&  ' 

cos(90 

COSÖ,. 

sinÄ 

» 

*»  —  .inÄ' 

00  Ist: 


^  =  («o — «1  COS  Ä)  Ao  +  (fl!  —  «o  cos  St)  i,  , 

B=  (b0 — 6i  cos  Ä),Ao  +  r^i  —  *o  cosÄ)  ^ , 

C  =  (Co  —  Ci  COS  fi)  lo  -f  (C|  —  Co  cos  fl)  ^ 
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x=  ±  (Vi  —  c0bx )  si  d  £  V  1  —  + 1,»—  2V,  cos  Ä) , 
F=± (coö,  —  aoCi) sin Ä  Vi  - (V  +  V - 2AoA,  cos&), 
Z=±  («<A  — Vi)sin & V  I  - ( V  +  A1»-2A0AI  cosÄ) ; 

oder: 

A  =  a0(X0— A,  cosÄ)  +  ö,  (l!  —  AoeosÄ), 
^ = *o  (*o  -  A,  cos  Sl)  +  6|  (A,  — A©  cos  Ä) , 
C=  c0  (A*  -  A,  cos  &)  +©i  (Aj — Xq cos  ä) 

and 

X=  dt  (Vi  -  <*A)  ein  Ä  V  1  V-2AoAt  cosÄ) , 

F=  ±  (c0"i  -  HoCj) 8in  £  V 1  -  (A02+Al* — '^AqAj  cos  äJ, 
2  =  ±  (Vi  —  Vi )  *»o  £  V  1  -  ( V + V  -  2AoA,  cos  Ä) ; 

oder: 

^  =  («o— fli)(^>— A^cosiÄ^+Coo+aJCAo+A!)^!!^*, 
Ä=(60-6i)(A0-A1)cosiÄ«+(60+61)(A0+A1)sinl^, 
C=r  (c0  -  CiHAo — AJ  cosS        (c0  +  c4)  (A^A^sin  \Sl* 


*=  ±  (Vi  -  Vi)  ■«  ^  V  1  -  (Ao  -  A,  )»cos  iÄ*  -  (Ao  +  Aj^sin'ß» 
F  =i  (c0a,  - <f0c, )sio £  Vi  -  ( Ao — A, )* cos  i£2  —  (Ao  +  Aj )« hin  i£» 

Z=db  (Vi  -  Vi)*inÄ  V 1  — (Ao— Aj^cosiW*— (Ao+A^^sinJÄ«; 
oder: 

/f=(flo-öi)(Ao— A,)-|-2(oüA1  +a,Ao)sin{&2, 
B^fo—b)  (Ao-A,)  +  2(60A,  +  bMsln  i£», 
C=(c0-c,)  (A0-A1)  +  2(c0A1  +ClAo)  sinj£» 


* = ±  (Vi  -  Vi )  s  i  n  £  V  1— (Ao-A,)«— 4AoAt  sin  l£» , 
F=  ±  (c0ai— <t0Ci)  sin  £  V 1—  (Ao— A,)»— 4A0A1sioi£*, 
Z  =  ±(Vi-  V, )  »*  n  £  Vl-(A0-Al)»-4A0A1sio;Ä* ; 

oder : 

1B- 
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il  =  (ao  +  <*i)  Oo  +  *i )  —  2  («0*1  +  Ol  *o)  cos  J&*  , 
B= (60  +  *j)  (*o  +  *i )  -  2  (Doli  +  6^)  cos 
C= (c0  +  Ci)  (Ao  +     -  2  (c0A,  +  c,  Ao)  cos  iÄ* 

und 

J¥r=±  (Vi  -  c06,)  sin  &  VT-  (Ao  +  A,)2  +  4A0X1  cos  JÄ». 
K=±(c0fli  —  flo^i) sin &  V  1  — (Ao  +^)*  +  4AoA4  cos  i&2, 
Z  =  ±  K&!  -  o0«i)  sin  Ä  Vl-(A0  +  Al)*  +  4A0A1cosiÄa. 

Die  Berechnung  der  Wurzeigrusse  erleichtert  man  sich  auf 
folgende  Art,  wobei  wir  natürlich  annehmen,  dass 

VI  -  (Ao  -  A,)2  -  4AoA,  sin  i  Ä2 

und 

Vl-(A0  +  A1)*  +  4A0AlcosiW» 

heide  reell,  also 

l-CAo-A^^ViSiniÄ*  und   I  —  (Ao  +  A,)2  +  4AoAj  cos  ££2 

beide  positiv  sind. 

I.  Wenn  1  — (Ao — At)2  positiv  und  auch  A«Ai  positiv  ist,  so 
kann  man     

_  r-   4  /  ,     4iL,A|  8i h  «  52  2 

VrI=(5=ijs-4M,«ii.lÄ»=  V  l-^-AJ'-V  ^-I^^jyi 
setzen,  wo 

4AqA,  sin  ISI* 
l-(Wi)a 

positiv  Ist. 

II.  Wenn  1  —  (A©— Ai)*  positiv  und  AoA,  negativ  ist,  so  ist, 

weil 

1-0o  +  Ai)H*ViCm  \Sl* 
positiv  ist,  1—  (Ao  +  Ai)2  positiv,  und  man  kann  also 


setzen,  wo 

— 4AqA1cos;&2 
l-(Ao  +  A,)2 

positi*  ist. 


SP 
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ID.   Wenn  1— (*o-*i)*  negativ  ist,  so  ist,  weil 

l-(V-Ai)a-4VLi  *in^ 
positiv  ist,  XQXl  negativ,  also,  weil 

l-(*0  +  *l)*  +  4^608^ 

positiv  ist,  1— (*o+*i)a  positiv;   also  kann  man 

V  l~(A0+A1)»+4MiCosiÄ»=  ^l-CAo+A,)».  V^T^tTff 
setzen,  wo 

—  4^  cosi&« 

~l-(*o+*l)a 

positiv  ist 

Im  Falle  I.  setzt  man  also 

cosq  |  2sin|i2V*0*^ 
(in  ö  f  "~ 


sin  es  I    VoT*0-*I)(i-*0  +  *1)' 

und  bat  dann 

\T  1  - (*o-*!)2 - 4^ sin |Ä»  =  ™  °  }  V(l  +  *0-*I)(l-*o+*i). 

In  den  Fällen  II.  und  III.  setzt  man 

cos  ö  |  2cos»&  V  —  *q*! 

sin  ö  j  -  V^(TT*oT*T)  (l--*o-A|) ' 

nnd  hat  dann 

Vl-(*o +  *!)*  + 4^  cosi^=  ™  *  (  VO+^+^Xl-Wi). 

Nachdem  man  die  Grössen  A,  B,  C  und  Jl,  F,  Z  berechnet 
hat,  findet  man  a^,  ß2,  y%  leicht  mittelst  der  Formeln: 

cosa2  =  A  +  X, 

cos/3a=J?-f  F, 

cos  yfl=C+Z' 

Weil  nun  aber 

COS  =  cos  Z«2  cos  2?a' , 
cos  0s  =  sin  La  cos  2?,' , 
cosy1  =  sin2V 
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ist,  so  bat  man  zur  Berechnung  der  Breite  B%  und  der  Länge 
1*2  die  folgenden  einfachen  Formeln: 

sin  2^'  =  cosyt; 

_         COS«2        .    .        cos/J,  ¥  casßt 

C08^=c^i7''  BluL*=^s*"  Un^=^* 

Weil  der  absolute  Werth  von  Bt'  nie  grösser  als  90°  ist,  so 
läset  die  erste  Formel  rucksichtlich  der  Breite  nie  eine  Zweideu- 
tigkeit zu.  Rücksichtlich  der  Länge  I*  hat  man  zu  bemerken, 
dass,  wenn 

cos  £3  positiv,  sinLa  positiv; 
„     negativ,     „  positiv; 
negativ,     ,,  negativ; 
positiv,      „  negativ 

ist,  respective 

0<L,<90°, 
90°<La<180°, 
18U°<I*<270<>, 
270°<I»<360° 

genommen  werden  muss,  so  dass  also  auch  nie  ein  Zweifel  blei- 
ben kann,  wie  man  die  Länge  zu  nehmen  hat. 

Zwischen  den  Grossen  a0,  b0,  c0  und  alt  blt  c,  finden  verschie- 
dene leicht  zu  beweisende  Relationen  Statt,  von  deuen  wir  uns 
die  folgenden  merken  wollen: 

o0ffo  +  Mo  +  Vo  =  cosec 

aiai  +  Mi  +  cici  =  cosec  5i2, 

«Vi  +  Mi  +  coci  =  cos&cosecß2; 

(*obi  —  Mi)*  +  (Mi  ~  Mi  )*  +  (co«i  —  «oci)* = cosecß2. 

Wegen  der  doppelten  Vorzeichen  der  Grössen  A,  F,  Z  liefert 
das  Obige  immer  zwei  Auflösungen  unserer  Aufgabe,  was  offen- 
bar auch  ganz  in  der  Natur  der  Sache  liegt.  Welche  dieser  beiden 
Auflösungen  man  zu  nehmen  hat,  muss  aus  den  besonderen  Um- 
ständen jedes  einzelnen  Falls  entschieden  werden,  worüber  sich 
allgemeine  Regeln  naturlich  nicht  geben  lassen.  Indess  mögen 
die  folgenden  Betrachtungen  einige  Anhaltepunkte  liefern. 
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Ist 

L*  +  %  +  iVz  =  0 

die  Gleichung  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  und  die  Punkte 
A0  und  Ax  gelegten  Ebene,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von 
L,  M,  N  offenbar  die  beiden  Gleichungen: 

L  cos  «o  +  M  cos  ß0  +  iVcos  y0  =  0 , 

Leos«]  +  Mcosßl  +  2Vcosyl=0; 

m 

aus  deuen  sich 

L  (cos  Yo  co*  *i  —  C08    cos  Yi ) — &  (cos  ßo  008  Ti    cos  ft>  cos  ßi ) = 0» 
iCcosooCos/?!  —cosPoCoscfi)  —  iV(cos0oco8y,  —  cosyocos|51)=0 

ergiebt,  so  dass  man  also 

L  =  cos  ß0  cos  yx  —  cos  y0  cos  =  (b0Ci  —  o06i)  sin  Ä1, 
At=  cot»  y0  cos  «i  —  cos  «o  cos  yt  =  (cq^  —  orfi )  sinÄ1, 
iV  =  cos  cr0  cos  ßi  —  cos  ß0  cos  ax  =  (a06i  —  60<»t )  s^n 

setzen  kann.    Daher  ist 

(60Ci  —  Cq^j)  *  +  (c0<ii  —  a0cx  )y  +  (o<A  —  *o«i)  * = 0 

die  Gleichung  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  und  die  Punkte 
A0  und  Ax  gelegten  Ebene. 

Bezeichnen  wir  nun  durch  x%,  y2>  die  Coordinaten  des 
Punktes  At,  so  ist  offenbar 

xa=/^cosae,   iftz=RzCoaß2t  i2=Äacosya; 

und  sind  x%' ,  ,  h'  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem 
das  von  dem  Punkte  A2  auf  die  Ebene  des  Aequators  gelallte 
Perpendikel  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  und  die  Punkte 
Ao  und  Ax  gelegte  Ebene  schneidet,  so  bat  man  zwischen  die- 
sen Coordinaten  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

(Vi  —  c0bx)x%'  +  (co«i -aoci)!l2  +(«0*1  —  Mi)1»' =°» 
also,  weil  offenbar 

ist,  die  Gleichung 

(60c,  —  Co6|)«s  +  («0^1  —  «o^Oya  +  (°o*i  —  —  0 

oder 
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1  (Vi  —  )  cos  «a  f  (c0a4  -  )  cos /J2 1 R*  +  («  A  —  Oo^i)  V  =  °» 
woraus  sieb 

_    (&0c,  —  c06, )  cos  «2  -I  (cpo,  —  (f0c, )  cos  A, 

ergiebt.  Aus  der  Vergleichung  der  Werthe  von  z2  und  Za',  oder  von 
TT=Cosy.,  und    #>  =  :  j  cosoa  —  -  v— -r •— -cospa 

mit  einander  wird  man  gewiss  immer  leicht  zu  beurtheilen  im 
Stande  sein,  welche  der  beiden  Auflösungen  man  in  jedem  ein- 
zelnen Falle  zu  nehmen  bat. 

j.  10. 

Wir  haben  bisher  angenommen,  dass  man  bei  der  anzustel- 
lenden geodätischen  Messung  zwei  Punkte  A0  und  Ax  auf  der 
Erdoberfläche  zu  Grunde  lege,  deren  Längen,  Breiten  und  Ent- 
fernungen von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gegeben  sind.  Dies 
ist  auch  der  allgemeinste  Fall,  auf  den  man  immer  zurückkommen 
muss.  Man  kann  aber  auch  annehmen,  dass  nur  für  einen 
Punkt  A0  die  astronomisch  bestimmte  Breite  und  die  etwa  mit- 
telst eines  Nivellements,  das  nötigenfalls  nur  ein  barometri- 
sches sein  kann,  bestimmte  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  gegeben  sei,  und  kann  dann  zu  der  Lange  in  Bezug  auf 
den  Punkt  A0  als  Anfang  der  Längen*),  der  Breite  und  der  Ent- 
fernung von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  für  den  Punkt  At  auf 
folgende  Art  gelangen. 

Zwischen  den  beiden  Punkten  A0  und  Av  wird  eine  soge- 
nannte Basis ro  essung  mit  Maassstäben  vorgenommen,  wobei 
wir  annehmen,  dass  das  gewählte  Terrain  einer  solchen  Opera- 
tion, wie  wir  sie  nachher  genauer  beschreiben  werden,  günstig 
sei,  so  dass  ihre  Ausführung  in  der  nachher  weiter  zu  bespre- 
chenden Weise  möglich  ist,  und  uns  nun  zunächst  völlig  bestimmt 
darüber  erklären  müssen,  was  wir  hier  unter  einer  Basismessung 
verstehen,  indem  sich  dann  von  selbst  an  diesen  Begriff  die 
Methode  der  Ausführung  einer  solchen  Messung  knüpfen  wird. 

Um  daher  zuerst  den  Begriff  einer  Basismessung  zwischen 


')  Der  Längendifferenz  der  Punkte  A0  und  Alt  die  man  immer  nur 
braucht. 
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■ 

den  Punkten  A0  und  Ax  gehörig  festzustellen,  denken  wir  uns 
durch  die  Punkte  AQ,  Ax  und  den  Mittelpunkt  O  der  Erde  eine 
Ebene  gelegt,  und  in  dieser  Ebene  zwischen  den  Linien  OA0 
und  OAx  aus  O  als  Mittelpunkt  mit  dem  bekannten  Halbmesser 
OA0  einen  Kreisbogen  /l0Ü0  beschrieben.  Die  Messung  der 
Länge  dieses  Kreisbogens  ist  der  Zweck  einer  zwischen  den 
Punkten  A0  und  Ax  auszuführenden  Basismessung,  nach  der  von 
uns  in  dieser  Abhandlung  stets  festgehaltenen  Au ffassungs weise 
geodätischer  Operationen. 

* 

  ♦ 

Fragen  wir  uns  jetzt,  was  wir  durch  eine  solche  Messung 
gewinnen^  so  erhellet  leicht,  dass  dieselbe  zu  der  Kenntuiss  des 
Winkels  A0OAX  am  Mittelpunkte  der  Erde,  oder  zu  der  Kennt- 
niss  des  Bogens  AQ' Ax  auf  der  Projections- Kugelflache  führt, 
weil  man  offenbar  die  Proportion  hat: 

5W>:  A0'AX '  =  2 . 0  A0 .  * :  AQa0 , 

der  sich 


_I80»  A^o 

Ao*i  -  —  jjä; 

ergiebt,  mittelst  welcher  Formel  A0'Ai'  aus  den  bekannten  Grös- 
sen ÜA0  und  AqÜ0  leicht  in  Graden  berechnet  werden  kann. 

Die  Methode,  nach  welcher  der  Bogen  A0ft0  gemessen  wer* 
den  muss,  ist  nun  in  der  Kurze  folgende,  wobei  man  nicht  aus 
den  Aui;en  zu  lassen  hat,  dass  die  Beschaffenheit  des  Terrains 
die  Ausfährung  der  zu  beschreibenden  Operationen  möglich  machen 
muss,  und  dass  man  sich  freilich  bei  der  Ausführung  solcher 
Operationen  immer  wird  einige  Näherungen  gestatten  müssen, 
die  nicht  zu  umgehen  sind.  In  dem  Punkte  Aa  stelle  man  den 
Theodoliten  so  auf,  dass  die  Ebene  seines  Limbus  auf  der  Linie 
OA0  senkrecht  steht,  wozu  früher  die  erforderliche  Anweisung 
ausführlich  ertheilt  worden  ist.  Richtet  man  dann  das  Fernrohr 
auf  den  Punkt  Ax  und  bewegt  es  um  seine  der  Ebene  des  Lim- 
bus  des  Theodoliten  parallele  Drehuntisaxe,  so  beschreibt  bei 
dieser  Bewegung  seine  Visirlinie  offenbar  die  Ebene  A$OAx ,  oder 
die  Visirlinie  bewegt  sich  fortwährend  in  dieser  Ebene.  Hierauf 
lege  man  einen  Maassstab  mit  seinem  einen  Endpunkte  an  den 
Punkt  A0,  bringe  ihn  mit  Hülfe  des  Theodoliten- Fernrohrs  in  die 
Ebene  A0OAx  und  gebe  ihm  zugleich  mittelst  eines  auf  ihm  an- 
gebrachten Niveau's  oder  einer  anderen  zweckdienlichen  Einrich- 
tung eine  solche  Neigung  gegen  den  Horizont,  dass  er  auf  der 
von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  Aq  gezogenen 
Linie  —  eigentlich  und  streng  genommen  freilich  auf  der  von  dem 
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Mittelpunkte  der  Erde  nach  der  Mitte  des  Maassstabes  gezogenen 
Geraden  —  senkrecht  steht,  durch  welche  ganze  Operation  der 
Maassstab  also  offenbar  mit  der  Durchschnittslinie  der  Ebene 
AQOAt  mit  der  auf  der  Linie  OA0  senkrecht  stehenden  Ebene 
zusammenfallend  gemacht  wird,  woraus  zugleich  die  Möglichkeit 
der  Ausführung  der  ganzen  Operation  an  sich  deutlich  erhellet. 
Ganz  auf  dieselbe  Weise  lege  man  an  den  anderen  Endpunkt 
dieses  ersten  Maassstabes  einen  zweiten  Maassstab  an,  und  setze 
dieses  leicht  verständliche  Verfahren  so  lange  fort,  bis  man  bei 
dem  Punkte  Ax  anlangt,  worauf  man  dann  durch  Addition  aller 
Maassstablängen  den  zu  messenden  Bogen  A0Mq  erhält,  mit  aller 
hierbei  überhaupt  erreichbaren  Genauigkeit,  wobei  es  uns  völlig 
genügt,  das  Verfahren  hier  nur  in  seinen  Grundzügen  beschrie- 
ben zu  haben. 

Ganz  vorzüglich  entsteht  nun  aber  die  Frage,  wie  gross  die 
Neigung  gegen  den  Horizont  ist,  die  man  dem  mit  Hülfe  des 
Theodoliten -Fernrohrs  in  die  Ebene  A0OAl  gebrachten  ersten 
Maassstabe,  den  wir  als  Repräsentanten  aller  übrigen  Maassstäbe 
hier  besonders  in's  Auge  fassen  wollen,  geben  muss,  wenn  er 
auf  der  Linie  OA0  senkrecht  stehen  soll.  Diese  Frage  kann  auf 
folgende  Weise  beantwortet  werden. 

Alles  auf  den  Punkt  A0  bezogen ,  sei  für  diesen  Punkt  als 
Anfang  der  Coordinaten  der  Horizont  die  Ebene  der  xy,  der  Me- 
ridian die  Ebene  der  xz;  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  sei 
nach  der  Seite  des  nächsten  Erdpols  hin  gerichtet;  der  positive) 
Theil  der  Axe  der  y  liege  auf  der  Seite  des  Meridians,  auf 
welcher  der  Punkt  Ax  liegt;  der  positive  Theil  der  Axe  der  z 
gehe  nach  dem  Zenith.  Die  Gleichungen  der  Linie  OA0  sind, 
wenn  für  den  Punkt  A0  der  im  Vorhergehenden  immer  im  Allge- 
-  meinen  durch  o)  bezeichnete  Winkel  durch  toQ  bezeichnet  wird, 
wie  aus  Taf.  III.  Fig.  10.  auf  der  Stelle  erhellet,  in  völliger  Allge- 
meinheit : 

x=— xtang(90°— ©o)  =— ;rcot»0,  y=0; 

also 

r 

2=— 2tango>o,  y=0. 

Der  Winkel,  welchen  die  Ebene  A0OAl  mit  der  Ebene  des 
Meridians  des  Punktes  A0  einschliesst,  indem  wir  diesen  Winkel 
von  der  Seite  der  positiven  x  an  nach  der  Seite  der  positiven  y 
bin  zählen  und  nicht  grösser  als  180°  nehmen,  werde  durch  N0 
bezeichnet,  wobei  wir  bemerken,  dass,  wie  dieser  Winkel  ge- 
messen werden  kann»  nachher  gezeigt  werden  wird.   Dann  ist  in 


Digitized  by  Google 


und  Rechnungen  anzuwendende  Methode.  195 

dem  aus  Taf.  III.  Fig.  10.  leicht  ohne  weitere  Erläuterung  von 
selbst  ersichtlichen  Systeme  der  xtyxxXt  wo  die  positiven  Theile 
der  Axen  der  y  und  yx  mit  einander  zusammenfallen,  die  Glei- 
chung der  Ebene  A0OAx  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

y^^tangiVo- 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ist  aber: 

xz=zxx  cos  o)0  —  xx  sin  a>0, 

y—y\* 

x  =  xx  sin  o>0  +  t\  cos  w0 ; 

also  umgekehrt : 

xx  =  x  cos  w0 + *«in  co0 , 

X!  =  —  arsineo0-|-zco8o>0; ' 

folglich  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Ebene  A0OAX  in 
dem  Systeme  der  xyx: 

y  =  {x  cos  o>0  +  x  sin  o>0)  tang  NQ 

oder: 

xcos  a>u  sin  N0  — y  cos  2V0  -+ 1  sin  w0  sin  NQ  =0. 

Die  Gleichungen  des  Maassstabes  seien: 

x  =  a0x,  y  =  bvx. 

Da  derselbe  in  der  Ebene  A0OAt  liegen  muss,  so  ist  nach  vor- 
stehender Gleichung  für  jedes  i: 

(au  cos  a>„  si  n  iV0  —  60  cosiV0  -f  sin  <o0  sin  N0)  x = 0, 

also 

a0  cos  w0  sin  N0  —  60  cos  Nu  +  sin  «0  sin  ZV0  =  0. 

Weil  ferner  der  Maassstab  auf  der  Linie  OA0,  deren  Gleichun- 
gen nach  dem  Obigen 

ar  =  — itang©0,  y  —  0 

sind,  senkrecht  stehen  muss,  so  haben  wir  nach  den  Lehren  der 
analytischen  Geometrie  die  Bedingungsgleichung 

1— aotangw9=0, 

woraus  sieb 
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a0  =  cot  »0 

ergiebt.    Also  ist  wegen  der  obigen  Gleichung  zwischen  a0  und  6, 
(cos  w0  cot  w0  +  sin  co0)  sin  N0  —  6U  cos  N0  =  0, 
(cos  »0a  -f  sin  eo02)  sin  jV0 


voraus  sich 


-6.co^0=0. 


.  tan*iVn 

o,t  =  — r. 


ergiebt.    Also  sind  die  Gleichungen  des  Maassstabes: 

Ist  nun  t0  der  Neigungswinkel  des  Maassstabs  gegen  die 
Ebene  des  Horizonts,  nämlich  gegen  die  Ebene  der  xyt  deren 
Gleichung 

0ar+0.y+x  =  0 
ist,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

(0.cffl,+o.!g  +  .). 

8,n''  =  T^^^T' 

sin  g>0* 

woraus  man  leicht 

8in,'"l=  i+8tT8"^0«=8inm°'cogjr'' 


erhält. 

Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  des 
lässt  sich  auf  folgende  Art  ausdrucken : 

x  =  ysinw0cotiV0. 

Für  den  Maassstab  selbst,  welcher  ganz  auf  der  Seite  der  posi- 
tiven y  liegt,  ist  y  stets  positiv,  also  z  positiv  oder  negativ,  d.h. 
der  Maassstab  liegt  über  oder  unter  dem  Horizonte,  jenachdem 
cotiV0  positiv  oder  negativ,  d.  h.  jenachdem 

0<iVo<90° 


90°<iVo<180° 
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ist.  Nimmt  man  nun  t0  positiv  oder  negativ,  jenachdem  der 
Maassstab  Ober  oder  unter  dem  Horizonte  liegt,  so  folgt  aus  der 
Gleichung 

sin  t0a  =  sin  a»0acosiV02 

offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

sin  t0  =  sin  co0  cos  iVn , 

mittelst  welcher  Formel  die  Neigung  des  Maassstabes  gegen  den 
Horizont  bestimmt  werden  kann,  wenn  man  jV„  kennt,  da  die 
Bestimmung  von  <o0  schon  früher  mit  aller  nöthigen  Ausführlich- 
keit gezeigt  worden  ist. 

Wie  gelangt  man  nun  zu  der  Kenntniss  des  Winkels  iV0? 
Der  nächste  Erdpol  sei  P  und  seine  Protection  auf  der  Projec- 
tions- Kugelfläche  werde  wie  gewohnlich  durch  P'  bezeichnet. 
Man  stelle  den  Theodoliten  in  dem  Punkte  A0  so  auf,  dass  die 
Ebene  seines  Limbus  horizontal  ist  und  die  von  seinem  Mittel- 
punkte nach  der  Axe  der  oft  erwähnten  Pussschraube  des  Theo- 
doliten gezogene  gerade  Linie  so  nahe  wie  möglich  in  dem  Me- 
ridiane des  Punktes  A0  liegt,  welches  letztere  auf  gewöhnliche 
Weise  mittelst  der  ßoussole  geschieht.  Nun  wird  man  durch 
Beobachtung  correspondirender  Sternhöhen  in  einer  sternhellen 
Nacht  leicht  genau  den  Punkt  de«  Linibus  des  Theodoliten  be- 
stimmen können,  welchem  der  Nullpunkt  des  Nonius  entsprechen 
rouss,  wenn  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  bei  der  Drehung  dessel- 
ben um  die  der  Ebene  des  Limbus  parallele  Drehungsaxe  die 
Ebene  des  Meridians  beschreihen  soll.  Dann  stelle  man  auf  ge- 
wöhnliche Weise  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  gegen 
die  Linie  OA0  senkrecht,  und  messe  den  Winkel  AQ'  in  dem 
sphärischen  Dreiecke  A./P'A^,  so  erhalt  man  den  Winkel  iVot 
weil  offenbar  Nu  =  AJ  ist.  Dieses  Verfahren  ist  freilich  nur  un- 
ter der  Voraussetzung  genau  richtig,  dass  die  Stellung  des  Theo- 
doliten gegen  den  Meridian  gleich  Anfangs  mittelst  der  Boussole 
richtig  bewirkt  worden  ist.  Indess  übersieht  man  auf  der  Stelle, 
dass  durch  die  weiteren  Beobachtungen  selbst  eine  Controle  der 
ersten  Aufstellung  des  Theodoliten  dargeboten  wird,  da  das  Fern- 
rohr durch  dieselben  genau  in  den  Meridian  gebracht  wird.  Soll- 
ten sich  nun  merkliche  Abweichungen  von  der  ersten  Aufstellung 
zeigen,  so  müsste  man  die  erste  Aufstellung  so  lange  corrigiren, 
bis  völlige  Uebereinstimmung,  so  weit  dies  bei  praktischen  Din- 
gen überhaupt  möglich  ist,  erreicht  wird ,  was  wir  hier  nicht  wer- 
den weiter  zu  erläutern  brauchen. 

Wegen  der  verhfiitnissmässig  geringen  Ausdehnung,  die  einer 
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solchen  Basismessung  immer  nur  gegeben  au  werden  pflegt,  wird 
es  verstattet  sein,  die  Winkel  ©„  und  N0  fiir  die  ganze  Messung 
als  constant  zu  betrachten,  so  wie  denn  natürlich  auch  den  Win- 
kel t0,  welcher  mittelst  der  Formel 

sin  iu  =  sin  <a0  cos  JV0 

bestimmt  wird. 

Wrenn  es  die  Verhältnisse  gestatten,  die  Basis  so  genau  als 
möglich  senkrecht  gegen  den  Meridian  von  A,,  anzunehmen,  so 
wird  wenigstens  sehr  nahe  iV0  =  90°,  also  cosiV"o  =  0,  folglich 
nach  dem  Obigen»  noch  ausserdem  wegen  der  Kleinheit  des 
Winkels  w0,  sehr  nahe  sinto  =  0,  also  io=0  sein,  und  man  wird 
also  ohne  merkliche  Fehler  die  Maassstabe  sämmtlich  horizontal 
legen  kotinen,  immer  vorausgesetzt,  dass  man  sie  wie  früher 
mittelst  des  Fernrohrs  des  nach  der  vorher  gegebenen  Anweisung 
aufgestellten  Theodoliten  in  die  Ebene  A0OAX  bringt.  Kann  man 
also  die  Basis  auf  die  in  Rede  stehende  Weise  annehmen,  so  wird 
die  auszuführende  Operation  nicht  unwesentlich  erleichtert  werden. 

In  dem  sphärischen  Dreiecke  AJP1  Ax  kennt  man  jetzt  aus 
der  gegebenen  Breite  des  Punktes  An  die  Seite  A0'P*;  aus  der 
gemessenen  Basis  A0Üot  wie  schon  oben  gezeigt,  die  Seite  AJAX\ 
und  den  nach  der  kurz  vorher  gegebenen  Anweisung  gemessenen 
Winkel  A0' \  man  kennt  also  in»  diesem  Dreiecke  zwei  Seiten  und 
den  eingeschlossenen  Winkel,  aus  denen  man  nach  den  Regeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  den  Winkel  P'  und  die  Seite 
AiP'  berechnen,  aus  diesen  berechneten  Stucken  aber  in  allen 
Fällen  leicht  die  Längendifferenz  der  Punkte  A0  und  Ax  und  die 
Breite  des  Punktes  Ax  ableiten  kann,  was  einer  weiteren  Erläu- 
terung hier  nicht  bedürfen  wird. 

Um  endlich  noch  die  Entfernung  OAx  des  Punktes  Ax  von 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  bestimmen  zu  können,  messe  man  nocb 
den  auf  bekannte  Weise  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrach- 
teten Neigungswinkel  J  der  Linie  A0At  gegen  die  Ebene  des 
Limbus  des  in  dem  Punkte  A0  auf  gewöhnliche  Weise  aufgestell- 
ten Theodoliten,  und  setze  voraus,  dass  derselbe  schon  wegen 
der  Refraction  gehörig  corrigirt  sei,  welche  Voraussetzung  zuläs- 
sig ist,  da  wir  AJA^  oder  den  Winkel  A0OAx  am  Mittelpunkte 
der  Erde  schon  kennen.  Dann  haben  wir  in  dem  Dreiecke  A(tOAl 
die  Proportion: 

OAn :  OA ,  =  sin  { 180° — A0 OAt  -  (90°  +  J)  \ :  sin  (90°  +  J) 
= sin  1 90°  -  (A0  OA ,  +  J)  \ :  sin  (90°  +  J) 
=  cos(A9OA1  +J)  :co*V, 
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aas  der  sich  zur  Berechnung  von  OAx  die  Formel 

cosj  

UAl-  co8(A0OAl^J)  UAo 

ergiebt. 

Da  wir  nun  fär  die  beiden  Punkte  A0  und  Ax  die  Längen, 
Breiten  und  Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  kennen, 
so  sind  wir  jetzt  wieder  bei  unserem  früher  betrachteten  Falle 
angelangt,  wenn  nämlich  der  ganzen  geodätischen  Messung  zwei 
Punkte  der  Erdoberfläche  zu  Grunde  gelegt  werden,  für  welche 
die  vorher  genannten  Elemente  bekannt  sind. 

Rücksichtlich  der  Basismessung  will  ich  noch  bemerken,  dass 
es  mir  bei  einer  solchen  Operation  zweckmässig  scheint,  nach 
Vollendung  derselben  die  Richtigkeit  der  ganzen  Operation,  aus- 
ser durch  eine  zweite  Messung  der  Basis,  auch  noch  durch  ein 
zwischen  den  Punkten  Aa  und  Ax  mit  den  gewöhnlichen  Nivel- 
lir- Instrumenten  nach  den  bekannten  sehr  genauen  Methoden 
ausgeführtes  Nivellement  zu  prüfen  oder  zu  controliren.  Durch 
das  Nivellement  erhält  man  nämlich  den  Höhenunterschied  zwischen 
den  beiden  Punkten  Au  und  Alt  und  muss  nun  diesen  Hühenun- 
terschied  auch  noch  aus  den  vorher  bestimmten  Breiten  und  Ent- 
fernungen von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  der  Punkte  A0  und  Ax 
berechnen,  worauf  dann  die  grössere  oder  geringere  Ueberein- 
stimmung  der  beiden  für  den  Höhenunterschied  erhaltenen  Resul- 
tate eine  wünschenswerte  Controle  für  die  Richtigkeit  der  aus- 
geführten Messoperationen  abgeben  wird.  Aus  den  Breiten  und 
den  Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  der  Punkte  A0 
und  Ax  findet  man  aber  ihren  Höhenunterschied  auf  folgende  Art. 

Die  Polhühe  und  Breite  des  Punktes  Aa  seien  ß0  und  BJ. 
Mittelst  der  Gleichung 

sin(Ä0-Ä0')  =  -V  e4"in2ß" 


ÖÄ0  2 Vl-eHmß* 
man  die  Polhühe  B0,  oder  mittelst  der  Gleichung 

e*sin2(ßn'  +  ö>,) 


sin  oon  = 


OAQ  2Vrl-e*sin(tf0'-fa>0)* 


bestimme  man  den  Winkel  a>0 ,  worauf  sich  die  Polhühe  B0  mit- 
telst der  Formel 

B0=zB0  '  + 

ergiebt.  Ist  nun  it0  die  Normale  des  Punktes  A0,  so  hat  man 
offenbar  die  Gleichung 
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OJ0.8in£0'==w0sin#o, 


woraus  sich 


_sinff0' 
n°~  sin#0  UA* 


ergiebt. 

Sind  ferner  Bx  und  Bx'  die  Polhohe  und  Breite  des 
Ax ,  so  bestimme  man  Bx  aus  der  Gleichung 


2  Vi  — e*s\nBx* 
oder  coj  aus  der  Gleichung 

a  casin2(g1/-f  o,)  

worauf  sich  Bx  mittelst  der  Formel 

*,=*,'  +  «! 

ergiebt.    Ist  dann  nx  die  Normale  des  Punktes  Al9  so  ist 

OAx  .mx\Bx'  =  nx  sin  Bt , 

also 

Mi  —     ;     wj~  •  OAt  • 

1      sin  i^j  1 

Folglich  ist  nv — n,  der  Höhenunterschied  zwischen  den  Punkten 
A0  und  Ax ,  welcher  mit  dem  durch  das  Nivellement  gefundenen 
Höhenunterschiede  übereinstimmen  muss,  wenn  alle  ausgeführten 
Messoperationen  richtig  sein  sollen. 


§.  11. 

Wie  wir  im  Vorhergehenden  von  den  Punkten  A0  und  Ax  zu 
der  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  A%  fortschritten ,  kann  man 
nun  von  A0  und  A%  oder  von  Ax  und  A%  zu  der  Bestimmung  der 
Lagen  neuer  Punkte,  und  in  dieser  Weise  immer  überhaupt  von 
je  zwei  schon  bestimmten  Punkten  zu  der  Ermittelung  der  Lage 
neuer  Punkte  übergehen,  also  überhaupt  nach  und  nach  das  ganze 
aufzunehmende  Netz  bestimmen.  Wie  aus  den  Breiten  und  Ent- 
fernungen von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  die  entsprechenden 
Polhohen  und  Hohen  über  der  Meeresflache  abzuleiten  sind,  er- 
hellet aus  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen 
Entwicklungen  ganz  von  selbst  und  bedarf  einer  weiteren  Erlau- 
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terung  hier  nicht.  Wie  die  auf  die  Meeresfläche  bezogenen  kürzesten 
Entfernungen  der  einzelnen  Punkte  des  Netzes  vou  einander,  ihre  kür- 
zesten Entfernungen  von  einem  bestimmten  Meridian ,  u.  s.  w.  be- 
rechnet werden  können,  wenn  man  deren  bedürfen  sollte,  wird 
in  der  Theorie  der  kürzesten  Linie*)  gezeigt,  gehört  aber  hier- 
her jetzt  gar  nicht  und  bildet  eine  Aufgabe  für  sich»  indem  wir 
es  hier  uns  vielmehr  zur  Aufgabe.gemacht  haben,  die  eigentliche 
Geodäsie  von  dem  ganzen  in  sie  aufgenommenen  Systeme  kür- 
zester Linien  u.  8.  w.  zu  befreien. 


S   c   b    I   u   s  8. 

Dass  der  Ausführung  geodätischer  Messungen  nach  der  in 
dieser  Abhandlung  vorgeschlagenen  neuen  Methode  einige  praktische 
Schwierigkeiten  entgegenstehen,  will  ich  keineswegs  in  Abrede 
stellen.  Als  einen  wesentlichen  Nachtheil  derselben  sehe  ich  es 
an,  dass  man,  bevor  man  zur  VVinkelmessung  auf  einem  neuen 
Punkte  des  Netzes  schreiten  kann,  die  Lage  dieses  Punktes 
schon  kennen  muss,  weil  die  Aufstellung  des  Theodoliten  Behufs 
der  Winkelmessung  für  den  in  Rede  stehenden  Punkt  die  Kennt- 
niss  des  im  Vorhergehenden  stets  mit  o>  bezeichneten  Winkels 
erfordert.  Daher  muss  die  Berechnung  des  Netzes  immer  not- 
wendig gleicbmässig  mit  der  Messung  selbst  fortschreiten,  was 
bei  dem  bisher  gewöhnlichen  Verfahren  nicht  nöthig  ist,  indem 
bei  demselben  Messung  und  Rechnung  getrennt  und  unabhängig 
voo  einander  fortgeführt  werden  können.  Aber  einmal  ist  nach 
meiner  Meinung  dies  kein  Einwurf  gegen  das  neue  Verfahren,  von 
welchem  dasselbe  in  Bezug  auf  seine  praktische  und  theoretische 
Strenge  und  Naturgemässheit  getroffen  wird,  und  die  durch  den 
in  Rede  stehenden  Umstand  allerdings  entstehenden  Schwierig- 
keiten müssen  durch  Anwendung  der  nuthigen  Kräfte  und  zweck- 
mässige Anordnungen  in  Bezug  auf  deren  Verwendung  sich  be- 
seitigen lassen ;  und  zweitens  sind  bei  dem  neuen  Verfahren  gegen 
das  frühere  die  erforderlichen  Rechnungen  im  Ganzen  so  leicht 
ond  elementar,  dass  sich  dieselben  in  kurzer  Zeit  ausführen  las- 
sen ,  besonders  wenn  man  sich  fu'r's  Erste  nur  mit  einer  annähern- 
den Richtigkeit  der  Resultate  begnügt,  so  weit  deren  Kenntnis« 
für  den  nächsten  Zweck  der  Aufstellung  des  Theodoliten  erfor- 
derlich ist. 


•)  Archiv  der  Mathematik  und  Phj.ik  Tbl.  XXII.  Nr.  IX. 
Tkeil  XXIV.  14 
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Hierzu  kommen  nun  noch  die  folgenden  Berücksichtigungen. 
Man  pflegt  bei  geodätischen  Messungen  bekanntlich  Dreiecke  der 
ersten,  zweiten  und  dritten  Ordnung  von  einander  zu  unterschei- 
den. Strenge  Begriffe  der  Dreiecke  dieser  verschiedenen  Ordnun- 
gen werden  aber  eigentlich  nirgends  gegeben.  Ich  wurde  vor- 
schlagen, Dreiecke  erster  Ordnung  solche  zu  nennen,  bei  denen 
man  die  Meeresfläche  als  ellipsoidisch  betrachtet;  Dreiecke  zwei- 
ter Ordnung  solche,  bei  denen  es  verstattet  ist,  die  Meeresfläche 
als  sphärisch;  und  Dreiecke  dritter  Ordnung  solche,  bei  denen 
man  sich  gestalten  darf,  die  Mecrcsfläche  als  eben  zu  betrachten. 
Unsere  neue  Methode  würde  nun  bloss  bei  der  Bestimmung  der 
Lagen  der  Eckpunkte  der  Dreiecke  erster  Ordnung  in  Anwendung 
zu  bringen  sein,  und  da  die  Anzahl  dieser  sehr  grossen  Dreiecke 
meistens  nichtsehr  beträchtlich  sein  wird,  so  wird  dies  ein  Grund 
mehr  sein,  welcher  unserer  neuen  Methode  zur  Aufnahme  und 
Berechnung  solcher  ganz  grossen  Dreiecke,  neben  ihrer  volligen 
Strenge  und  Naturgemässheit  und  der  verhältnismässigen  Leich- 
tigkeit der  durch  sie  in  Anspruch  genommenen  Rechnungen,  zur 
Empfehlung  dienen  durfte.  Für  die  Dreiecke  zweiter  Ordnung,  in 
die  man  die  Dreiecke  erster  Ordnung  zerlegt,  wird  natürlich 
immer  das  bisherige  Verfahren  in  seinem  wohlerworbenen  Rechte 
bleiben,  wobei  man  als  Halbmesser  der  Kugel,  als  welcher  an- 
gehörend  das  io  Dreiecke  zweiter  Ordnung  zerlegte  Dreieck  erster 
Ordnung  betrachtet  wird,  etwa  den  mittleren  Krümmungs- Halb- 
messer zwischen  den  Krümmung* •  Halbmessern  der  drei  Eckpunkte 
dieses  Dreiecks  erster  Ordnung,  welche  aus  den  entsprechenden 
Polhöhen  oder  Breiten  nach  bekannten  Formeln  leicht  berechnet 
werden  können,  annehmen  wird.  Die  Aufnahme  und  Berechnung 
der  Dreiecke  dritter  Ordnung  fällt  ganz  der  gewöhnlichen  Feld- 
messkunst  nuheim.  Auf  diese  Weise  scheint  mir  die  ganze  Geo- 
däsie an  streng  systematischer  Gestalt  und  Uebcrsichtlichkeit  zu 
gewinnen,  und  die  anzuwendenden  Messungs-  und  Berechnung«- 
Methoden  weiden  jedem  einzelnen  Falle  in  völliger  Naturgemass- 
heit besonders  an«epasst,  wodurch  auch  die  Leitung  und  lieber- 
wachuug  solcher  Operationen  im  Ganzen  und  Grossen  nicht 
unwesentlich  erleichtert  und  mehr  systematisch  als  vielleicht  bis- 
her gestaltet  werden  wird. 

Endlich  bemerke  ich  noch,  dass  sich  durch  Anbringung  entspre- 
chender Corrcctioncn  an  den  durch  unmittelbare  Messung  nach  dem 
filteren  oder  bisherigen  Verfahren  erhaltenen  Grössen  dieses  filtere 
Verfahren  auf  das  neue  zurückfuhren  lassen  würde;  ja  man  kann  auch 
nach  dem  älteren  Verfahren  angestellte  Messungen  mit  völliger  Strenge, 
wenn  auch  nicht  ohne  Weitläufigkeit,  berechnen ,  wie  ich  schon  in  der 
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Abhandlung  Nr.  IX.  im  Archiv  der  Math  em.  und  Phys.  Th  I.  VII. 
S.  68.  iu  zeigen  versucht  habe,  und  in  einer  späteren  Abhand- 
lung nach  in  verbesserter  und  vereinfachter  Gestalt  zu  zeigen 
hofe.  (Jeher  alle  diese  Dinge  sage  ich  aber  für  jetzt  hier  nichts 
weiter,  weil  dies  meinem  jetzigen  Zwecke  zuwider  sein,  und  die 
Physiognomie,  welche  ich  der  vorliegenden  Abhandlung  zu  geben 
irüpsche,  verwischen  und  wesentlich  verändern  wurde.  Mein 
Zireck  bei  dem  neuen  Verfahren,  so  wie  ich  die  Sache  auffasse 
und  mir  vorstelle,  ist  nämlich  mit  vorzuglich  der,  dass  ein  Theil 
der  Mühe  der  Rechnung  gewissermassen  mit  auf  die  Beobachtung 
genommen  und  auf  dieselbe  übertragen,  dadurch  die  erstcre  er- 
leichtert, überhaupt  aber  Beobachtung  und  Rechnung  ganz  der  eigent- 
lichen Natur  der  Sache  gemäss  gemacht ,  auch  die  letztere  so  viel 
tU  möglich  in  den  Kreis  des  sogenannten  bloss  Elementaren  ge- 
zogen werde.  Wie  schon  in  der  Einleitung  erwähnt,  bin  ich  auf 
Widersprüche  gegen  die  in  dieser  Abhandlung  dargelegten  An- 
sichten vollkommen  gefasst,  glaube  aber,  dass  man,  wie  in  jedem 
ahnlichen,  auch  in  diesem  Falle  nur  erst  nach  sorgfältiger  Prü- 
fung durch  eigene  Handanlegung  und  dadurch  gewonnene  Erfah- 
rung Widerspruch  erheben,  und  bedenken  sollte,  dass  alles  Neue» 
camentlich  in  praktischen  Dingen,  sich  nur  erst  nach  und  nach 
uod  sehr  allmälig  Bahn  brechen  kann. 


14* 


Digitized  by  GoOQle 


204  Hoppe:    Ausdruck  des  Trägheitsmoments  einet 


XIV. 

Ausdruck  des  Trägheitsmoments  eines  beliebigen  Po- 
lyeders für  eine  beliebige  Axe. 

Von 

Herrn  Doctor  R.  Hoppe, 

Prlvatdocentcn  an  der  Universität  zu  Berlin. 


Die  lebendige  Kraft  eines  um  eine  feste  Axe  rotirenden  Kör- 
pers ist,  da  alle  seine  Elemente  eine  gemeinschaftliche  Winkel- 
geschwindigkeit haben,  dem  halben  Quadrate  derselben  proportio- 
nal. Den  Factor,  mit  uelchem  man  letzteres  multipliciren  muss, 
um  die  lebendige  Kraft  daraus  darzustellen,  und  dessen  Bestim- 
mung eine  rein  geometrische  Untersuchung  ist,  nennt  man  das 
Trägheitsmoment  des  Körpers.  Ist  u  die  Winkelgeschwindigkeit, 
r  die  Entfernung  des  Elements  dm  von  der  Axe,  so  ist  «r  seine 
absolute  Geschwindigkeit,  {it*r*dm  seine  lebendige  Kraft.  Da 
demnach  die  des  ganzen  Körpers 

=  Wfr*dm 

ist,  so  Ist  der  Definition  gemäss  das  Trägheitsmoment 

=  fr*dm. 

Obwohl  nun  die  Berechnung  dieser  in  der  Mechanik  sehr  viel 
gehrauchten  Grösse  bei  gegebener  Gestalt  des  Körpers  an  sich 
keiner  Schwierigkeit  unterliegt,  so  kann  sie  doch  sehr  umsta'nd- 
!i<li  und  ihr  Resultat  sehr  complicirt  werden,  wenn  man  nicht 
liber  die  einzuführenden  Variabein,  so  wie  über  die  Bestimmungs- 
stiirke  eine  passende  Wahl  trifft.  Ganz  besonders  möchte  es 
daher  bei  ebenflächigen  Körpern,  wo  sich  letztere  in  grosser  Man- 
nicbfaltigkeit  darbieten,  von  Nutzen  sein,  die  einfachste  Methode 
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zur  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  ausfindig  zu  machen.  Im 
Folgenden  will  ich  ein  Verfahren  angeben,  um  auf  leichte  Weise 
eine  bequeme  Formel  für  den  genannten  Zweck  herzuleiten,  wo- 
durch jene  Umständlichkeit  in  Betreff  aller  Polyeder  mit  einem 
Male  beseitigt  wird. 

■ 

Die  Trägheitsmomente  A,  B,  C  des  homogenen  Polyeders  m 
in  Bezug  auf  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  der  xt  y,  x,  aus- 
gedrückt durch  die  Werthe 

A=f(y*+i*)Bm,   B=f(z*  +  x*)3m,    C  =./*(**  + y*)öm, 

werden  bestimmt  sein,  sobald  eins  der  Integrale 

Jx*hnt  fy*dm,  fx^dm 

durch  roessbare  Linien  dargestellt  ist,  insofern  sich  die  Ausdrücke 
der  beiden  andern  durch  Analogie  ergeben.  Es  sei  demnach  das 
erste  derselben  gesucht. 

Man  denke  das  Polyeder  vom  Anfangspunkt  aus  in  Pyrami- 
den zerlegt,  deren  Grundflächen  die  Seitenflächen  sind,  indem 
man  diejenigen  Pyramiden,  welche  ausserhalb  des  Polyeders  fal- 
len, als  negativ  betrachtet.  Da  jedoch  die  üebertragung  der  Be- 
rechnung  auf  solche  Pyramiden  leicht  ist,  kann  man  der  Einfach- 
heit wegen  annehmen,  dass  sämmtliche  Pyramiden  positive 
Bestandteile  des  Polyeders  wären. 

Man  ziehe  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  vom  Anfangspunkte  M  eine  Ge- 
rade =  e  nach  dem  Schwerpunkte  D  einer  Seitenfläche,  und  von 
da  eine  zweite  =  /  nach  der  Mitte  E  einer  ihrer  Kanten  FG, 
deren  Hälfte  EF=k  sei.  Betrachtet  man  M,  D,  E,  F  als  die 
vier  Ecken  einer  Pyramide  p,  deren  Grundfläche  das  Dreieck 
DEF  sei,  so  kann  man  das  Polyeder  aus  Pyramideu  derselben 
Art  zusammensetzen  und  schreiben 

m  =  Zp- 

Ferner  ziehe  man  von  M  eine  Gerade  Mß  durch  den  Ort  o 
des  Elements  dp  bis  zur  Grundfläche,  und  von  D  eine  zweite  Dy 
durch  ß  bis  zur  Kante;  bezeichne  durch  r}0  das  Hohenperpendikel 
des  Dreiecks,  durch  fc,  das  der  Pyramide,  durch  £  die  Gerade 
Ey,  durch  rj  die  Projection  von  Dß  auf  t;0,  durch  £  die  Protection 
von  JUa  auf  so  dass  k>  rj0t  £b  die  grussten  Wertbe  von  |,  17,  t 
sind.  Dann  ist  die  Lage  des  Elements  dp  bestimmt  durch  die 
Variabein  |,  tf,  £;  seinen  Inhalt. findet  man,  indem  man  £,  fj,  f 
einzeln  um  d£,  817,  3£  wachsen  lässt,  und  aus  den  drei  Geraden, 
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welche  dabei  a  beschreibt,  ein  Parallelepipedon  ergänzt:  dessen 
Inhalt  ist 

T/(»  fco 

Damit  das  Integral  dieses  Ausdrucks  die  ganze  Pyramide  dar- 
•teile,  müssen  die  Grossen 

i,  a,  1 

darin  von  0  bis  1  variiren. 

Ferner  seien  x,  x' ,  xn  die  Abscissen  der  Punkte  atß,y  auf 
der  Axe  der  xt  und  eXt  /,,  kx  die  Projectionen  von  c,  /,  k  auf 
derselben;  dann  ist: 

=    +  £  <*"--«!), 


woraus  sich  ergibt: 


Nach  Substitution  der  Werthe  von  x  und  dp  in  das  gesuchte 
Integral  ist  die  Ausführung  der  Integration  äusserst  einfach»  und 
man  findet: 

wo  man  fifr  kr\£0  auch  6p  schreiben  kann.  Addirt  man  die  zwei 
Werthe  dieses  Integrals,  welche  den  Hälften  derselben  Polyeder- 
kante entsprechen,  so  heben  sich  die  Glieder  exkx  und  lxkt ,  da 
/'i  in  beiden  Ausdrücken  gleich  und  entgegengesetzt,  alle  übrigen 
Stücke  beiden  gemeinschaftlich  sind;  daher  erhält  man  in  der 
Summe : 

Zfx*dp  =  %Zp(\ex*  +  Uih  +  tt*  +  M\*). 
Ferner  ist 

wo  allen  derselben  Polyederseite  angehörenden  Pyramiden 
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gemeinschaftlich  ist,  während  der  andere  Factor  das  statische 
Moment  des  Dreiecks  {DEF—\kr}0)  in  Bezug  auf  eine  durch  den 
Schwerpunkt  der  Polyederseite  parallel  der  Ebene  der  yz  gelegte 
Ebene  darstellt.  Da  die  Summe  dieser  statischen  Momente  =0 
ist,  so  fällt  auch  das  Glied  exlk  aus  dem  Ausdrucke  weg  und  es 
bleibt 

Wenn  man  durch  ea,  e3,  Llt  /3>  X^,  k$  die  Projectionen  von 
€,  /,  k  auf  den  Axen  der  y  und  z  bezeichnet,  so  ist  nach  Analogie: 

yyam = f  zP  («,» + i/a»  +  ;  V) . 

/i*3m  =  J2p(V  +  14«  + IV). 
Durch  Addition  aller  drei  Ausdrucke  erhalt  man: 

A*\ *C =A*% + y 2  +  *a)  a« = 5  2p  <«*  +  1  /* + i  **)  - 

Um  eins  der  drei  Trägheitsmomente  einzeln  zu  erhalten,  würde 
man  zwei  der  obigen  Ausdrücke  addiren  müssen.  Da  nun  et2-\-r^ 
das  Quadrat  der  Projeclion  von  e  auf  die  Ebene  der  xy  durstellt 
(woraus  mau  leicht  die  Bedeutung  der  übrigen  vorkommenden 
Quadratsummen  abnehmen  wird),  so  kann  man  aus  dem  Aus- 
drucke lur 

A  +  B+C 


die  einzelnen  Grossen  A,  Bt  C  ableiten,  indem  man  für  e,  l,  k 
beziehungsweise  die  Projectionen  dieser  Linien  auf  den  Ebenen 
der  yiy  der  zx  und  der  xy  substituirt. 

Noch  leichter  ist  die  Kecliuung  in  den  Fällen,  wo  alle  drei 
Trägheitsmomente  einander,  also  auch  dem  dritten  Tbeile  ihrer 
Summe  gleich  sind.    Dann  nämlich  ist 

A=B=C=l2p  (e*  f  >l*  +  [Ii1). 

Dieser  Fall  findet  bekanntlich  bei  den  regelmässigen  PtHye- 
dern  statt,  wo  überdiess  die  Grossen  ef  l,  k  für  alle  Pyramiden 
dieselben  sind,  so  dass  sich  letztere  zum  ganzen  Polyeder  ver- 
einigen, und  man  hat 

A  =  \m(e*  +  \P  +  k% 

Ferner  ist  hier 
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und,  wenn  jede  Seitenfläche  fi,  jede  rCcke  v  Kanten  bat,  die 
Anzahl  der  Pyramiden,  d.  i.  die  vierfache  Anzahl  der  Kanten, 


2({t+v)  — ftv' 

folglich 

15  2(/i  +  v)  —  fiv  v 

wo  sich  ausserdem  die  drei  Grossen  e,  /,  Ar  mittelst  der  Relationen 

(e*  +  /*)  sin»  *  =  (e  »  +  /*  +  **)  cos«^ , 

/tcr  -  =  Ar 

auf  eine  zurückführen  lassen. 

Um  auch  ein  Beispiel  für  ungleiche  Trägheitsmomente  zu 
gehen,  so  sei  das  Polyeder  ein  Parallelepipedon,  dessen  drei  an- 
stossende  Kanten  =  2«,  26,  2c.  Die  Axe  gehe  in  beliebiger 
Richtung  durch  den  Mittelpunkt,  und  die  Sinus  ihrer  Richtungs- 
winkel gegen  jene  drei  Kanten  seien  beziehungsweise  =  «,  ß,  y. 
Dann  sind  die  Projettionen  der  halben  Kanten  auf  eine  zur  Axe 
senkrechte  Ebene  einzeln  =«o,  60,  cy,  abgesehen  von  den  Vor- 
zeichen, welche  nicht  in  Betracht  kommen.  Da  nun  unter  den 
Stücken  c,  /,  k,  für  alle  Pyramiden  genommen,  der  dritte  Theil 
gleich  und  parallel  a,  und  eben  so  viele  gleich  und  parallel  6  und 
c  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  unter  den  projicirten  Stücken  nur 
die  drei  verschiedenen  VVerthe 

aa,   bß,  cy 

und  zwar  in  gleicher  Anzahl  vorkommen.  Die  Pyramiden  sind 
sSmintlich  einander  gleich.  Daher  erleidet  der  Ausdruck  des  Träg- 
heitsmoments keine  Aenderung,  wenn  man  für  jede  der  Grossen 
«*,  P,      ihr  arithmetisches  Mittel 

3 

setzt,  wodurch  der  Ausdruck 
io  folgenden: 
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ubergebt.  Da  sich  jetzt  die  Pyramiden  zum  ganzen  Parallelept- 
pedon  zusammensetzen,  so  wird  das  Trägheitsmoment  für  die  an- 
genommene Axe 

=  Jm  (aaa*  +  b*ß*  +  c  V) » 

ein  Ausdruck,  der  von  der  gegenseitigen  Neigung  der  Kanten 
nicht  weiter  abhängt,  als  insofern  der  Inhalt  und  die  Richtungs- 
winkel dadurch  bedingt  sind.  Um  hieraus  das  Trägheitsmoment 
für  eine  beliebige,  vom  Mittelpunkt  um  ein  Stück  =r  abstehende 
Aie  abzuleiten,  braucht  man  bekanntlich  nur  wir2  zu  addiren. 

Es  sei  jetzt  das  Polyeder  ein  Ttseitiges  gerades  Prisma  und 
die  Axe  der  x  gehe  parallel  den  Endflächen  durch  den  Schwer- 
punkt. Dann  werden  4w  Pyramiden  auf  den  Endflächen,  8»  solche 
auf  den  Seitenflächen  stehen ,  und  zwar  in  der  letzteren  mit  den 
Endflächen  zusammenstossen,  so  das«  ihre  Stücke  ey  l,  k  bezieh- 
ungsweise den  Stücken  /,  ey  k  der  Endflächen -Pyramiden  gleich 
um)  parallel  sind,  wählend  die  Stücke  e,  l,  k  der  4;i  übrigen  gleich 
und  parallel  den  Stücken  /,  k,  e  der  Endflächen -Pyramiden  werden. 

Beziehen  sich  jetzt  die  Buchstaben  e9  /,  k  ausschliesslich 
tnf  die  Endflächen,  so  hat  man: 

*±!?Lt£  =  >£p(e*  +  ./*  +  i*»  +  /a  +  »c»  +  i k*  f  i%  +  1*2  +  i et, 

wo  die  Summe  nur  auf  alle  Endflächen  •  Pyramiden  auszudehnen 
ist.  Wir  lassen  sie  statt  dessen  sich  auf  eine  Endfläche  be- 
liehen und  nehmen  den  Ausdruck  doppelt,  so  dass 

die  Pyramide  über  einer  Endfläche  darstellt,  deren  Spitze  im 
Schwerpunkte  des  Prismas  liegt.  Wenn  man  jetzt  die  Stücke 
e,  /,  k  mit  den  gehörigen  Projectionen  vertauscht,  so  erhält  man 
folgende  Werthe  für  die  einzelnen  Trägheitsmomente: 

^=Zp(3/»+A*), 

C=£/>(2ea+3/8a  +  *3*). 

Es  sei  jetzt  g  die  Grundfläche  von  p,  also 

p  =  ige. 

Man  dividire  die  drei  Ausdrücke  durch  2e  und  lasse  e  verschwin- 
den; dann  erhält  man  die  Trägheitsmomente  filr  eine  Endfläche: 


UlQltlZCU 
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*o=;-2>/(V+iV). 

woraus  sich  beiläufig  ergibt,  dass 

A„  =  B0  -f  C0. 

Da  nun  e  nur  einen  Werth  bat,  nämlich  die  halbe  Hohe  des  Pris- 
mas, so  ist 

2p.2e*=:lme*, 

folglich  nach  Einführung  der  auf  die  Endflächen  bezüglichen  Grös- 
sen A0,  B0,  C0: 

A  =z$A0e, 

B  =  2B0e  +  \me*^ 

C=2C>+iroe*, 

so  dass  die  Trägheitsmomente  eines  geraden  Prismas  aus  denen 
der  Grundfläche  gefunden  werden  können.  Auf  sie  lassen  sich 
wiederum  die  eines  schiefen  Prismas  zurückfuhren,  wenn  man 
auch  hier  die  eine  Axe  parallel  der  Seitenkante  nimmt. 

Schneidet  man  nämlich  durch  eine  schräge  Ebene  von  dem 
geraden  Prisma  m  ein  Stück  m,  ab  und  setzt  es  so  an  das  an- 
dere Stuck  an,  dass  die  Endflächen  auf  einander  fallen,  so  ent- 
steht ein  schiefes  Prisma,  dessen  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf 
die  alten  Axen  =A',  B' ,  C  seien.  Durch  die  Ortsveränderung 
von  w,  ändert  sich  nicht  der  Abstand  seines  Schwerpunkts  von 
der  jrAxe;  daher  ist 

A'  =A. 

Dagegen  ändert  sich  die  Abscisse  des  Schwerpunkts  auf  dieser 
Axe.  Setzt  man  seinen  Abstand  von  der  Endflache  =  A,  so  ist 
die  Abscisse  zuerst  =  e  —  A,  nachher  =■  e  +  A.  Die  Differenz  der 
Quadrate  beider  Grossen 

(e-rA)*-(e-Ä)*=4eA 

ist  zugleich  die  Differenz  der  Quadrate  der  Abstände  des  Schwer* 
punkts  von  der  yAxe  sowohl,  als  von  der  zAxe;  folglich  ist 

Br=B  +  iehmx,  C^C+ieAm,. 
Zugleich  rückt  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Prismas  um  ein  Stück 
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=  2c—  in  der  Richtung  der  x  fort;  man  würde  daher  von  B' 
und  C  die  Grösse 

m 

subtrahiren  müssen,  wenn  man  die  drei  Axen  hei  unveränderter 
Richtung  durch  den  neuen  Schwerpunkt  gehen  Ii  esse. 


XV. 

Ucber  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  wel- 
cher drei  gegebene  Kreise  berührt. 

Von 

Herrn  Ferdinand  Rerz, 
Rittmeister  in  der  Grossherzoglich  Hessischen  Gendarmerie  xu  Glessen. 


Erste  Abtheilung. 

Bekanntlich  lugt  die  neuere  Geometrie  diese  Aurgabe  in  fol- 
gender Weise: 

„Man  bestimme  das  Potenzcentrum  der  drei  gegebenen  Kreise, 
ihre  vier  Aehnlichkeitsaxen  und  die  zu  letzteren,  beziehungsweise 
den  drei  gegebenen  Kreisen,  gehörigen  zwölf  Pole,  verbinde  das 
Potenzcentrum  mit  jedem  der  gefundenen  zwölf  Pole;  so  schnei- 
den die  geraden  Verbindungslinien  die  gegebenen  Kreise  in  vier- 
undzwanzig Punkten,  welches  die  Berührungspunkte  der  drei 
gegebenen  mit  acht  neuen  Kreisen  sind,  die  sämmtlich  der  Auf- 
gabe genügen.   Die  Mittelpunkte  dieser  acht  Kreise  ergeben  sich 
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durch  die  gerade  Verbindung  der  Berührungspunkte  mit  den  Mit- 
telpunkten der  drei  gegebenen  Kreise:  Es  gehen  nämlich  von 
diesen  vierundzwanzig  Verbindungslinien  immer  drei  und  drei  durch 
einen  und  denselben  Punkt." 

Diese  Lösung  ist  nicht  anwendbar  für  den  Fall,  dass  die 
Mittelpunkte  der  drei  gegebenen  Kreise  in  einer  geraden  Linie 
liegen.  Pur  eine  solche  Lage  der  Mittelpunkte  fallen  nämlich  die 
drei  Centralen  der  gegebenen  Kreise  in  Eine  gerade  Linie  und 
mit  dieser  zugleich  die  vier  Aehnlichkeitsaxen  zusammen.  Die 
zu  den  Aehnlichkeitspunkten  gehörigen  Polaren  laufen  sa'mmtlich, 
da  alle  auf  der  gemeinschaftlichen  Centrale  senkrecht  stehen,  mit 
einander  parallel,  daher  schneiden  sie  sich  nicht  und  die  zugehö- 
rigen Pole  fallen  unendlich  weit  weg;  letzteres  ist  auch  mit  dem 
Potenzcentrum  der  Fall,  weil  die  drei  Linien  gleicher  Potenzen 
der  drei  Kreise,  als  auf  der  gemeinschaftlichen  Centrale  senkrecht 
stehend,  ebenfalls  mit  einander  parallel  laufen. 

Gegenwärtiger  Aufsatz  bezweckt  zunächst  die  Losung  der  ge- 
stellten Aufgabe  für  den  Fall,  dass  die  drei  Mittelpunkte  der  ge- 
gebenen Kreise  in  einer  geraden  Linie  liegen,  also  unter  Aus- 
schliessung des  Potenzcentrums  und  der  zwölf  Pole. 

Die  darzulegende  Losung  ist  aber  anwendbar  ftir  jede  Lage 
der  Mittelpunkte  und  es  soll  auch  vorerst  eine  willkuhrliche  Lage 
derselben  in  Betracht  gezogen  werden.  Der  Verfasser  halt  dafür, 
dass  einige  Sätze,  aufweiche  er  seine  Losung  gründet,  dem  grös- 
seren mathematischen  Publikum  nicht  bekannt  seien  und  fugt  da 
her  denselben  die  Beweise  bei. 

§.L 

Legt  man  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  durch  den  äusseren  Aebnlichkeits- 
punkt  a  zweier  Kreise  9»  und  M  an  beide  Kreise  eine  Aehnlichkeits 
linie,  welche  sie  in  den  Punkten  $  und  T  berührt  und  eine  zweite 
Aehnlicbkeitslinie,  welche  sie  in  93',  *8,  B,  D'  schneidet,  so  ist  immer 

1)  a©  .aB  =  a%.aT, 

2)  aW.aB'=aX.aT. 

Beweis.  Zieht  man  WX,  MT,         MB,  «K95,  MB1,  so  ist: 

9RS8'  ||  MB 

und  SWS  ||  MT 

daher  W.  ©'«WS  =  BMT. 

Nun  ist 
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daher 

Es  ist  aber 

daher 

folglich 

oder 


W.  aTB=\.BMT 

W.  33a3:  =  Äar 


1)  a$.aß  =  a3:.a7\ 
Ganz  auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich: 

2)  aW.aB'  =  aS.aT. 


§.  2. 

Berührt  ein  Kreis  zwei  andere  Kreise  gleichartig,  so  liegen 
die  Berührungspunkte  und  der  äussere  Achnlichkeitspunkt  in  einer 
geraden  Linie. 

§.  3. 

Legt  man  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  durch  den  inneren  Aehnlichkeits- 
punkt  i  zweier  Kreise  2R  und  M  eine  Aehnlichkeitslinie,  welche 
sie  in  den  Punkten  ©  und  G  berührt,  und  eine  zweite  Aehnlich- 
keitsiinie,  welche  sie  in  $8',  *ö,  B' ,  B  schneidet,  so  ist  immer: 

1)  i$  AB  =  i®AG, 

2)  &'AB'z=iQAG. 

Beweis.   Zieht  man  9HB\  MB,  SW®,  MG  etc.,  so  ist 

9R$  ||  MB' 
SR®  II  MG 
W.  ®W®=B'MG. 
W.  i©©  =,.18W® 
W.  iBG  =  KB'MG 
W.  i©>43  =  ii*G. 
W.  <B/®  =  /?/G 


daher 
Nun  ist 
and 
daher 

Es  ist  aber 
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folglich 

oder 

1)  H8.iB=i®.iG. 
Gaoz  auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich : 

2)  m'.iß'  =  i®.iG. 


$.  4. 

Berührt  ein  Kreis  zwei  andere  Kreise  ungleichartig,  so  liegen 
die  Berührungspunkte  und  der  innere  Aehnlichkeitspuokt  in  einer 
geraden  Linie. 

$.  5. 

Die  Tangente  aÜ  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  des  Süsseren  Aehnlichketfs 
punktes  a  zweier  Kreise      und  M  an  jeden  diese  beiden  Kreise 
gleichartig  berührenden  Kreis  VX  ist  mittlere  Proportionale  zwischen 
den  von  dem  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  a  an  beide  Kreise  9Ä 
und  M  gezogenen  Tangenten  a%  und  aT. 

Eh  ist  nämlich: 

oder 

a&=a%.aT. 

Beweis.   Es  ist: 

aX. aT=afB'. aß'  (§.1.) 
und  aH*=aW.aB' 
daher  a<P  =  aS:  .aT, 

i 

d.  h.  die  Tangenten,  gezogen  von  dem  äusseren  Aehnlichkeits- 
punkt zweier  Kreise  nach  jedem,  beide  Kreise  gleichartig  beruh 
renden  Kreis  sind  einander  gleich. 


}.  6. 

Beschreibt  mau  daher  aus  dem  äusseren  Aehnlichkeitspunkt 
zweier  Kreise  mit  der  an  einen,  diese  Kreise  gleichartig  berüh- 
renden Kreis  gelegten  Tangente  einen  Kreis,  so  schneidet  dieser 
alle  gleichartig  berührenden  Kreise  rechtwinkelig. 
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§.  7. 

Die  Halbsehne  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  des  inneren  Aehnlichkeits- 
punktes  t  zweier  Kreise  und  M  zu  jedem  diese  beiden  Kreise 
ungleichartig  berührenden  Kreis  Vtl  ist  mittlere  Proportionale 
zwischen  den  von  dem  inneren  Aehnlichkeitspunkt  i  an  beide 
Kreise      und  M  gezogenen  Tangenten  t®  und  iG.  * 

Es  ist  nämlich: 

i®:iB  =  0$:iG 
t**  =  t©.tG. 


Beweis.   Es  ist: 

W.iG  =  m.iB  (§.3.) 
und  t**=t9.iff 
daher  iW  =  i®.iG, 

d.  h.  die  Hnlbsehnen,  gezogen  von  dem  inneren  Aehnlichkeits- 
punkt zweier  Kreise  zu  jedem  diese  Kreise  ungleichartig  berüh- 
renden Kreis  sind  einander  gleich. 

§.  8. 

Beschreibt  man  daher  aus  dem  inneren  Aehnlichkeitspunkt 
zweier  Kreise  mit  der  zu  einem,  diese  Kreise  ungleichartig  be- 
rührenden Kreis  gezogenen  Halbsehne  einen  Kreis ,  so  wird  die 
Peripherie  desselben  von  allen,  die  beiden  Kreise  ungleichartig 
berührenden  Kreisen  halbirt. 

{.  9. 

Schneidet  ein  Kreis  zwei  andere  rechtwinkelig,  so  liegt  sein  Mit- 
telpunkt in  der  den  beiden  Kreisen  zugehörigen  Linie  gleicher 
Potenzen. 

§.  10. 

Haihirt  ein  Kreis  die  Peripherien  zweier  Kreise,  so  liegt  sein 
Mittelpunkt  in  der  den  beiden  Kreisen  zugehörigen  Linie  äquidif- 
ferenter  Potenzeo  *). 

•)  Sieh«  Archiv  der  Ylathem.  XIX. Tbl.  I.  Hfl.  8.  b. 
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j.  IL 

Berührt  (Taf.  V.)  ein  Kreis  OT1  (MI2)  drei  andere  Kreise  SÄ,  M 
and  m  gleichartig,  so  liegt  der  Mittelpunkt  des  berührenden  Krei- 
ses HP  (MI2)  in  der  Linie  gleicher  Potenzen,  welche  zu  den  drei 
Kreisen  gehurt,  die  aus  den  drei  äusseren  Aehnlichkeitspunkteo 
-  mit  dentaus  diesen  Funkten  an  den  berührenden  Kreis  MP  (DT*) 
gelegten  Tangenten,  also  aus  a,  51  und  A,  mit  den  Halbmessern 
a(T,  Aß"*  gezogen  werden. 

Beweis.  Es  schneidet  sowohl  der  Kreis  a  wie  der  Kreis  21 
den  Kreis  MP  (MI2)  rechtwinkelig  (§.6.),  daher  liegt  der  Mittel- 
punkt  MI1  (Ml2)  in  der  zu  den  Kreisen  a  und  %  gehörigen  Linie 
gleicher  Potenzen  (§.  9.).  Ebenso  schneidet  sowohl  der  Kreis  % 
als  auch  der  Kreis  A  den  Kreis  HP  (MI2)  rechtwinkelig  (§.  6.),  da- 
her liegt  der  Mittelpunkt  MI1  (MI2)  auch  in  der  zu  den  Kreisen  21 
und  A  gehurigen  Linie  gleicher  Potenzeo  (§  9.). 

Hieraus  folgt: 

1)  die  drei  Kreise  a,  %t  A  haben  eine  gemeinschaftliche 
Linie  gleicher  Potenzen; 

2)  schneiden  sich  die  drei  Kreise  a,  %,  A,  so  schneiden 
sie  sich  in  denselben  Punkten  O  und  O'; 

3)  schneiden  sich  die  drei  Kreise  a,  91,  A  nicht,  so  schnei- 
det sie  derjenige  Kreis  rechtwinkelig,  welcher  aus  irgend 
einem  Punkte  ihrer  Linie  gleicher  Potenzen  mit  der  an 
einen  von  ihnen  gelegten  Tangente  als  Halbmesser  ge- 
zogen wird. 

{.  12. 

Berührt  (Taf.  VI.)  ein  Kreis  Mt3  (MP)  zwei  andere  Kreise 
und  M  gleichartig  und  einen  dritten  Kreis  m  ungleichartig,  so 
liegt  der  Mittelpunkt  des  berührenden  Kreises  MI3  (MP)  in  der 
Linie  iiqtiidifferenter  Potenzen,  welche  zu  den  zwei  Kreisen  ge- 
hurt, die  aus  den  beiden  jedesmal  zu  dem  ungleichartig  berührten 
Kreise  in  gehörigen,  inneren  Aehnlichkeitspunkten  mit  den  aus 
diesen  Punkten  zu  dem  berührenden  Kreise  MI3  (MI4)  gelegten 
Halbsehnen,  also  aus  3  und  «/mit  den  Halbmessern  3£"  und 
gezogen  werden. 

Beweis.  Es  wird  sowohl  die  Peripherie  des  Kreises  3  als 
auch  die  des  Kreises  J  von  dem  Kreise  MI8  (MI4)  hnlbirt  ({.&),  daher 


Digitized  by  VjOOQle 


welcher  drei  gegebene  Kreise  berührt. 


217 


liegt  der  Mittelpunkt  Bla  (ITC4)  in  der  zu  den  Kreisen  3  und  J  ge- 
hörigen Linie  äquidifferenter  Potenzen  (§.  10.),  welche  als  solche 
auf  der  zu  dem  ungleichartig  berührten  Kreise  m  gehörigen  inne- 
ren Aehnlicbkeitsaxe  a«/3  senkrecht  steht 

§.  13. 

Berühren  zwei  Kreise  HI1  und  3tt*  (Taf.  V.)  drei  andere  Kreise 
SR,  M  und  m  gleichartig,  nämlich  BP  die  drei  Kreise  von  aussen 
and  Hl*  die  drei  Kreise  von  innen,  so  wird  jeder  der  drei  Kreise 
von  den  beiden  andern  in  zwei  Punkten  berührt,  und  betrachtet 
man  die  gerade  Verbindungslinie  jeder  solcher  zwei  Punkte  als 
eine  Polare  des  betreffenden  Kreises,  so  liegt  bekanntlich  der  die- 
ser Polare  zugehörige  Pol  in  der  äusseren  Aehnlicbkeitsaxe  a%A. 

Legt  man  nun  aus  jedem  der  drei  Pole,  z.  B.  aus  dem  zu 
der  Polare  93'93*  des  Kreises  SW  zugehörigen  Pole  iß,  an  den  be- 
treffenden Kreis  2H  eine  Tangente         (=  $<82)  und  beschreibt 
mit  derselben  als  Halbmesser  einen  Kreis,  so  werden  von  diesem 
nicht  allein  der  berührte  Kreis  9Ji,  sondern  auch  der  berührende 
Dl1  (und  JXP)  rechtwinkelig  geschnitten,  weil  der  Halbmesser  $93' 
nicht  allein  Tangente  an  den  Kreis  3Ä,  sondern  auch  an 
den  Kreis  ffl1  (HP)  ist.    Dasselbe  flndet  statt  für  die  Kreise  M 
and  m,  wenn  man  aus  den,  in  der  äusseren  Aehnlicbkeitsaxe  allA 
gelegenen,  zu  den  Polaren  B'B2  und  b'b*  der  Berührungspunkte 
gehörigen  Polen  P  und  p  mit  den  Tangenten  PB'  (=PB2)  und 
pb'  (=zpb2)  Kreise  beschreibt. 

Nun  wird  aber  der  Kreis  Dt1  (III2)  auch  von  den  Kreisen  a,  91,  A 
(§.  6.)  rechtwinkelig  geschnitten,  daher  schneidet  auch  ltt1  (Itt'2) 
die  sechs  Kreise  a,  91,  A,  p,  P  rechtwinkelig.  Diese  sechs 
Kreise  haben  daher  eine  und  dieselbe  Linie  gleicher  Potenzen 
und  die  Bemerkungen  des  }.  11.,  2)  und  3)  sind  auch  auf  die  drei 
Kreise  p,       P  auwendbar. 


}.  14. 

Berühren  zwei  Kreise  HI3  und  III4  (Taf.  VI.)  zwei  andere  Kreise 
SJl  und  M  gleichartig,  nämlich  Hl3  die  beiden  Kreise  von  aussen 
und  Ml4  die  beiden  Kreise  von  innen,  und  einen  dritten  Kreis  m 
ungleichartig,  nämlich  BT3  denselben  von  innen  und  IT)4  von  aussen; 
so  wird  jeder  der  drei  Kreise  von  den  beiden  andern  in  zwei 
Punkten  berührt,  und  betrachtet  man  die  gerade  Verbindungslinie 
jeder  solcher  zwei  Punkte  als  eine  Polare  des  betreffenden  Krei- 
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ses,  so  liegt  bekanntlich  der  dieser  Polare  zugehörige  Pol  in  der 
dem  ungleichartig  berührten  Kreise  m  zugehörigen  inneren  Aehn- 
lichkeitsaxe  a«/3> 

Legt  man  nun  aus  jedem  der  drei  Pole,  z.  B.  aus  dem  zu 
der  Polare  333©4  des  Kreises  3R  zugehörigen  Pol  W ,  an  den  be- 
treffenden Kreis  3R  eine  Tangente  $'5Ö3  (=$'034)  und  beschreibt 
mit  derselben  als  Halbmesser  einen  Kreis,  so  werden  von  diesem 
nicht  allein  der  berührte  Kreis  9R,  sondern  auch  der  berührende 
21t3  (MI4)  rechtwinkelig  geschnitten,  »eil  der  Halbmesser 
(=$'$*)  nicht  allein  Tangente  au  den  Kreis  3H,  sondern  auch 
an  den  Kreis  MI3  (MI*)  ist 

Dasselbe  findet  statt  ftir  die  Kreise  M  und  m,  wenn  man  aus 
den  Polen  P  und  p'  mit  den  Tangenten  P*B*  (=P*B*)  und 
p'b*  (=p'b*)  Kreise  beschreibt. 

Es  schneidet  also  der  Kreis  »I3  (III4)  die  Kreise  //,  P' 
rechtwinkelig,  daher  haben  diese  drei  Kreise  eine  und  dieselbe 
Linie  gleicher  Potenzen,  tvelche  durch  den  Mittelpunkt  des  Krei- 
ses Hl3  (2H4)  geht  und  auf  der  inneren  Aehulichkcitsaxe  a«/3  senk- 
recht steht. 

Es  geht  aber  auch  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  der 
Kreise  3  und  J  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  MI3  0X1*)  und 
steht  auf  Ot/3  senkrecht  (§.  12.),  mithin  ist  die  Linie  äquidifferen- 
ter Potenzeu  der  Kreise  3  und  J  die  Linie  gleicher  Potenzen  der 
Kreise  p',  50',  P1. 

i 

5  15. 

Schneiden  sich  die  Kreise  «,  %9  A  (Taf.  V.)  (§.  11.)  und  folg- 
lieh  auch  die  Kreise  p,  fy,  P  (§.  13),  so  ist  jeder  der  drei  Mit* 
telpunkte  p,  SP,  P  ein  Punkt  der  Linie  gleicher  Potenzen  zu  jedem 
der  beiden  Schneidungspunkte  O',  O"  und  dem  zugehörigen  Kreise 
m,  9Ä,  ilf ;  denn  jeder  der  Kreise  p%  P  schneidet  den  zuge- 
hörigen Kreis  m,  9R,  rechtwinkelig  und  geht  durch  die  beiden 
Schneidungspunkte  (§.  13.). 

§.  16. 

Schneiden  sich  die  Kreise  a,  51,  /4  (§.  11.)  nicht,  und  folg- 
lieh   auch  nicht   die  Kreise  J>  (§.  13.),    so   ist  jeder 

der  drei  Mittelpunkte  pt  P  ein  Punkt  der  Linie  gleicher  Po» 
tenzen  zu  demjenigen  Kreise,  welcher  aus  dem  Durchschnitts- 
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punkte  O  der  gemeinschaftlichen  Linie  gleicher  Potenzen  der  sechs 
Kreise  und  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  a%A  als  Mittelpunkt 
and  der  von  diesem  Mittelpunkt  an  einen  der  respektieren  Kreise 
a»  9,  A  gezogenen  Tangente  als  Halbmesser  gezogen  ist,  und 
dem  zugehörigen  Kreise  in,  9ß,  M ;  denn  jeder  der  Kreise  p,  £ß»  P 
schneidet  den  zugehörigen  Kreis  m,  9R,  ilf  und  den  also  gezoge- 
nen Kreis  rechtwinkelig  (§.  II.  3)). 

§.  17. 

Beschreibt  man  aus  dem  Durchschnittspunkte  Q  (Taf.  VI.), 
der  den  Kreisen  p' ,  Pß  (}.  14.)  angehürigen  Linie  gleicher 
Potenzen  Q,Qa  und  der  inneren  Aehnlichkeifeaxe  aJ%f  mit 
(=QW)  als  Halbmesser,  einen  Kreis;  so  halbirt  derselbe  be- 
kanntlich die  Peripherien  der  Kreise  J  und  3  ($.  12.)  und  seine 
Peripherie  wird,  weil  der  Mittelpunkt  Q  ein  Punkt  der  Linie  äqui- 
differenter  Potenzen  der  Kreise  J  und  3  ist,  von  demjenigen  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  in  derselben  Linie  liegt  und  welcher  die  Peri- 
pherien der  Kreise  J  und  3  halbirt,  also  von  dem  berührenden 
Kreise  Jfl»  (HI4),  selbst  halbirt,  d.  h.  die  Durchschnittspunkte  Q' 
und  Q"  der  Kreise  Q  und  MI8  (III4)  liegen  in  der  in  dem  Mittel- 
punkte Q  auf  der  Centralen  QVR*  (<?W4)  errichteten  Senkrechten. 
&1m>  in  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  i?«/3.  Mithin  ist  auch  diese 
Aehnlichkeitsaxe  selbst  eine  Linie  gleicher  Potenzen  der  Kreise 
Q  ond  W  (MI4).  Da  nun  die  Kreise  />',  W,  P'  (§.  14.)  die  respek- 
firen  Kreise  m,üJi,vl/  rechtwinkelig  schneiden ,  so  schneiden  auch 
diese  drei  Kreise  den  Kreis  Q  rechtwinkelig  oder  die  Mittelpunkte 
p' ,  sind  Punkte  der  Linien  gleicher  Potenzen  des  Kreises 

Q  und  der  respektiven  Kreise  m,  2ß,  iV. 

$.  18. 

Ehe  wir  zur  Losung  der  gestellten  Aufgabe  (ibergehen,  dürfte 
es  noch  zweckmassig  erscheinen,  zur  Abkürzung  eine  Nomenkla- 
tur einiger  bisher  betrachteten  Linien  und  Punkte  einzuführen: 

1)  Ein  jeder  aus  den  drei  äusseren  AehnlichkeiNpunkten 
a,  91,  A  mit  einem  Halbmesser  o<T,  W,  Ad'"  (§.  II.) 
(gleich  der  mittleren  Proportionale  der  au«  dem  betref- 
fenden äusseren  Aehnlicbkeittipunkt  an  beide  zugehörige 
Kreise  gelegten  Tangenten)  gezogene  Kreis  heisse  ein 
äusserer  Aehnlichkeitskreis. 

2)  Ein  jeder  aus  den  drei  inneren  Aehnlichkeitspunkten  t,  3»  / 

16* 
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mit  einem  Halbmesser  i*' ,  3»* ,  JXm  (§.  12.)  (gleich  der 
mittleren  Proportionale  der  aus  dem  betreffenden  inneren 
Aebnlichkeitspunkt  an  beide  zugehörige  Kreise  gelegten 
Tangenten)  gezogene  Kreis  heisse  ein  innerer  Aehn- 
lichkeitskreis. 

Die  den  drei  äusseren  Aehnlichkeitskreisen  gemeinschaft- 
liche Linie  gleicher  Potenzen  0'0"  (Taf.  V.)  heisse  äus- 
sere Axe. 

Jede  zu  zwei  inneren  Aehnlichkeitskreisen  gehörige  Linie 
äquidifferenter  Potenzen  Q,Q„  (Taf.  VI.)  innere  Axe. 

Der  Durchschnittspunkt  O  (Taf.  V.)  der  Susseren  Axe  mit  der 
äusseren  Aehnlichkeitsaxe  heisse  Hauptpunkt  d er  äus- 
seren Axe  oder  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe. 

Jeder  Durchschnittspunkt  Q  (Taf.  VI.)  einer  inneren  Axe 
mit  der  zugehörigen  inneren  Aehnlichkeitsaxe  heisse 
Hauptpunkt  dieser  inneren  Axe  oder  dieser  in- 
neren Aehnlichkeitsaxe. 

Der  aus  dem  Hauptpunkte  O  der  äusseren  Axe  O'O" 
(Taf.  V.)  beschriebene  Kreis,  dessen  Halbmesser  die  aus 
diesem  Hauptpunkte  zu  einem  der  äusseren  Aehnlichkeits- 
kreise  gelegte  Halbsehne  oder  Tangente  ist,  heisse  Haupt- 
kreis der  äusseren  Axe  oder  Hauptkreis  der 
äusseren  Aehnlichkeitsaxe. 

Jeder  aus  dem  Hauptpunkte  Q  einer  inneren  Axe  Q,Q„ 
(Taf.  VI.)  beschriebene  Kreis,  dessen  Halbmesser  die  ge- 
rade Verbindungslinie  dieses  Hauptpunktes  mit  dem  End- 
punkte des  in  dem  Mittelpunkte  eines  zugehörigen  inneren 
Aehnlichkeitskreises  auf  die  betreffende  innere  Aehnlich- 
keitsaxe senkrecht  errichteten  Halbmessers  ist,  heisse  der 
Hauptkreis  dieser  inneren  Axe  oder  Hauptkreis 
dieser  inneren  Aehnlichkeitsaxe. 

Berühren  zwei  Kreise  drei  andere,  und  liegen  ihre  Mit- 
telpunkte in  einer  und  derselben  Axe,  so  heissen  sie 
conjugirte  Kreise,  die  Berührungspunkte  conjugirte 
Berührungspunkte  und  die  gerade  Verbindungslinie 
dieser  heisse  Berührungspolare. 
Jeder  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  einer  Aehnlichkeits- 
axe liegt  und  dessen  Peripherie  durch  zwei  conjugirte 
Berührungspunkte  geht,  durch  welchen  also  zwei  Berüh- 
rungspunkte bestimmt  werden  (§§.  13.  und  14.),  heisse  ein 
Bestimmungskreis  der  Berührungspunkte,  sein 
Mittelpunkt  Pol  der  Berührungspunkte. 
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Aufgabe.  Es  sind  drei  Kreise  Mt  9R,  m  (Taf.  V.)  gegebeo; 
man  soll  einen  Kreis  JKt  beschreiben,  der  die  gegebenen  Kreise 
gleichartig  berührt. 

Auflösung.   Man  bestimme: 
1}    die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  aßlA-, 

2)  die  äusseren  Aehnlichkeitskreise  a,  51,  A,  welche  sich 
entweder  schneiden  oder  nicht  schneiden.  Schneiden  sie 
sich,  so  hat  man  in  der  geraden  Verbindungslinie  der 
Schneidungspunkte  bereits  die  äussere  Axe;  schneiden 
sie  sich  nicht,  so  ergiebt  sich  die  äussere  Axe  als  Linie 
gleicher  Potenzen  der  gezogenen  Aehnlichkeitskreise. 

3)  Im  ersteren  Falle  suche  man  zu  einem  der  Durchschnitts- 
punkte O'  (O")  und  jedem  der  gegebenen  Kreise  M,  9JT,  m 
die  Linie  gleicher  Potenzen,  so  ergeben  sich  als  Durch- 
schnittspunkte dieser  Linien  mit  der  äusseren  Aebnlich- 
keitsaxe  die  Pole  P,  p  der  Berührungspunkte.  Im 
letzteren  Falle  lege  man  aus  dem  Hauptpunkte  der  äus- 
seren Aehnlichkeitsaxe  an  einen  der  gezogenen  äusseren 

-  Aehnlichkeitskreise  eine  Tangente,  beschreibe  mit  der 
selben  als  Halbmesser  aus  dem  Hauptpunkte  einen  Kreis, 
den  Hauptkreis  der  äusseren  Axe,  und  bestimme  zu  die- 
sem und  jedem  der  gegebenen  Kreise  itf,3R,m  die  Linie 
gleicher  Potenzen,  so  ergeben  sich  als  Durchschnitts- 
punkte dieser  Linien  mit  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe 
die  Pole  P,  ty,  p  der  Berührungspunkte. 

4)  Aus  jedem  der  gefundenen  Pole  Pf  ty,  p  beschreibt 
man  mit  einer  an  den  betreffenden  Kreis  M$  9R,  m  geleg- 
ten Tangente  als  Halbmesser  einen  Bestimmuogskreis 
der  Berührungspunkte,  so  ergeben  sich  letztere  als  Durch- 
schnittspunkte beider  Kreise. 

Für  den  Kreis  P  ergeben  sich  die  Berührungspunkte 
B*  und  B*,  für  $  ergeben  sich  ©'  und  SB»  und  für  p 
ergeben  sich  6'  und  6*,  und  von  diesen  gehören  B',  ©' 
und  b'  dem  Kreise  an,  welcher  die  gegebenen  von  aussen 
und  B*,  S&2,  h2  dem  Kreise  an,  welcher  die  gegebenen 
Kreise  von  innen  berührt. 

5)  Die  Mittelpunkte  Hl1  und  UP  erhält  man  durch  gerade 
Verbindung  der  erhaltenen  Berührungspunkte  mit  den 
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Mittelpunkten  der  drei  gegebenen  Kreise.  Es  schneiden 
sich  nämlich  von  diesen  sechs  geraden  Verbindungslinien 
jedesmal  drei  zusammengehörige  in  einem  und  demselben 
Punkte,  der  zugleich  ein  Punkt  der  äusseren  Axe  ist 

§.  20. 

Aufgabe.  Es  sind  drei  Kreise  Mt  3W,  m  (Taf.  VI.)  gegeben, 
man  soll  einen  Kreis  7X1  beschreiben,  der  die  beiden  ersteren  Kreise 
ftl  und  üfl  gleichartig  und  den  dritten  Kreis  m  ungleichartig  berührt« 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)  die  zu  dem  ungleichartig  zu  berührenden  Kreise  m  ge- 
hörige innere  Achulichkcitsaxe  oJ3; 

2)  die  inneren  Aehnlichkeitskreise  J  und  3  und  zu  diesen 
ihre  Linie  äquidiflerenter  Potenzen  oder  die  innere  Axe 
Q,Q,,\  sodann  den  Hauptkreis  Q  der  inneren  Aehnlich- 
keitsaxe. 

3)  Zu  diesem  Hauptkreiso  der  inneren  Achnlichkeitsaxe  und 
jedem  der  gegebenen  Kreise  ßl,  $R,m  bestimme  man  die 
Linie  gleicher  Potenzen,  so  ergeben  sich  als  Durch- 
schnittspunkte dieser  Linien  mit  der  inneren  Aehnlich- 
keitsaxe  aJ$  die  Pole  P ,     ,  p'  der  Berührungspunkte. 

4)  Aus  jedem  der  gefundenen  Pole  P1 ,  p'  beschreibe 
man  mit  einer  an  den  betreffenden  Kreis  Mt  SW,  m  ge- 
legten Tangente  als  Halbmesser  einen  ßestimmungskreis 
der  Berührungspunkte,  so  ergeben  sich  letztere  als 
Durchscluiittspunkte  dieser  beiden  Kreise. 

Für  den  Kreis  P  ergeben  sich  die  Berührungspunkte 
/J8  und  Z?4,  für  ergeben  sich  033  und  «4  und  für  p' 
ergeben  sich  A3  und  ä4,  und  von  diesen  gehören  Z?3,  *B3,  />3 
dem  Kreise  an,  welcher  M  und  9W  von  aussen  und  den 
Kreis  m  von  innen,  dagegen  B*t  1B4,  b*  dem  Kreise  an, 
welcher  die  Kreise  M  und  SW  von  innen  und  den  Kreis 
m  von  aussen  berührt. 

5)  Die  Mittelpunkte  II?3  und  J1T4  erhält  man  durch  gerade 
Verbindung  der  erhaltenen  Berührungspunkte  mit  den 
Mittelpunkten  der  drei  gegebenen  Kreise.  Es  schneiden 
sich  nämlich  von  diesen  sechs  geraden  Verbindungslinien 
jedesmal  drei  zusammengehörige  in  einem  und  demsel- 
ben, der  inneren  Axe  an  gehörigen  Punkte. 
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Auf  gleiche  Weise  (wie  in  §.  20.)  geschiebt  die  Auflösung, 
wenn  das  Verlangen  gestellt  wird,  die  Kreise  M  und  m  gleich- 
artig und  den  Kreis  3Ä  ungleichartig  oder  die  Kreise  9Ä  uud  m 
gleichartig  und  den  Kreis  M  ungleichartig  zu  berühren. 

§.  22. 

Bei  der  in  §.  19.  gegebenen  Auflösung  för  gleichartige  Berüh- 
rung dreier  Kreise  genügt  die  Bestimmung  von  nur  zwei  äusseren 
Aehnlichkeitskreisen,  etwa  der  Kreise  a  und  91,  weil  sich  schon 
duich  zwei  solcher  Kreise  die  äussere  Axe  bestimmen  lässtt 

Ebenso  genügt  die  Bestimmung  nur  eines  Poles  der  Berüh- 
rungspunkte ,  etwa  des  Poles  weil,  hat  man  die  zugehörigen 
2«ei  conjugirten  Berührungspunkte  89',  J©2  gefunden,  die  übrigen 
Tier  sich  mit  Hülfe  des  §.  2.  leicht  finden  lassen. 

Man  verbinde  nämlich,  wenn  die  Berührungspunkte  93'  und 
Ss  bekannt  sind,  diese  Punkte  mit  dem  zugehörigen  äusseren 
Aetinlichkeitspiiukte  «,  so  schneidet  die  gerade  Verbindungslinie 
4tn  Kreis  M  in  den  Berührungspunkten  B'  und  J5a  und  die  ge- 
rade Verbindungslinie  dieser  Berührungspunkte  mit  dem  zu  M  und 
m  gehörigen  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  51  schneidet  den  Kreis 
oi  ia  den  Berührungspunkten  b'  und  b2. 

Man  macht  hiervon  mit  Vortheil  Anwendung,  wenn  die  Be- 
röbrungspole,  wie  P  und  p  (Taf.  V.),  über  die  Grenze  des  Papiers 
hinausfallen. 

§.  23. 

Auch  bei  ungleichartiger  Berührung  (Taf.  VI.)  genügt  die  Be- 
stimmung nur  eines  Poles  der  Berührungspunkte  (vergleiche  }.  22.), 
weil,  hat  man  zwei  conjugirte  Berührungspunkte  gefunden,  die 
übrigen  vier  sich  mit  Hülfe  des  §.  4.  leicht  ergeben. 

§.  24. 

Hat  man,  sowohl  für  gleichartige,  als  ungleichartige  Berüh- 
rung, zwei  conjugirte  Berührungspunkte  gefunden,  so  ergeben  sich 
auch  die  Mittelpunkte  der  conjugirten  Berührungskreise  alsbald. 
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wenn  man  die  gefundenen  Berührungspunkte  mit  dem  Mittelpunkte 
des  zugehörigen  Kreises  dnreh  gerade  Linien  verbindet  und  diese 
verlängert  Iiis  zu  ihrem  Durchschnitt  mit  der  zugehörigen  äusse- 
ren oder  inneren  Axe. 

Von  den  in  diesem  und  den  beiden  vorhergehenden  Paragra- 
phen erwähnten  Abkürzungen  wollen  wir  bei  der  Auflösung  nach- 
folgender  Aufgaben  Gebrauch  machen. 

§  25. 

Aufgabe.  Es  sind  drei  Kreise  «W,  M  und  m  (Taf.  VII.),  deren 
Mittelpunkte  in  einer  geraden  Linie  liegen,  gegeben;  man  soll  einen 
Kreis  Itt  beschreiben,  der  die  drei  gegebenen  gleichartig  berührt. 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)  die  äussere  Aehnlichkcitsaxe.  Dieselbe  fällt  in  vorlie- 
gendem Falle  ganz  mit  der  Richtung  der  in  Einer  Linie 
liegenden,  den  gegebenen  Kreisen  zugehörigen  Centra- 
len zusammen,  und  es  genügt  die  Bestimmung  von  zwei 
äusseren  Aehnlichkeitspunkten  a  und  91. 

2)  Zu  den  Tangenten  aV  und  aV ,  sowie  zu  2U'  und  % V 
suche  man  die  mittleren  Proportionalen  oft!  und  und 
beschreibe  mit  denselben  als  Halbmesser  die  äusseren 
Aehnlichkeitskreise  a  und  '21. 

Diese  Aufgabe  unterscheidet  sich  nun  von  der  in  §.19. 
gestellten,  auf  Taf.  V.  bezuglichen  Aufgabe  dadurch,  dass 
sich  dort  die  beiden  Aehnlichkeitskreise  schneiden,  hier 
nicht. 

3)  Zu  den  beiden  Aehnlichkeitskreisen  suche  man  die  Linie 
gleicher  Potenzen,  d.i.  die  äussere  Axe  0,0,,.  lege  von 
ihrem  Hauptpunkte  O  eine  Tangente  OO'  an  einen  der 
Aehnlichkeitskreise  und  beschreibe  mit  derselben  einen 
Kreis,  nämlich  den  Hauptkreis  der  äusseren  Axe  (§.  11.3)). 

4)  Zu  diesem  Huuptkreise  O  und  einem  der  gegebenen 
Kreise,  etwa  dem  Kreise  STO,  suche  man  die  Linie  gleicher 
Potenzen,  resp.  deren  Durchschnitt  $  mit  der  äusseren 
Aehnlichkeirsaxe,  so  hat  man  den  Berührungspol  $  für 
diesen  Kreis  und  die  von  diesem  Pol  an  den  Kreis 
9Jf  gelegten  Tangenten  bestimmen  dann  zwei  conjugirte 
Berührungspunkte  33'  und  99*. 

5)  Man  verbinde  jeden  der  Berührungspunkte  mit  dem  Mit- 
telpunkte SR  und  verlängere  die  Verbindungslinien  bis 
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die  äussere  Axe  ü,Ou  in  den  Punkten  TU1  und  HP,  d.  i. 
in  den  Mittelpunkten  derjenigen  Kreise  geschnitten  wird, 
welche  beide  der  Aufgabe  genügen. 

6)  Die  zwei  Paar  andere  Berührungspunkte  B'  und  ß2, 
sowie  b'  und  A*,  ergeben  sich  dann  durch  die  Verbindung 
der  gefundenen  Mittelpunkte  Ml1  und  }TP  mit  den  Mittel- 
punkten der  gegebenen  Kreise  M  und  m, 

{.  26. 

» 

Aufgabe.  Es  sind  drei  Kreise  m,  M  und  3»  (Taf.  VIII.),  deren 
Mittelpunkte  in  einer  geraden  Linie  liegen,  gegeben;  man  soll 
einen  Kreis  VI  beschreiben,  der  zwei  der  gegebenen  Kreise,  etwa 
M  und  5W,  gleichartig  und  den  dritten  Kreis,  also  m,  ungleich- 
artig berührt. 

Auflösung.   Man  bestimme: 

1)  die  dem  ungleichartig  zu  berührenden  Kreise  zugehörige 
innere  Aehnlichkeitsaxe  und  es  genügt  die  Bestimmung 
der  inneren  Aehnlichkeitspunkte  3  und  J. 

2)  Zu  den  Tangenten  «/©'  und  Jg" sowie  zu  3^'  uod  3G', 
suche  man  die  mittleren  Proportionalen  Jlb"  und  3£"r  und 
beschreibe  mit  denselben  als  Halbmessern  die  inneren 
Aehnlichkeitskreise  J  und  3. 

3)  Zu  diesen  beiden  Aehnlichkeitskreisen  suche  man  die 
Linie  äquidifferenter  Potenzen,  d.  i.  die  innere  Axe  Q,Q„9 
und  beschreibe  aus  ihrem  Hauptpunkte  Q  mit  Q^"  (=QX™) 
[nämlich  mit  der  geraden  Verbindungslinie  des  Haupt- 
punktes Q  und  des  Endpunktes  (W)  des  auf  der  in- 
neren Aehnlichkeitsaxe  senkrecht  stehenden  Halbmessers 
des  inneren  Aehnlichkeitskreises  J  (3)]  als  Halbmesser 
einen  Kreis,  d.  h.  den  Hauptkreis  der  inneren  Axe. 

4)  Zu  diesem  Hauptkreise  und  einem  der  gegebenen  Kreise, 
etwa  dem  Kreise  M,  suche  man  die  Linie  gleicher  Po- 
tenzen, resp.  deren  Durchschnittspunkt  P1  mit  der  inne- 
ren Aehnlichkeitsaxe  3«/,  so  hat  man  den  Berührungspol 
P'  für  diesen  Kreis  M.  Die  von  diesem  Pol  an  den 
Kreis  M  gelegten  Tangenten  bestimmen  dann  zwei  con- 
jugirte  Berührungspunkte  B%  und  2?*. 

5)  Man  verbinde  jeden  der  Berührungspunkte  mit  dem  Mit- 
telpunkte M  und  verlängere  die  Verbindungslinien,  bis 
die  innere  Axe  Q,Qm  in  den  Punkten  2tt>  und  Hl*,  d.  i. 
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in  den  Mittelpunkten  derjenigen  Kreise  geschnitten  wird, 
welche  beide  der  Aufgabe  genügen. 

6)  Die  zwei  Paar  andere  Berührungspunkte  99"  und  ©4,  so 
wie  6*  und  o4,  ergeben  sich  dann  durch  die  Verbindung 
der  gefundenen  Mittelpunkte  Ml8  und  Hl4  mit  den  Mittel- 
punkten der  gegebenen  Kreise  9R  und  m. 


§.  27. 

Liegen  die  Mittelpunkte  At,  2R ,  m  der  drei  gegebenen  Kreise 
nicht,  wie  in  Aufgabe  §§.  25.  und  26.,  in  einer  geraden  Linie,  so 
kann,  wenn  die  Auflösung  vollständig,  nämlich  die  Bestimmung 
der  acht  Berührungskreise  erfolgen  soll,  die  in  den  §§.  19.  und  20. 
gegebene  Auflösung  durch  folgenden  Satz  eiue  Abkürzung  erleiden. 


§.  28. 

Shmmtliche  vier  Axen ,  nämlich  die  äussere  Axe  und  die  drei 
inneren  Axen,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  und  zwar  in  dem 
Potenccentrum  der  drei  gegebenen  Kreise. 

Um  diese  Behauptung  einzusehen,  nehme  man  in  Betracht, 
dass  jedesmal  zwei  conjugirte  Berührungspunkte  mit  dein  Potenz- 
centrum  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Man  verbinde  nun  zwei 
conjugirte  Berührungspunkte,  etwa  *8'  und  SB2  (Taf.  V.),  mit  dem 
Potenzcentrum  <£  durch  eine  (»erade  und  verlängere  sie  bis  zu 
ihrem  Durchschnitte  93  des  Kreises  TR2;  alsdann  verbinde  man  £8 
mit  HI2.  ©'  mit  Dl1,  <£  mit  ffl1  und  <£  mit  KI2;  so  ist: 

w.  m*m* = w%*8 

und  W.  9R$'J8*:=:9Rq9s9' 

Es  ist  aber  W.  Ht2>82t8  = 

daher  auch  ^Ä2®$2:=3RiB'q32 
also  »W  ||  »1*8. 

Da  aber  diese  Parallelen  BPSB'  und  UPSB  die  in  entgegenge- 
setzter Richtung  liegenden  Halbmesser  zweier  Kreise  VÜl  und  DI2 
gind,  so  liegt  bekanntlich  aoch  in  der  Verbindungslinie  £B'$  ihrer 
Endpunkte  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  dieser  Kreise  III1  und  UI2. 

Verführt  man  ebenso  mit  einem  anderen  Paare  conjugirter 
Berührungspunkte,  etwa  mit  6'  und  6*  des  Kreises  m,  verbindet 
sie  nämlich  mit  dem  Potenzcentrum  <t  durch  eine  Gerade  und 
verlängert  diese,  bis        in  6  geschnitten  wird  etc.;  so  ergiebt 
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«ach,  dass  der  innere  Aeholicbkeitspunkt  der  Kreise  DI1  und  BT* 
auch  in  der  Geraden  b'b  liege;  mithin  liegt  der  innere  Aebnlicb- 
keit>punkt  beider  eonjugirten  Kreise  in  dem  Durchschnitte  der 
Liuien  ©'*B  und  b'b. 

Es  ist  aber  dieser  Durchschnitt  das  Potenzcentrum  <£  der  Kreise 
Af,  und  m;  daher  ist  auch  das  Potenzcentrum  £  dieser  drei 
Kreise  zugleich  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  eonju- 
girten Kreise  MI1  und  Ztt2,  welche  sie  gleichartig  berühren,  und 
die  gezogenen  Linien  UPtf  und  WPtf  fallen  in  eine  Richtung  zu- 
sammen, d.  h.  das  Potenzcentrum  <£  ist  ein  Punkt  der  äusseren  Axe. 

Auf  gleiche  Weise  findet  sich  bei  ungleichartiger  Berührung 
(Taf.  VI.),  dass  das  Potenzcentrum  (£  auch  der  innere  Aehnlich- 
keitspunkt der  beiden  eonjugirten  Kreise  JHS  und  ITC4,  also  ein  Punkt 
der  zu  dem  ungleichartig  berührten  Kreise  rn  gehörigen  inneren 
Axe  ist.  Und  ebenso  ergieht  sich,  dass  das  Potenzcentrum  (fauch 
ein  Punkt  derjenigen  inneren  Azen  ist,  die  den  ungleichartig  be- 
rührten Kreisen  9W  und  M  angehören. 

Das  Potenzcentrum  <£  ist  mithin  der  innere  Aehnlichkeitspunkt 
der  vier  Paar  conjugirter  Berührungskreise,  d.  h.  ein  Punkt  der 
vier  Axen  und  daher  ein  gemeinschaftlicher  Durchschnittspunkt 
derselben. 

§• 

Liegen  daher  die  Mittelpunkte  der  drei  gegebenen  Kreise 
nicht  in  einer  geraden  Linie,  so  kann  man  auch  zur  Bestimmung 
der  Axen  das  Potenzcentrum  aufsuchen  und  vou  diesem  auf  die 
bezüglichen  Aehnlichkeitsaxen  Senkrechte  fallen. 

Für  solche  Falle  kann  dieses  Verfahren,  namentlich  wenn  es 
sich  um  Bestimmung  snmmtlicher  acht  Berührungskreise  handelt, 
als  Abkürzung  gelten,  unbeschadet  der  Allgemeinheit  der  gege- 
benen Auflösung  für  jede  Lage  der  Mittelpunkte. 

§.  30. 

Das  in  den  §j.  25.  und  '26.  in  Bezug  auf  die  Berührung  dreier 
Kreise  gegebene  Verfahren  ist  nicht  allein  allgemein  in  Bezug 
auf  die  Lage  der  Mittelpunkte,  sondern  auch  in  Bezug  auf  die 
Grosse  der  Halbmesser  der  gegebenen  drei  Kreise,  nämlich  auch 
noch  dann  anwendbar,  wenn  die  Halbmesser  derselben  unendlich 
gross  oder  unendlich  klein  werden,  d.  h.  die  gegebenen  Kreise 
in  gerade  Linien  oder  in  Punkte  übergehen. 
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Da  indessen  die  allgemeine  Auflösung  sich  auf  Bestimmung 
der  Aehnlichkeitsaxen,  der  Aehnlichkeitskreise,  der  Linien  gleicher 
Potenzen  etc.  gründet,  sosoll  nunmehr  untersucht  werden,  welche 
Lage  diese  verschiedenen  Linien  einnehmen,  wann  die  Halbmes- 
ser der  drei  gegebenen  Kreise  zum  Theil  oder  alle  unendlich 
gross  oder  unendlich  klein  werden. 

(Die  «weite  Abtheilung  dieter  Abbandl.  folgt  in  einem  der  nächsten  Hefte.) 


XVI. 

Ueber  die  elementare  Berechnung  der  briggiscben 


Von 

Herrn  Joh.  Bapt.  Sturm, 
geprüftem  Lehramts  -  Candida  ten  zu  Rottenburg  in  Nieder-Baier* 


Bekanntlich  stützt  sich  die  elementare  Berechnung  der  bngg'* 
sehen  Logarithmen  auf  den  Satz:  „Wenn  C  die  mittlere  geome- 
trische Proportionale  von  A  und  B  ist,  so  ist  Log.  C  die  mittlere 
arithmetische  Proportionalzahl  zu  den  Logarithmen  von  A  und  B" 
Das  geometrische  Mittel  aus  zwei  Zahlen  ist  nämlich  immer  klei- 
ner als  wie  diese,  und  dadurch  ist  es  möglich,  jede  beliebige 
Zahl  als  die  Granze  anzusehen,  der  man  sich  immer  mehr  nähert, 
je  mehr  man  die  Operation  des  geometrischen.  Mittels  fortsetzt 
In  dem  Lehrbuche  der  Zahlenlehre  und  Algebra  von  J.  ß«  ^  e(£  * 
das  ich  vor  mir  habe,  ist  auf  diesem  Wege  der  briggische  L«£a' 
rithmus  von  3  berechnet,  wobei  27  Mal  das  geometrische  MiNe 
gesucht  und  am  Schlüsse  mit  Recht  die  Bemerkung  hinzugefügt 

" tf  «r/in 

wird:   „Aus  dieser  Berechnung  mag  man  sich  einen  Begrin 
der  unendlichen  Muhe  machen,  welche  die  ErGnder  der  Logant 
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men  hatten,  um  die  Logarithmen  f9r  alle  Zahlen  zu  finden." 
Diese  fast  ungeheure  Schwierigkeit  in  der  Ausrechnung  der  Lo* 
garithmen  auf  besagtem  Wege  verschwindet  jedoch  zum  grossen 
Theile,  wenn  man  die  äussere  Form  des  Verfahrens  modifizirt 
dadurch,  dass  man  systematischer  zu  Werke  geht.  Analysirt 
man  nämlich  dieses  Verfahren,  so  läuft  es  dem  Wesen  nach  auf 
nichts  anderes  hinaus,  als  den  briggischen  Logarithmus  einer 
Zahl  in  der  Form  eines  systematischen  Bruches  darzustellen,  des* 
gen  Basis  die  Zahl  2  ist.  In  mathematischer  Zeichensprache  aus- 
gedruckt, lautet  dieses  so: 

1  II 

Log  ,x  —  «  +  2^  +  ^  +  2r  +  •  •  •  • 

und 

_i      i  i_ 
*  =  1<K10^1<^.104''...., 

wo  durch  x  eine  beliebige  Zahl,  durch  a  die  Kennziffer  und  durch 
die  Bruchreihe,  in  welcher  selbstredend  a,  ß,  y....  der  Grösse 
nach  zunehmende  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  jedes  Glied  grös- 
ser als  die  Summe  aller  nachfolgenden  ist,  die  Mantisse  des  Lo- 
garithmus vorgestellt  wiid.  Hieraus  ersieht  man  aber  auf  der 
Stelle,  dass  es  bei  der  Berechnung  der  briggischen  Logarithmen 
im  Grande  blos  darauf  ankömmt,  für  die  Potenzen : 

i      2-      JL  L 
10*,  10*  ,  10»\  10**,.... 

die  Werthe  zu  finden,  was  sehr  leicht  durch  fortgesetztes  Qua- 
dratwurzelausziehen geschehen  kann.   Ich  habe  nun  vor  Kurzem 

l 

diese  Werthe  bis  auf  den  von  102*4  einschliesslich  berechnet  und 
«war  in  10  Dezimalen,  und  theile  sie  hier  in  einer  Tafel  *)  mit, 
wobei  ich  jedoch  nicht  gut  stehen  kann,  ob  nicht  hie  und  da  die 
letzte  Ziffer  fehlerhaft  ist.  Das  Prinzip  der  Rechnung  war  näm- 
lich folgendes.  Bezeichnet  «  irgend  einen  durch  Quadratwurzel- 
ausziehen  erhaltenen  Werth  in  10  Dezimalen,  so  kann  der  wahre 

Werth  durch  (a  +  |3)  ausgedrückt  werden,  wo  /5<  ~iö  ''«t.  Zieht 

man  nun  aufs  Neue  aus  (a  +  0)  die  Quadratwurzel  aus,  so  kann 
diess,  da  ß  unbekannt  ist,  nur  dadurch  geschehen,  dass  man  aus 
o  die  Quadratwurzel  zieht;  man  begeht  dabei  wohl  einen  Fehler, 
allein  es  ist  leicht  zu  bestimmen,  auf  die  wievielte  Dezimalstelle 


+)  Siehe  am  Ende.  ,:i 
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von  V«  er  einen  Einfluss  habe.  Bezeichnet  man  nämlich  du 
Fehler  durch  4,'  so  ist, 

r 

und 

^  =  V(«  +  /S)- V« 

oder 


Da  nun  ^^jqiö  und  immer  V(«  +  ß)  +  V«  >  2  ist,  so  hat 
offenbar  auch: 

Der  Werth  von  A  hat  also  einen  Einfluss  nur  auf  die  Ute  Dezi- 
malstelle des  Werthes  von  V«,  wenn  dieser  in  10  Dezimalen  be- 
rechnet wird,  wobei  es  sich  nun  ereignen  kann,  dass  durch  eben 
diesen  Einfluss  auch  die  lOte  Dezimale  von  Va  verändert  wird. 

Ueber  die  Anwendung  der  Tafel  selbst  liabe  ich  nur  Folgen- 
des zu  bemerken.  Wollte  man  z.  B.  den  briggischen  Logarithmus 
von  5  berechnen,  so  ist  das  Verfahren,  das  sich  in  allen  Fällen 
gleich  bleibt,  einfach  dieses. 

Da 

IIA 

I)  Ör^lO.lO^.l^.lO27.... 

sein  soll,  so  ist  vor  Allem  klar,  dass  a  =  0  ist;  nun  suche  man 
in  der  Tafel  in  der  Reihe  B.  jenen  Werth,  welcher  kleiner  als 
die  Zahl  5  ist,  aber  dieser  am  nächsten  kömmt;  er  ist  3,162*2776604, 
und  ihm  entspricht  in  der  Keine  A.  der  Werth  er  =  1 ;  mit  jenem 
in  der  Reibe  B.  gefundenen  WTerthe  dividire  man  hierauf  in  5  (der 
Quotus  sei  =y),  wodurch  die  Gleichung  I)  Obergeht  in  diese: 

l  i 

II)  ?  =  10^.10*'.... 

Auf  diese  Gleichung  kann  man  das  so  eben  gebrauchte  Ver- 
fahren neuerdings  anwenden,  und  dadurch  ß  finden.  Auf  diese 
Weise  fährt  man  fort,  bis  man  endlich  auf  einen  Quotienten  kommt, 
der  kleiner  als  der  kleinste  in  den  Tafeln  ist;  die  Rechnung  wird 
jetzt  abgebrochen,  da  der  Logarithmus  von  5  bereits  in  10  Dezi- 
malen bestimmt  ist.  Dieser  ist,  wie  von  selbst  einleuchtet,  durch 
die  Gleichung: 
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L°g-5  =  ^  +^  +  ^  +  * — 

gegeben,  da  c,  ß,  y  durch  die  im  Vorigen  angegebene  Ope- 
ration bestimmt  worden  sind. 

Für  die  wirkliche  Ausführung  der  Divisionen  ist  aber  noch 

folgendes  Raisonnement  nothwendig.  Werden  zwei  beliebige  Zahl- 

werthe,  von  denen  der  eine  durch  den  andern  dividirt  werden  soll, 

und  die  in  10  Dezimalen  gegeben  sind,  durch  a  und  a*  bezeich* 

net,  so  sind  die  wahren  Werthe  beziehlich  (o  +  /5)  und  (a'  +  ß'), 

] 

wo  dann  ß  und  ß'  kleiner  als         sind.    Der  Fehler,   den  man 

bei  der  Division  dadurch  begeht,  dass  statt  der  wahren  Werthe 
(a  +  ß)  und  («'  +  0')  die  nur  bis  anf  10  Dezimalen  berechneten  a 
and  a'  genommen  werden,  ist  nun  durch  die  Gleichung: 

«  +  ß  _«  ,  A 

gegeben,  wo  A  den  eben  erwähnten  Fehler  bezeichnet.  Hieraus 
ergibt  sich: 

Da  a  und  af  weder  gleich  noch  grosser  als  10  sind,  so  wird 
jedes  der  Produkte  a'ß  und  aß',  also  auch  der  absolute  Werth 

der  Differenz  (a'ß— aß'),  den  Werth  von  j^Ib  niemals  uberschrei- 
ten, woraus  folgt,  dass  der  Fehler  J  immer  kleiner  ist  als 
indem  nämlich  das  Produkt  a'(a'+/3')  immer  grosser  als  1  ist. 

Aus  Vorstellendem  ist  klar,  dass  die  Berechnung  der  briggi- 
schen Logarithmen  für  alle  Zahlen  in  10  Dezimalen  sich  zurück* 

1 

fähren  lässt  auf  33  in  der  Form  von  ^  sich  darstellende  Loga- 
rithmen. Die  Anzahl  der  Divisionen  ist  im  allerungü'nstigsten  Falle 
höchstens  33.  Ein  geübter  Rechner  dürfte  auf  diesem  Wege  nun 
nicht  viel  langsamer  das  Ziel  erreichen,  als  auf  dem,  welchen  die 
Analysis  gibt,  wo  man  von  langen  Rechnungen  gerade  auch  nicht 
frei  ist,  und  die  briggischen  Logarithmen  nur  mittelbar  findet  in- 
soferne,  als  sie  nur  die  natürlichen  direkt  gibt,  aus  denen  erst 
durch  eine  Multiplikation  mit  dem  Modulus  die  briggischeu  gewon- 
nen werden.  Unstreitig  ist  aber  der  Berechnung  durch  Reihen, 
welche  die  Analysis  gibt,  vorzuziehen  jene  Art,  die  der  vorigen 
ähnlich  ist  und  darin  besteht,  dass  zuerst  die  Potenzen: 
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10'%  10*',  101',.... 
10^,  lO7^,  lO1^  


10,owo,  10,üoa,  10,,,w0,.... 

U.     8.  f. 

berechnet  werden,  deren  Anzahl  81  ist,  wenn  zehndezimalige 
Logarithmen  gefordert  sind. 


l 

1<P 


10* 


X 


10*; 

io*j 


102 


10» 


10« 
10* 


1(F 


10» 


10* 


1_ 

1  o 

1_ 

1 1 
1 

7? 

1_ 

Ii 


10* 


1_ 

I  4 


10* 


1_ 

1  4 


102 
10* 


1_ 

1  o 

l_ 

1 1 


B 


3,1622776604 
1,7782794140 
1,3335214336 
1,1547819853 
1,0746078286 
1,0366329285 
1,0181517217 
1,0090350448 
1,0045073642 
1,0022511482 
1,0011249413 
1,0005623125 
1,0002811167 
1,0001405484 
1,0000702717 
1,0000351352 
1,0000175674 


02 
0* 


02 


0* 


r- 

1  0 

1_ 
l  9 

1_ 

Tö 

l_ 

,»T 


02 


02 
0* 
0* 
0* 
02 


1 

M  J 

1_ 
1_ 

1_ 

J_ 

X  7 


02 


0' 


1_ 
1 

.2  » 


02 


3  0 


O2 
0* 
0* 


1_ 


1_ 
1* 

1_ 

iT 


B 


l,0000087a^6 
1,0000043917 
1,0000021958 
1,0000010978 
1,0000005488 
1,0000002743 
1,0000001371 
1,0000000685 
1,0000000342 

1,0000000170 
1,0000000084 
1,0000000041 
1,0000000020 
1,0000000009 
1,0000000004 
1,0000000001 
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M  i  8  c  e  I  1  e  n. 


Von    dem  Herausgeber. 
Aufgabe. 

Die  Lage  eines  gegebenen  Dreiecks  ABC,  dessen 
den  Winkeln  A,  B,  C  gegenüberstehende  Seiten,  wie 
gewöhnlich,  durch  a,  6,  c  bezeichnet  werden  sollen, 
gegen  eine  gegebene  Ebene  so  zu  bestimmen,  dass 
seine  Projection  auf  dieser  Ebene  ein  gleichseitiges 
Dreieck  ist. 

Auflosung. 

Man  lege  die  Spitze  C  des  Dreiecks  ABC  in  die  Projections- 
ebene  und  bezeichne  die  Neigungswinkel  der  Seiten  a~BC  und 
b=CA  gegen  die  Projectionsebene,  indem  man  diese  Winkel 
absolut  nicht  grosser  als  00°,  aber  positiv  oder  negativ  nimmt, 
jenachdem  die  entsprechenden  Seiten  über  oder  unter  der  Projec- 
tionsebene liegen,  respective  durch  <p  und  i^;  so  hat  man  nach 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  zunächst  offenbar  die  Gleichung 

1)  a  cos  (p  =  b  cos  ty. 

Ferner  aber  hat  man  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie  die  Gleichung 

sTnCJO^-^siiKyO0-^)  -cosou«-sindü«_,, 

also 

cos  C — sin  (p  sin  t|>  , 

cos  q>  cos  ifj  1 ' 

oder 

2)  cosC=sing>sin^-f  i  cos  g>  cos  if;. 
Aus  der  Gleichung  1)  erhält  man: 

Thtll  XXIV.  16 
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3)  C0St/'  =  £C08<p, 

also,  wenn  man  dies  in  die  Gleichung  2)  einfuhrt  und  dann  sin^ 
bestimmt : 

J%  .         26cos  C—a  cos  cp2 

4)  sinrp  =  :  ~- 

'  T  2&8in<jp 

Folglich  hat  man  nach  3)  und  4)  zur  Bestimmung  von  <p  die  Gleichung  : 

(26  cos  C—a  cos  qp2)a  a2co8g>a 

5)  46asing)2         +  W~-X 

oder 

6)  (26  cos  C  —  a  cos  <p)2  +  4a2sin  o>a  cos  <p2  =  46asin  qp2 , 
die  man  nach  leichter  Entwicklung  auf  die  Form 

m  4(a2  +  62—  *6cosC)       ,       46*  .  ^ 

7)  cos<p*-  cos  9«  =  - 3^  sin  C* 

bringt  Lost  man  diese  Gleichung  wie  eine  quadratische  Gleichung 
auf,  so  erhält  mao  zuvorderst  sehr  leicht: 

.    2(aa  +  6a  —  a6cosC)1<s 
{cos94  3^  1* 

_  4{a*  +  64— q26a  — 2n6(a2  +  62)cos  C+4a26acosCa} 
~  9a* 
oder,  weil 

2a6cosC=a2+62-ca 

ist,  wie  man  leicht  findet: 

a*+6*  +  c2      4(rt*  +  64  +  c*-a26a— 6aca—caaa) 
|cosg>a  3^5  )2=  9^4  . 

also: 


c,  .  oH*Hcs±2V  o4+6Hc4-a262-62c2-c2iia 
8)  cos  <p  =  

Weil  aber 

(a*  -  6*)* + (6* — c*)a + (c9  —  aa)a = 2(a4 + 6* + c4 — aa6a—  6aca-c*a  *) 
ist,  so  kann  man  vorstehende  Formel  auch  schreiben: 

o,  .  oH&HcaiV2|(a^/^)H(^-cajH(ca^yi 

M)  COSCp  —  ^  , 

woraus  zugleich  erhellet,  dass  die  Wurzelgrosse  immer  reell  ist. 
Weil  das  Product 
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{ aa  +  o8  +  ca + 2  Va4 + 6*  +  c4  —  a*b* — 6ac* — caaa } 
XI aa  +  6a  +  ca— 2  V  a4  +  64  +  c4  — alAl- 6V>— caa*| 
=  (aa  +  6a  +  c2)a— 4(a4  +  64  +  c4  -  a*6a—  6*c*-  c*a*) 
= 3  (2aa6*  +  26  V1  +  2caa2  —  a4  —  64 — c4) 


und 


«in  C*  = 


4aa6a  -  (q*  +  6a  -  c*)a    2q*6*+26aca+2cgaa— a4-64— c4 
4a2o2  4a26a 


also  obiges  Product  =  12aaoasin Ca,  folglich  stets  positiv  ist,  so 
haben  die  beiden  Werthe,  welche  die  Formel  8)  für  cosg>a  lie- 
fert, immer  gleiche  Vorzeichen;  und  da  nun  das  obere  Vorzeichen 
offenbar  immer  einen  positiven  Werth  liefert,  so  liefert  auch  das 
untere  Zeichen  stets  einen  solchen  Werth,  und  die  Formel  8) 
oder  9)  liefert  daher  für  cos(jpa  immer  zwei  positive  Werthe. 

Weil  nach  dem  Vorhergeheoden 

04+  64  +  c4— a26a  -  6aca— <£aa  =  aa6a+6aca  +  caoa  -  4a*6Vm  C* 

ist,  so  kann  man  auch  setzen: 

iax           «    aa+62+ca4;2  V"  a262+oaca+caaa-  4aa6asin  Ca 
10)    cos  q>*=  ^  . 

Weil  der  absolute  Werth  von  g>  nicht  grösser  als  90°  ist,  so 
ist  cosg)  stets  positiv,  uod  daher  nach  9): 


V!«H6a+ca+V2j(aa-62)a+(6a-c2)2+(e2-fl2)2l} 
II)    COS9>=  ^  , 

in  welcher  Formel  man  aber  q>  positiv  und  negativ  nehmen  kann. 
Hat  man  9  mittelst  dieser  Formel  bestimmt,  so  ergiebt  sich  ip, 
das  ebenfalls  seinem  absoluten  Werthe  nach  nicht  grösser  als  90° 
ist,  aber  auch  positiv  und  negativ  sein  kann,  mittelst  der  For- 
mel 4),  nämlich  mittelst  der  Formel 

.         26  cos  C—a  cos  qp2 

l2>  

ohne  alle  Zweideutigkeit,  indem  im  Gegentheil  die  Formel  3),  nämlich 
13)  cosip  =  gco8g>, 

es  unentschieden  lässt,  ob  man    positiv  oder  negativ  zunehmen  hat 

Zu  bemerken  ist  hierbei  nun  aber  noch  ganz  besonders,  dass, 
wenn  die  Berechnung  der  Winkel  q>  und      mittelst  der  Formeln 
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11)  und  12)  wirklieb  möglich  sein  soll,  die  Wertbe,  welche  diese 
Formeln  für  cos q>  und  simf;  liefern,  absolut  genommen,  die  Eio- 
heit  nicht  übersteigen  dürfen. 

Wäre  nun 

a2+62  +  c2— 2  >fä*  +  6*  +  c*  —  aW  -  ÜH* — cW  >  3a2 , 
so  wäre 

o2  +  c2 — 2a2 >  2  V a4  -R4  f  c*  —  a*P^*#^lF(?, 

also  62-r-ca — 2a2  positiv,  und  folglich 

(6«  +  c2-2a2)2  >  4  (a4  +  6*  +  c4  -  aV- 4V-cV), 

woraus  sich,  wenn  man  die  Grössen  auf  beiden  Seiten  des  Zei- 
chens gehörig  entwickelt  und  dann  aufbebt,  was  sich  aufheben 
lässt,  leicht  ergiebt: 

OS 36*  + 3c4— 6Ä2c2,  also  0>3(o2-c2)2, 
was  offenbar  ungereimt  ist.   Daher  ist  immer 

a2  +  62+c2-2  V^+S4"*  c* ^a26«—  62c2—  c»«»  <3a2 

also 

fla + &2  +  C2  __2  VflVqr/y4  ^yz^»  _  6»cä—  s 

3a2  <  1 

oder 

a«  -f  fr»  -f  c2  -  VSÜfl»- f  "(&2~^*)2  +  (c*  -  «2)2i  ^  , 

3a2  < 1 

Wäre  ferner 

a2  +  62  +  c2+2  Va*  +  6*  +  c4  — a*Ä»  -  4V-cV<  3a» 
so  wäre 

62  +  c2  -  2a2  <  -  2  Va*  +  64  +  c4-  a*ä^^?^3i?f 
also  62-f  c2  — 2a2  negativ,  und 

2a2  —  62— c2>  %  \f  a*  +  A4  -fc4— a262  -  6V1— c2a2, 

folglich 

(2a2  -  62  -  c2)2  >  4  (a4 + 6*  +  c*  -  a262  -o2c2  c2a*) 

oder 

(62  +  c2  -  2a2)2  S  4  (a4  +  6«  +  e*  -  a262— 62c2 -  cV), 
woraus  ganz  wie  vorher 
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0>36*  +  3c*-662c2,  also  0>3(62-c*)* 
folgt,  was  wieder  ungereimt  ist.   Daher  ist  immer 


a*  +  62 + c* + 2  V  a*  +  6*  +  c*  -  a262  -  62c2  -  c2a2  >  3«2, 

also 

fla  +  ft»  -f  c»  +  2  Va *  +  b*  f  c+  -  q262  —  62c* — c2a*  w 
 3^  >1 

oder 


o*  +  62  +  c2  +  VI  1  (a* -  62)2  +  (62  -  c2)2  +  (c*  —  o2)2  >  w  , 

3a*  >  '* 

Folglich  darf  man  nur  setzen: 


V  { «2 +62 + c2-  V2;  (n2  -  62)2 + (62  -  c2)2 + (c2-  r,2)2j 
14)   cos<p=  —3  , 

und  mittelst  dieser  Formel  lassen  sich  auch  immer  zwei  Werthe 
ron  (p  finden,  die,  absolut  gleich,  dem  Zeichen  nach  aber  ent 
gengesetzt  sind. 

Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich : 


a           VI«2 V2;(«2-62)2+(62-c2)H(c2-«2)2Jl 
cost|,=5cos9=  ^  v/3  » 

welcher  Ausdruck  natürlich  ganz  eben  so,  wie  vorher  der  Ausdruck 

V  { o2  +  b*  +  ctt—  ^(a^fT^^cV-r  (c9— o2)2! ) 

oV3 

immer  kleiner  als  die  Einheit  ist.    Also  ist* 


pco8  9*<l, 


und  weil  nun  nach  5) 


(26  cos  C  —  ocosfp2)2     o2cos  <j>2  _ 
"^o^sTny2         +  "FT"-1' 


(26  cos  C — acosqp2)2    .  aa 
 46^^  =  1-pcos9) 

ist,  so  ist  der  absolute  Werth  tod 

26  cos  C—  «  cos  y2 
26  sin  <jp 
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stets  kleiner  als  die  Einheit,  und  sin^  daher  mittelst  der  For 
mel  12;  immer  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmbar. 

Dass  ich  bei  der  vorhergehenden  kleinen  Untersuchung  die 
Falle,  wo  eine  oder  die  andere  Grosse,  welche  kleiner  oder  gros- 
ser als  die  Einheit  ist  oder  sein  soll,  der  Einheit  auch  gleich 
sein  konnte,  der  Kurze  wegen  nicht  besonder»  betrachtet  oder 
hervorgehoben  habe,  wird  man  mir  nicht  zum  Vorwurfe  rauchen, 
da  diese  Fälle  als  Gränzfalle  zu  betrachten  siud,  deren  Beurthei- 
lung  nach  den  obigen  allgemeinen  Formeln  einer  Schwierigkeit 
nie  unterliegen  kann. 

Weitere  Folgerungen  aus  den  obigen  Formeln  zu  ziehen, 
können  wir  fuglich  dem  Leser  überlassen,  und  wollen  in  dieser 
Beziehung  daher  nur  noch  bemerken,  dass  nach  14) 

'     26  cos  C—  acoscp2 

OJ,  aa  +  6a— c»  aHbHc*-VMa*-b*)*+{b*-c*)H{c*^W\ 
-lb'      2a6  °'  3a* 


q*  +  6*  —  C»    q«  +  (fl  +  cs  —  V2Ü^  -  b*)*  +  (6*—  c*)*  +  ( cg  - «/»)« 1 
a  3a 

2(q«  +  6*-2c»)  -f  VZ^-b^+jP—c^  +  iL*-^ 
=  3a  ' 

also  nach  12): 

15) 

=  2  (q*  +  6«  -2c»)  +  V2  { (a*  -  b*)*  -f  (6*  -  c*)*  +  (c*  -  q»)»  \ 
™  6a6siog> 

ist.   Auch  erhfilt  man  aus  14)  leicht: 

10) 

.    .    2a»  -  6»  -  c»  +  V  2  { (a2  -  6»)*  -f  (p«  -  c»)»  +  (c*  -  q»)*l 
«.09,»=  3^  


Von  dem  Herausgeber. 
Aufgabe. 

Zwischen  den  Schenkeln  AC  und  BC  des  Winkels 
C  eines  Dreiecks  ABC  die  kleinste  Linie  zu  ziehen, 

TU 

welche,  von  der  Spitze  C  an  gerechnet,  -  des  gegebe- 
nen  Dreiecks  ABC  abschneidet. 
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Auflösung. 
Die  gesuchte  Linie  sei  A'B' ,  so  dass 

^A'B'C=^^ABC 
ist.    Setzen  wir  A'C~xt  B'C=zyt  A  ß'=z,  so  ist 

bA'B'C^lxysmC; 

also ,  weil 

&ABC=lab8wC 

ist,  nach  dem  Obigen: 

77i   _  mab 

Ferner  ist 

j*=:ra  +       2xy  cos  C, 

also,  weil 

map 
^  ~~  war 

ist,  wenn  man  diesen  Werth  von  y  in  die  vorstehende  Gleichung 
einfuhrt: 

2,  mW    2ro<i6  0 
*2=^2+^  S-cosC 

Differentiirt  man  nun  nach  x,  so  erhSlt  man. 


0  ör  ft  2roV&a 
2z  5-  =2.r  0— =~ 

CX  7l2X* 


oder 


und  weil  nnn 


Bz  m*a*t>* 


2  dx    x      n%x*  1 


82 


dx 

sein  muss,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

x  j^r=0  oder  x+=—^-  , 


woraus  x 
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mab      ,  aT  mab 

y=-^r>  a,so  y=\  ~fT ' 


so  das«  folglich  x  —  y,  das  Dreieck  A'B'C  also  ein,  seine  Spitze 
in  C  habendes  gleichschenkliges  Dreieck  ist. 

Es  fragt  sich  bloss  noch,  ob  wirklich  ein  Minimum  Statt 
findet.  Um  dies  zu  entscheiden,  müssen  wir  bekanntlich  den 
zweiten  Differentialquotienten  von  z  in  Bezug  auf  x  entwickeln. 
Differentiiren  wir  aber  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung 

*  dx     x  rilx* 
von  Neuem,  so  erhalten  wir 

2dx*  +  \dx)  ~I+    ?i*x*  9 

und  för  *  =  Y  ist  also,  weil  für  diesen  Werth  von  x  der 
erste  Differentialquotient  bekanntlich  verschwindet: 

der  zweite  Differentialquotient  also  offenbar  positiv,  welches  die 
bekannte  Bedingung  des  . Minimums  ist. 

Für  i2  erhält  man  leicht  nach  dem  Obigen: 

j*  =  2*2(1  —  cos  C)  =  ix9  sin  iC9, 
also   

z  =  2xsin  J  C  =  2  sin  \C. 


Druckfehler. 

Tbl.  XX.  S.  102.  hinter  y  in  der  ersten  Zeile,  alno  am  Anfange  der 
«weiten  Zeile,  «ehalte  man  die  Worte  ein: 

,,oder  nach  den  entgegengesetzten  Richtungen." 

Thl.  XX.  S.  105.  Z.  3.  v.  u.  muss  im  Nenner  de«  Bruchs  ein  Wurxel- 
aeichen  gesetzt  werden,  nämlich: 
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XViii. 

Sur  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  de  son 
centre  de  gravite,  Forsqu'on  suppose  que  ce  point  est 
fixe  par  rapport  ä  la  terre ,  et  entraine  avec  eile  dans 

son  mouvement  diurne. 

Par 

Monsieur  C.  F.  PV.  Baehr, 

Docteur  es- Sciences  u  Groningne. 


Soit  l'origine  de  trois  axes  fixes  au  centre  O  (Planche  IX.  Fig.l.) 
kk  terre,  que  nous  considererons  com  nie  une  sphere 
parfaite  et  homogene;  et  Taxe  Oj"i  ,  dirige  du  centre  vers 
k  pdlc  du  nord ,  coincidant  avec  Taxe  de  la  rotation  diurne.  Pre- 
noos  pour  le  plan  jr,2|  le  nieridien  initial  du  point  P>  autour  du- 
quel  le  corps  doit  tourner,  et  Taxe  Oil  tellement  que  le  rayon 
terrestre,  ou  la  verticale  UP  tombe  dans  1'anule  droit  entre  les 
nes  Oxx  et  Ozt  ,  alors  la  direction  du  troisieme  axe  Ogt,  situe 
dans  le  plan  de  l'equateur,  sera  aussi  deteriuine'e  en  convenant 
que  d'un  Systeme  rectangnlaire  quelconque  les  ax«»s  positifs  serout 
toujnurs  piis  tellement  quen  les  rangeaut  par  ordre  alphahetiqite, 
savoir  Oj",  Oy,  Oz,  une  rotation  positive,  ou  de  gauche  ä  droile, 
pour  un  »pectateur  place*  dans  un  de  ces  axes,  les  pieds  appuyes 
eur  le  plan  des  deux  autres,  amene  le  premier  sur  le  second,  le 
»econd  sur  le  troisieme,  ou  le  troisieme  sur  le  premier,  lorsque 
langle  parcouru  est  un  angle  droit.  Par  la  rotation  de  la  terre 
laxe  Oz,  serait  amene*  sur  Oylf  ainsi  cette  rotation  est  negative 
par  rapport  ä  Taxe  Oxj. 

Apres  cela,  menons  par  le  point  P  trois  axes  /V,  Py' ,  Pz't 
paralleles  aux  pre*c^deiits ;  ceux-si  formeront  un  Systeme  fixe  par 

TheUXXlV.  17 

I 
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rapport  ä  la  terre,  mais  mobile  avec  eile  dans  Pespace,  etdeVignaot 

par  n  la  vitesse  angulaire  du  mouvement  diurne,  par  H  le  rayoo 
terrestre  OP,  par  ß  la  latitude  du  point  P,  ou  langte  zlOP,  nous 
aurons  apres  le  temps  t: 

sei  =  RS\nß-\-  x' , 

yt  =RCo8ßS\nnt+y'Co6nt+2'S\nnt, 
zj  =  RCosß Cos  nt  - y'  Sio  nt  +  z'  Cos nt , 
ce  qui  donnera  pour 

ou  le  carre*  de  la  vitesse  du  point,  dont  i,,  y|f  :t  sont  les  coor 
donnäes  absolues,  et  x' ,  y,  z'  les  coordonnees  relatives, 


rfar'2     </«'2    dz'2  dv'  dz' 

+2nÄCo8|5.^'+nI(y'*+j'!')+...+2n''ßj'Cosj3+n*filCos^. 


(1) 


On  peut  exrire  cette  expression  sous  la  forme  de  la  somme  de 
trois  carres,  savoir: 

mais  la  premiere  forme  sera  plus  commode  pour  faire  les  subsü- 
tutions  suivantes. 

Pour  plus  de  gen^ralite'  nous  prendrons  un  nouveau  Systeme 
d'axes  rectangulaires  Px,  Py,  Pzt  fixe  par  rapport  ä  la  terre  et 
qui  a  encore  le  point  P  pour  origine.  Si  (k,  k' ,  A")  sont  les  Cosi- 
nus des  angles  que  Taxe  des  x  fait  avee  ceux  des  x' ,  y',  z/,  et 
(ft,  ja',  f**)  et  (v,  v1,  v")  ces  cosinus  pour  les  axes  des  y  et  des 
z,  oo  aura: 

a?'=Aa:  +f»y  -fvz,  j 

y'z=X'x  +  p'y  +  v'2,  (  (2) 

z'  =r*  +  fA*y  +  v"z,  ) 

oü  Ton  peut  donner  ä  A,  ja,  v',  A'  etc.  des  valeurs  arbitraires,  pourvu 
qu'elles  satisfassent  aux  six  relations  entre  les  neuf  cosinus. 

Substituant  ces  valeurs  dans  (1)  eile  devient 
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dx*  ,dy*  .di* 

IT  "dfi  +  7//*  +  dt* 

_     ,  .  dz      dtf         ,  dx      dz       ,  dy      dx^ , 

+  2n*R  Cos  ]S  |  1"*  +  ^  +  v"z }  +  rfiK1  Cos  ' 

Considerons  maintenant  le  Systeme  des  axes  principaux  d'inertie 
du  corps,  passant  par  le  point  P;  soient  {,  rj,  £  les  coordonnöes 
par  rapport  ä  ces  axes,  on  aura,  en  designant  par  (a,  a' ,  a"), 
(6»  6',  6"),  (c,  c',  c")  les  Cosinus  des  angles  que  ces  axes  fönt 
avec  ceux  des  xt  y,  z, 

x—al  +6*7  +c£, 

X=a"£  +  ö"l?  +  c"£, 

oü  £,  17,  £  6ont  des  constantes  par  rapport  au  temps,  tand'is  que 
l'oo  a  entre  ces  neuf  quantites  variables  a,  a' ,  a" ,  b,  etc.  les  rela- 
tions  connues : 

a*  +  a'a  +  a"*=l ,   a6  +  0*6'  +  a"6"=0,  j 

6*  +  6'a+6"2  =  l,   «  +  aV+flV=0,       .    .  (4) 

c*  +  c'»  +  c"a=  1 ,   6c  +  //V  +  6V =0;  J 

ou 

a*  +  6»  +ca  =1,    oa'  +  bb'  +  cc'  =0,  j 

o'»  +  6'*  +  c'*  =  l,   aa"  +  66''  +  cc"  =tf,  |   .   .  (5) 

a»a+6"2  +  c"2=l,   «,'„"  + Ä7/'  +  c'c"=0;  J 

et  encore 

a  =  6V  —  c'6",   a'  =  l>*e-<rb,  an =bc' —  cb' ,  \ 

b  =  c,a"—a,cn,   b'^d'a-aTc,  6"=crt/  — oc',  (  .  .  (6) 

c  =  fly-4V,  c'=a"o-6"a,  c"=a6'-6a'.  ] 

Pour  re^cl uire  les  variables  a  leur  plus  petit  nomhre,  soit  1/; 
l'angle  que  la  trace  du  plan  \i\  sur  le  plan  xy  fait  avec  Taxe  des 
x;  6  rinclinaison  de  ces  deux  plans,  cest-ä-dire  l'angle  entre  les 
axes  des  z  et  des  £;  q>  l'angle  que  laxe  des  £  fait  avec  la  trace 
du  plan  ify.  Les  angles  <p  et  tf/  accroissent,  chacun  dans  son  plan, 
par  une  rotation  de  gauche  a  droite,  en  se  placant  du  cote*  posi- 
tif  de  Taxe  perpendiculaire  ä  ce  plan ;  et  l'angle  ^  est  compte  jus- 

17« 
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qu'a  cette  partie  de  la  trace  autour  de  la  quelle  on  amenerait  par 
une  rotation  positive  Taxe  des  i  sur  le  nouveau  axe  des  £,  en  lui 
faiaant  parcourir  1'angle  6.    Ainsi  on  aura 

o = Cos  <p  Cos  y  —  Sin  <p  Sin  y  Cos  6 , 
b = - (Sin  <p  Cos  t//  +  Cos  <p  Sin  ^  Cos  0) , 
c  =  Sint/;Sin0; 
a'  =  Cos  tp  Sin  if;  +  Sin  tp  Cos  ^  Cos  0 ,    a"  =  Sin  <p  Sin  0 , 
ft'  =  —  (SinqpSint/J-CosqpCostf/Cosfl),  6"  =  Cosg>Sin0, 
c'  =  —  Cos   Sin  ö ;  c"  =  Cos  0 ; 

de  plus  on  sait  qu'en  posant 

cdb  +  c'db'  +  <rW = pdt ,  \ 

ndc  +  a'de  +  cTdif^qdt,  i  (8) 

6r/a  +  6'</a'  +  b"dn"  =  rdf , ) 
d'oü  resulte,  en  vertu  des  trois  dernieres  relations  (4): 

ftrfc  +  b'dc'  +         =  -  pdt ,  j 
cda+c'rffl'  +  c"(/aff  =  -  qdt,  >      ....  (9) 

oo  trouvera 

dty     „  rfö 
p  =  kinqpSinO-^f-r-CosqPjj  > 

^r=Cos<pSin0^y — Sinqpj^,  >  .   .    .    .  (10) 

r-Cosö</7  +  rff. 

Ces  quantites  p,q,r  sont  les  composantes,  autour  des  axes  des 
£,  12,  £,  de  la  rotation  du  corps,  qui  a  lieu  quand  les  angles  H>,<p 
et  0  varient  d'une  maniere  conlinue  quelconque.  De  ces  formu- 
les  se  deduisent  encore  les  suivantes : 


.       de  ,              de?  „      .„  de" 

aq-bp=jfi,  a'q-b'p=  jj,  a"q—bp=-^> 

db  ,        ,      db'  „       „  _db" 

da  ,      da'  ,„       -  da" 

di'  c?=dT'  br-^=df 


OD 
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Maintenant  il  sera  facile  de  substituer  les  nouvelles  variables 
dans  l'expression  de  la  demi-somme  des  Forces  vives  de  tous  les 
points  du  corps;  dm  «Staut  la  differentielle  de  la  masse,  cette 
fooction  sera,  en  vertu  de  (1), 

T=frdm,  (12) 

l'int^grale  s'etendant  au  corps  entier. 

Parce  que  les  axes  des  £,  rjt  £  sont  des  axes  principaux  d'iner- 
tie,  on  a 

f£r1dm=0,  f&dm=0,  frjtdm  =  0> 

et  parce  qu'ils  passent  par  le  centre  de  gravite*  qui  est  eo  Pt  on 
a  de  mime 

f£dm=:0,  frjdm^O,  f£dm  =  Oy 

de  sorte  que  dans  la  valeur  de  T'  on  devra  seulement  avoir  egard 
aux  terroes  qui  contiendront  la  deuxieme  puissance  des  quantiles 
I»  «}f  ?•  et  au  terme  constant;  les  autres  disparaitront  dans  (12), 
quaud  les  integrales  sont  eteodues  au  corps  entier. 

Soient  donc  les  motuents  principaux  d'inertie 

fin*  +  P)dm=A,  f(?+¥)dm  =  Bf  f(?  +  tj*)dm  =  C.  (13) 

nous  aurons ,  en  laissant  de  cöte  les  termes  qui  ne  contiennent  que 
les  premieres  puissances  de  £,  rj,  £, 

d*     dy*    **fd*     da>*     d**\        (djfi     dj£  dbf^ 
dt1  +  dt*  +dp—\dt*  +  dt*  *  dt*J*  +  \d(*  +  dp  + 

(de*    dJ*  dc^\ 
+  \<I1*  +  di*  +  dt*)?' 

ce  qui  se  re*duit,  en  vertu  des  relations  (11),  ayant  egard  aux  trois 
deroieres  de  (4),  ä 

et  par  conse'quent,  ayant  4gard  ä  (13): 
On  a  pareillement 
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dt      dy    ,  ,da"      „da\„  ,  ..,dbn     .„db\  , 

*  a  - 1  ff = (a  -ff  - a  T )  ? + (6  "ff  "  6  ff  > 11 

4 

,  ,dt"  „rfc' 

+  (C        c )£«. 

ou,  par  (11)  et  (6), 

= «pof + s2)  +     + s2) + + ^)  j 

et  par  consöquent  on  trouvera  la  premierc  des  expressions  (15), 
taadis  qu'une  Substitution  serablable  donuera  les  deux  autres; 


(15) 


(y^ — x^)dm  =  Apa  -f  Bqb  +Crc» 
En6o,  Ton  a  encore 

*  * 

=l2+7?a+Sa — l2 («2I2 + 6  V  +  ^S2) — 2Aji  («a'S2  +  66  V  +  cc'p) 
— ^  (a'2!2  +  6' V  +  c'2^)  -  2*v  (aa"^  +  MV  +  cc"F) 
-  v2  (a"^2  +  6"  V  +  c"2^2)  -  -V»'  («'a"s2+6'6  V+ Cc"Jfl 

et  remarquant  I'identite 

(Aa  +  fta'  +  vo")2  +  (16  +  p6'  +  "6")2  +  (lc  +  f"?'  +  vc")2  =  1 , 

# 

le  second  membre  se  reduira  ä 

(i?2  +  C2)  (lo  +  f«'  +  va")2  +  (£2  + £2)  (16  +  fi6'  -f  v6")2 

+  a2+i?2)(lc  +  ftc'  +  vc")2, 

et  par  consequent: 

/U2  +  f/2  +  z2~(^  +  ^  +  vr)2)rfm  ) 
=  an+fia'+va/,)2^  +  (A6+ft6/+v6/')2Ä  +  (Ac+fic'+v02C.) 

Substituant  les  valeurs  (14),  (15),  (16)  dans  (3)  et  (12),  on  aura 
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+  n(ilc  +  fic/  +  vc"):2  +  ....  +  n*/2*Cos*j3><  roasse  du  corps, 

ob  bieo 

27,=  ^»+^l»+Cr1a+  qaantite  constante,  .   .  (17) 

en  posant 

px=zp  —  n(Aa  +  fia'-fva"),  j 

=  ?  —  w(A&-f  fiA'  +  vä"),  [  (18) 

rx  =  r  —  w(Ac  +  fic'-f  vc").  ' 

La  fonction  des  forces,  e^endue  au  corps  entier,  sera  nulle, 
p&rce  que  le  centre  de  gravite,  qui  est  le  centre  de  la  rotation, 
est  fixe  par  rapport  ä  la  terre;  d'ailleurs  les  formules  /J</m  =  0, 
/Vm  =  0,  f£thn  =  0  supposent  que  le  corps  soit  assez  eloigne 
da  centre  de  la  terre  pour  que  la  direction  de  la  gravite  dans  tous 
les  points  de  la  roasse  reste  parallele  ä  eile  raeme. 

Ainsi  les  Iquations  du  mouveraent,  en  faisant 
dt-*9    dt-*'  dt~6' 


seront 


d  /dT\     dT_n     d  fdT\  dT 
d  /JT\  dT_ 

dt\do'J-  dO  -u' 

landis  que  I  on  a 

dT_dT  dfh  dT  dqi  dT  rfr,  " 
d(p     dpi '  d<p     dqx  *  dtp  '  drx*  d<p 

Des  formules  (18)  on  deduira  facilement 

$-o. 


(19) 


}  =  -Sin9,  ^=Co«V(r1  —  ^); 
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*L_,  *!_„•  ±W  ^-ntUt-ri- 
d<p'  —  ''  d<j>      '   dy'-*  '  dty—nKU  *"h 

■ 

7/^7  =  0,  ^  =  -(Pi  Sing»  +    Cos <p). 

Les  equations  (19)  du  mouvement  deviendront  donc: 

d  dT        dT       dT  A 


dt  dti 


dpi  r 


r/r 


-it|(la'-fia)^+(16'-fi6)j^  +  (Ac#-(ir)^|  =  Oi  >(20) 


d         rfT         dTx         d»       rfrr  #/r 

a-lCot^-Sin^-  J-(r4  -7T/)(S,n,3Pr7^+Cofi^> 
+  (px  Sin  <p  +  9l  Cos  9)      =  0 ; 
d  d  T 

en  portant  la  valeur  de  donnee  par  !a  premiere,  dans  Ia 

deuxteme  e'quation,  eile  deviendra  divisible  par  sind,  et  reduisaot 
de  ni£me  la  troisieme,  on  obtiendra 


.  \d  dT  dT  .  dTl  _  <d  d7*  d7\  drj- 
.       jd  dT       dT  t    dT)  \d  dT      dTt  dT\„ 


qui  se  röduisent  aux  dem  suivantes: 

d  dT  dT 


d*h 

d  dT  dT 
dt '  drn    Pl  drx 


dT 
drx 


(21) 


de  sorte  que  les  Iqnations  (20)  et  (21)  donneront,  en  y  portant 
la  valeur  de  T  donnee  par  (17),  pour  les  equations  du  mouve- 
ment/red  uites  a  leur  forme  la  plus  simple, 


^+(C-B)9,r,=0,  ß'^+(4-C)m=0, 


dt 


(22) 
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Ces  Equations  sont  de  la  nieme  forme  que  les  Equations  du 
inouvement  lorsque  le  point  autour  du  quel  le  corps  tourne  est 
un  point  ab^olument  fixe  dans  l'espace;  elles  donneront  donc  de 
meine  les  deux  integrales 

Api2  +  Bqx*  -f  Crx*  =  A,  ) 

_  i    ....  (23) 

dans  les  quelles  h  et  k*  sont  les  constantes  arbitraires,  et  des 
quantites  positives. 

Au  moyen  de  ces  dernieres  equations  on  peot  expriiner  deux 
des  quantites  px ,  qx ,  rx  en  fnnctions  de  la  troisieme;  substituant 
ces  valeurs  dans  une  des  equations,  cette  troisierue  quantite  sera 
exprimee  en  fonction  du  temps  et  d'une  nouvelle  constante  arbi- 
traire,  et  par  suite  aussi  les  deux  autres.  Alors  on  aurait  les 
equations  (18)  pour  däterminer  les  variables  <p,t/;et0  en  fonctions 
du  temps,  et  leurs  expressions  renfermeraient  trois  autres  coostan- 
tee  arbitraires. 


Mais  on  peut  trouver  d'autres  integrales  des1  Equations  (22), 
qui  donneront  le  moyen  de  simplifier  la  Solution.  Si  l'nn  ajoute 
ces  equations,  apres  les  avoir  multiplie'es  par  «,  6,  c;  ensuite  par 
a',  b\  &  et  a",  6",  c",  on  trouvera 

A I a +  (6r,  - c9l)Pt  I  +  B\ b  ^  +  (cPl -or.) 9l I  \ 
+  Clc^  +  («?i-tyi)rll=0, 


(24) 


A \ a'      +  (6'r,  -&9l)Pl  }  +  B  \b'  -Jj  +  (c'Pl  -a'r,)'/!* 
+ac'J+(fl'9l-Ä>1hl=0, 

a  1   + (6"r>  ~c"^  ^ 1      +(c>'  ""fl/'r»  >*« 1 

+  C|C^  +  («"9i-Ä>l)rI|=0; 

mais  on  obtiendra  des  forraules  (18),  en  ayant  e>ard  aux  rela- 
tions  (11)  et  (7): 

0^-^=^— n^'-vc'),   <ty,  =  -^-n(vc—Xc"), 

de" 

a^i-^i=-^-»ac'-^); 
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c"pi-a"rl~-n(W-?i)i  * 

da  da' 
bri—eq,  =  ^ — n((4o"— vo'),  6'r,  -C?i  =  -^— n(va-la"). 

6'V1-c"9,  =  ^-»(l«'-(.a); 

de  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans  les  equations  (24), 
et  posant: 

Apka  +  Bqxb  +  Crtc  =Lt 
Apxa'  +BqxV  +  CrlC'=M,}     ....  (25) 
Apx  a"  +  Bqxb"  +  Crtc"= iV; 
elles  deviennent:  ' 

^+iiÜV-nvL  =  0,  >  (26) 

^ß>  +  nu,L--nXltt=Q. 

On  a  dejä  une  integrale  de  ces  «Squations;  car  en  prenantla  somme 
des  carrls  des  Iquations  C25),  on  trouve,  en  vertu  de  la  derniere  (23) : 

*2=  L2  +  il/«  +  iV*,  (27) 

que  Ton  trouverait  aussi  en  multipltant  les  dernieres  par  L,  M,  N, 
et  en  prenant  I "integrale  de  la  somme  des  produits;  multipliant  les 
m^mes  equations  par  l,  fi,  v,  l'integrale  de  la  somme  des  pro- 
duits dornte 

/  ötant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Au  moyen  de  ces  deux  integrales  il  serait  aise*  de  detcrminer 
entiereraent  les  quantites  Lt  M  et  iV;  mais  ici  nous  disposerons 
des  valeurs  de  l,  p,  v,  pour  obtenir  les  expressions  les  plus  simples, 
en  prenant 

i=0,  u  =  0,  v=— 1, 

ce  qui  revient  d'apres  les  formules  (2)  ä  prendre  Taxe  des  z  en 
sens  cootraire  de  Taxe  des  xx ;  cet  axe  est  donc  parallele  ä  Taxe 
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de  rotation  de  la  terre,  et  dirige*  vers  le  pole  da  sud,  tandis  que 
les  axes  des  x  et  y  restent  encore  ind&ermines.  Une  rotation 
positive  autour  de  Taxe  des  z  est  de  möme  sens  que  la  rotation 
de  la  terre. 

Ainsi  les  equations  (26)  deviennent 

dh  dM        r    dN  n 

dt=nM"  -dl=~nL>  di=°> 

et  par  consöquent,  ayant  egard  ä  (27), 

L  =  /Sin(n*  +  i),    J/=/Cos(nf  +  t),  iV=±V 
l  et  i  etant  deux  nouvelles  coustantcs. 

Ces  valeurs,  portäes  dans  (25),  doonent 

Apxa  +Bqxb  +Ctvc  =  /Sin(n*  +  i),  \ 
APla'  +  Bqib'  +  CrlC' =/Cos(wf  +  i),     |   .   .  (28) 
Apla"  +  Bqlb"+Crl&'  =  ±V(k*-P);  ) 
et  dans  ces*  equations,  ainsi  que  dans  (23),  on  aura  roaintenant: 

p^SinqpSin^.^  +  Cosqp.^+TiSinySinÖ, 
^1==CosipSinö.^|--Sini)p.^+nCos9)Sinö,  )  .  .  (29) 

n  =  Cosö.'^  +  -Jfr  +  nCosÖ- 

Au  lieu  des  Equations  (28)  on  peut  en  obtenir  trois  autres  de  for- 
me» plus  simples.  Si  Ton  decrit  autour  de  Taxe  des  z  une  sur- 
face  conique  circulaire  droite,  dont  le  demi -angle  «  au  sommet 
soit  determine  par 

Sine  =  ^-,    Cosc=  J:  V(^""^, 

les  seconds  membres  des  equations  (28),  divises  par  k9  savoir 

^Sin(it/  +  0,  {cos(n<  +  t),  ±V(*~Q. 

seront  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  des  x,  y9  z 
une  ligne  qui  se  incut  sur  cette  surface,  telleroent  que  la  projection 
de  cette  ligne  sur  le  plan  xy  se  meut  de  Taxe  des  y  vers  celui 
des  xy  avec  une  vitesse  angulaire  n;  1'angle  entre  cette  projection 
et  laxe  des  y  etant  (nf-fi). 
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Les  sommes  des  produits  de  ces  quotients  multiplies  respec- 
tivement  par  a,  a' ,  ensuite  par  b,  b't  b"  et  c,  c',  t";  donne- 
ront  les  cosinus  des  angles  que  cette  ligne  fait  avec  les  axes  des 
£»  fj>  £.  Si  donc  on  designe  cette  ligne  par  Z,  on  aura  en  divi- 
sant  les  e"quations  (28)  par/r,  et  en  lcs  multipliant  par«,  a't  a"9  etc., 
ayant  egard  ä  (4): 

^  =  Co.(Z.O,  ^p  =  Cos(Z.^),  ~*  =  Cos(Z.£). 

Soit  donc  cette  ligne  laxe  des  Z  d'un  Systeme  rectangulaire 
PX,  PV,  PZt  et  soient  y',  0',  <p\  par  rapport  a  ce  Systeme  et 
celui  des  £,  t\,  f,  ce  que  i/j,  0,  q>  sont  par  rapport  au  sy»terae 
x,  y,  2  et  celui  des  £,  17,  £,  par  consequent: 

Cos(Z.£)  =  Sin0'Sinc/,  Cos(Z.i?)  =  SinÖ'(  osg>',  Cos(Z.£):=Co8  6v; 
alors  00  aura  au  Heu  des  equations  (28): 

^=Sin6'Sin9>',    ^!  =  Sin0'Coso/,    ^  =  Cos0',  (30) 

qui  n'^quivalent  qu'a  deux  öquations  distinctes  par  ce  que  la  sorame 
de  leurs  carres  rentre  dans  l  äquation  (23). 

Pour  determiner  entierement  la  pnsition  du  Systeme  mobile 
X,  F,  Z,  il  sera  le  plus  simple  de  prendre  laxe  des  A  dans 
le  plan  qui  passe  par  Taxe  fixe  des  z  et  laxe  mobile  des  Z,  tel- 
lement  que  laxe  des  ou  son  prolongement,  tombe  dans  l'angle 
entre  les  deux  axes  des  A'  et  des  Z.  Ainsi  le  plan  XZ  tournera 
autour  de  la  ligne  fixe  qui  est  parallele  ä  laxe  de  la  terre,  et 
l  axe  des  V  se  meut  dans  le  plan  xg;  ces  deux  mouvements  ont 
lieu  en  sens  contraire  de  la  rotation  de  la  terre,  et  avec  la  meme 
vitesse  angutaire  n. 

Connaissant  la  position  initiale  de  ce  Systeme,  on  connaitra 
sa  position  apres  un  temps  quelconque,  et  celle  du  systdme  des 
axes  |,  17,  £  ou  la  position  du  corps  s'en  suivra  par  les  e*quations 
(30)  si  Ton  a  encore  une  equation  qui  determme  Tangle  1/;'. 

Soient  dans  la  figure  (Planche  IX.  Fig.  2.)  Px,  Py,  Pz  Jes 
directions  des  axes  fixes;  PX,  PYt  PZ  les  directions  des  axes 
mobiles,  et  soit  alors  PI  la  direction  du  troisieme  axe  principal 
d'inertie,  qui  est  fixe  dans  le  corps.  Decrivons  le  triangle  sphe*- 
rique  r£Z  sur  la  sphere  dont  Ie  centre  est  en  P;  les  trois  cdtes 
de  ce  triangle  seront 

z{=d,  zZ=t. 
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Si  PA  et  PB  sont  les  projections  de  />Z  et  de  P£  sur  le  plan 
j-y,  la  perpendiculaire  PC  ä  PJS  6era  la  trace  du  plan  J?;  sur  le 
plan  jr^;  car  en  parcourant  l  angte  0,  par  une  rotation  positive  au* 
tour  de  PC,  Taxe  des  z  coi'ncidera  avec  Taxe  des  £ ;  et  on  aura 

ZiPC=t(;,    ^yPA  =  nt+i,   ZßP/i  =  (^+n/  +  t)-jr, 

(n  desigoant  la  demi-circonference)  donc,  en  posant 

%>  +  »<  +  i  =  ö   (31) 

langte  spberique  2,  qui  est  egal  ä  DPA,  sera 

2  =  0 — n. 

Si  PJ£  est  la  projection  de  Pf  sur  le  plan  XY,  la  perpendicu- 
\aire  PI)  ä  P/J  dans  le  plan  XY  sera  la  trace  du  plan  |tj  sur 
AK,  de  »orte  que  XPDz=2ty't  et  Tändle  spberique  Z,  qui  est 
egal  ä  EPX,  sera 

Z  =  itf  —  Ii'; 

enfin  l'angle  spberique  f  sera  egal  ä  langle  des  traces  PC  et  PD, 
qui  sont  perpetidiculaires  aux  plans  adjacents  de  cet  angle,  et, 
commc  les  angles  <p  et  <p'  doivent  etre  comptes  ä  partir  des  lignes 
PC  et  PD  dans  la  direction  de  PC  vers  PD,  on  aura  pour  la 
va/eur  analytique  de  l'angle  CPD,  <p  —  <p'  ou  2rc-f  g> — <p';  on  aura 
donc  toujours 

Maintenant  il  sera  facile  d'exprimer  les  quantites  pl9  ql9  r, ,  don- 
oees  par  (29),  en  fonctions  de  ij/,  9'  etö';  dans  le  triangle  splio- 
rique  2JZ  on  a: 

Cos  0  =  Cos  s  Cos  0'  f  Sin  «  Sin  0'  Sin  ij>' , 

Cot  w  =  Sin  f  Cot  0'  See  i//  —  Cos  e  Tang  1/;',  • 

Cot  £  =  Cot  £  Sin  0'  See  tp'  -  Cos  0'  Tang  1//' ; 

ce  qui  donnera  par  la  diflerentiation,  et  aprds  les  reduetions  par 
les  formules  de  la  trigononietrie  spberique, 

d6  dO'  tlV 

s=Cosf^--Sin0Smf^, 

dm_S\nt  dB'    Sin  0' Cos  £  dy' 
dt  ~"  Sin  Nr      Sin  0       eft  ' 

df _Cos0Sinf  rf0'     Cosco Sin 0'Sin£  rfi// 
Sin0     d*  +     SinoSintf  dt' 
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Substituant  ces  valeurs  dans  (29)  et  remarquant  que  Kon  a  (31) 


dty  da 


on  obtient: 


Pl  =  Sin  0'  Sin  9'      +  Cos  <p'  ft  , 
^^Sinö'Cos^^—Sing)'^,  V    ...  (32) 

Lea  equations  (32)  et  (30)  donneront  enOn  pour  la  troisieme  equa- 
tion  chercböe, 

dt  ~  k*  -  C*rt*  * m 

Si  donc  les  valeurs  initiales  de  <p,  6,  etc.,  qui  se  rapportent 
aux  axes  des  xy  yt  z,  sont  donnees,  on  pourra  en  deduire  la  position 
initiale  du  Systeme  X,  Y,  Z;  et  la  position  initiale  du  corps  par 
rapport  a  ce  systerae,  ce  qui  donnera  aussi  les  valeurs  initiales 
de  <p't  t//,  0',  etc. 

Apres  le  temps  t  on  connaitra  la  nouvelle  position  du  systerae 
mobile  X,  Y,  Z,  et  par  les  equations  preredentes  aussi  la  nou- 
velle position  du  corps  par  rapport  ä  ce  Systeme,  de  sorte  que 
maiutenant  la  position  du  corps  est  completement  determinäe  pour 
chaque  instant  du  raouvenient. 

Mais  les  equations  (30)  et  (33)  montrent  que  le  mouvement 
par  rapport  aux  axes  mobiles  X,  Y,  Z  a  Heu  comme  si  ce  Systeme 
Tut  fixe. 

On  peut  en  conclure  que  le  mouvement  relatif  du  corps  (le 
mouvement  qui  est  observe  ä  la  surface  de  la  terre)  est  compose 
de  deux  autres,  savoir:  du  mouvement  de  rotation  du  corps  par 
rapport  aux  axes  mobiles  X,  Y,  Z,  et  du  mouvement  qu  il  a  de 
commun  avec  ce  Systeme  d  axes. 

La  composition  de  ccs  deux  derniers  fera  connaitre  le  pre* 
roier,  qui  sera  toujours  une  rotation  autour  du  point  auqucl  le  corps 
est  fixement  attache;  et  les  formules  (10),  que  Ton  obtient  par  des 
considerations  geometriques,  exprimeront  les  composantes  de  cette 
rotation  autour  des  axes  principaux  du  corps. 

Soient  donc  m  la  vitesse  angulaire  de  cette  rotation  relative 
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et  X,  p,  v  lea  anglea  que  aon  axe  fait  avec  lea  axea  des  §,  17»  g, 
de  aorte  que  mCosA,  mCosfi,  mCosv  sont  sea  composantea,  les 
formulea  (29)  donneront,  ayant  egard  ä  (10)  et  (7): 

pl=mCo8l-\- na" ,  \ 

9lz=:mCo8(i  +  nb"t  (   .   .   .   .N  .    .  (34) 

ri  =mCoav-f-nc";  / 

mala  en  drfsignant  par  «,  c',  o"  les  cosinus  des  anglea  que  l'axe 
des  |  fait  avec  ceux  des  X,  F,  Z,  et  do  meme  par  ß,  ß't  ß"  et 
7»  /»  /"  ces  cosinus  pour  lea  axes  des  rj  et  f,  on  aura 

Cos(J.z)  =  a"  =  aSin£  +  a"Cos£, 

Coa  (rj .  z)  =  6"  =  0  Sin  e  +  /5"  Cos  e, 

Cos  (£ .  z)  =  c" = y  Sin  e  +  y"  Cos  « ; 

en  remarquant  que  les  anglea  de  Taxe  des  z  avec  lea  axea  X,  F,  Z 
aont  \it  —  ft  *»,  f,  de  sorte  que 

Cos(z.*)  =  Sinf,    Cos(z.F)  =  0,   Cos(z.Z)  =  Cosf, 

et  en  appiiquant  lea  formules 

Coa(|.z)=Cosa.jr)Cos(z.X)+Cos(S.F)Co8(z.  F)+Cos(|.Z)Cos(z.Z), 
Cos(i;.z)  =  ....  Cos(f.z)  = .... 

Ainai  lea  e*quationa  (34)  ae  changent  en 

pt  —  waSinf  —  >m"Cose  =  mCosA,  \ 

qx  — tt/5 Sine  —  n/5"Cosf  =  m Cos /*,  >    .    .    .  (35) 

rl — wySinf  —  ny"  Cos«  =mCosv,  ) 

d'oä,  en  prenant  la  somme  des  carres, 

(<J6) 

-f  *«  -  2tt(«Pl + +yr, )  Sine  -  2n(ür"Pl  Iß'^  +/'r, )Coa  t ; 

mais  plf  qlt  t1  etant  en  vertu  des  formules  (32)  lea  composantea 
de  la  rotation  qui  a  Heu  autour  des  axea  mobiles  X,  F,  Z;  et  ce 
mouvement  se  faisant  comme  si  cea  axea  fussent  fixes,  de  aorte 
que  toutes  les  proprietes  connues  du  mouvement  d'un  corps  autour 
d'un  point  fixe  subsistent  egalement  dans  ce  cas-ci,  on  aura,  en 
designant  la  vitesse  angulaire  et  laxe  de  cette  rotation  par  p: 
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et  les  cosiaus  des  angles  que  Taxe  p  fait  avee  tes  axes  principaux 
n*  t  «eront 

Cos(p.Ö  =  ^,    Cos(p.i?)  =  ^,  Cos(p.£)=^ 
de  sorte  que 

(37) 

^±fetm=Cos(  J .  X)Cos(| .  o)+Cos(77 .  A)Cos(i? .  p)+...=Cos(>  X). 
Q 

iödd=„.=ta(f.  ¥),  «ä±£*+£!s =...=cos(e.z), 

ce  qui  change  l'equation  (36)  en 

m*  =  'e*  f  n*-2pn{Sin*Cos(p.  A)  +  Cos«Cos(p.Z)l; 

mais  on  a  de  plus 

Sin f  Cos (q.X)  +  Cos  s Tos (p .  Z) 

=  Cos(z.A')Cos(p.A')  +  Cos(z.  F)Cos(p.  Y)  +  Cos (z .  Z) Cos .  Z) 

=  Cos(z.p), 

donc  ^ 

OT»  =  o*  +    -  2pw  Cos  (p .  Z), 

ce  qui  montre  en  effdt  que  la  rotation  relative  m  est  la  resultante 
d'une  rotation  negative,  — w,  autour  de  Taxe  des  z,  et  d'une  rota- 
tion par  rapport  aux  axes  mobiles  des  X,  I\  Z.  Si  donc  Ton 
prend  sur  le  prolongement  de  Taxe  des  z,  du  cöte  negatif,  uof 
longueur  n;  sur  Taxe  de  la  rotation  p  unc  longueur  p,  et  que  Ton 
construit  le  parallelogramme  dont  ces  deux  longueurs  sont  les 
cotes,  la  diagonale  D  de  ce  parallelogramme  sera  la  grandeur  de 
la  rotation  relative:  car  on  aura  D  =  m.  Pour  montrer  que  cette 
diagonale  coincidera  en  meme  temps  avec  laxe  de  la  rotation  m, 
nous  remarquons  que  les  projections  de  cette  diagonale  sur  les 
trois  axes  des  X,  Y,  Z  sont 

pCos(p.  X)  —  «Sint,   pCos(p.  F)  —  0,   pCos(p.  Z)— nCos«; 

ce  sont  les  sommes  des  projections  correspondantes  des  c6tes  du 
parallelogramme;  par  consequent  les  cosious  des  angles  que  la 
diagonale  fait  avec  ces  axes,  seront 

co9(z>.z)=pCo8(g-^—  -; 
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mais  en  multipliant  les  equations  (35)  par  «,  ßt  y,  puls  par  er',  ß't  /, 
enfin  par  a",  j3",  y",  et  en  prenant  la  Komme  des  produits,  on 
aura,  ayant  egard  aux  relations  des  cosinus, 

aPi  +ß9i  +Fi  —  nSinf=wi(aCosX+^Cosft  +yCosv),  \ 

«'Pi+ß'qi  +  Y'n  =wi(«/CosX+j3'Cos^+y'Coav),  >  (38) 

«"Pi  +ß"9\  +         nCo8£=m(o'/Cos;+/3//Co8fi+y/'Cosv), ) 

oü  les  seconds  facteurs  des  derniers  roembres  sont  les  cosinus 
des  aogles  que  laxe  de  la  rotation  m  fait  avec  les  axes  X,  Y,  Z. 
On  aura  donc  en  vertu  de  (37) 

q  Cos (p .  X)  —  n  Sin ezzm  Cos (m .  X ), 
pCos(p.  Y)  =mCos(m.  F), 

nCos(p.Z)  —  tiCos6=mCos(m.Z); 

et  ainsi,  ä  cause  de  m  =  D, 

Co8(Z>.2r)  =  Cos(ro.20,   Cos(Z).  F)=Cos(ro.  K), 
Cos(0.Z)  =  Cos(m.Z). 

II  suit  encore  de  ce  qui  precede  que  la  vitesse  relative  m  donne 
ane  composante  constante  par  rapport  ä  laxe  des  Z,  qui  fait  un 
angle  constant,  n  —  s,  avec  Taxe  de  la  rotation  m. 

En  effet  on  aura  par  ce  que  la  projection  de  la  diagonale  d'nn 
Parallelogramme  est  Igal  ä  la  sorome  des  projection«  de  ses  deux 
cötts : 

m  Cos  (m .  Z)  =  q  Cos  (q .  Z)  +  n  Cos  (n .  Z) , 
mais  d'apres  une  propriete'  connue  du  mouvement  autour  d'un  point 
fixe  pCos(p.Z)  doit  Mre  constant  et  egal  ä  ^,  donc 

» 

mCos(w.Z)  =  ^-  —  nCosct 

ce  qu'on  trouvera  aussi  en  mettant  dans  le  premier  membre  de  la 
derniere  e*quation  (38)  pour  er*,  ß" ,  y"  leurs  valeurs  en  pj,  ylf  r& 
donnees  par  (30),  savoir 

o"=^,  p«=^,  /»=Ä 


ce  qui  donne 

+  Cr'a-.nCos«=mCos(m.Z).. 
Theil  M1V.  18 
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Ainsi  nous  avons  trouve  que  Faxe  de  la  rotation  relative  w, 
faxe  de  la  rotation  o  et  I'axe  des  z  (ou  la  ligne  qui  est  parallele 
ä  Taxe  de  la  terre)  soot  toujours  dans  un  meine  plan,  et  de  plus 
que  m  est  la  resultante  de  q  et  de  la  rotation  —n  autour  de  cet 
axe  des  2;  ce  qui  suffira  avec  les  considerations  pre^dentes  ä 
determiner  completement  le  mouvement  relatif  du  corps,  tel  quil 
doit  £tre  observe*  ä  la  surface  de  la  terre,  ä  cause  du  mouvement 
diurne,  et  en  faisant  abstraction  des  causes  etrangeres,  comme 
la  reVistance  de  1'air,  le  frottement  etc. 

Supposons  premierement  que  le  centre  de  la  rotation  soit  an 
point  absolument  fixe  dans  1'espace.  Le  mouvement  initial,  com- 
munique  d'une  maniere  quelconque,  sera  une  rotation  autour  d'un 
axe  passant  par  le  point  fixe.  Lorsque  ce  point  est  le  centre  de 
gravite,  ou  qu'il  n'y  a  pas  de  forces  exterieures  qui  agissent  sur 
le  corps,  comme  cest  ici  le  cas,  le  mouvement  que  prendra  le 
Corps  dans  la  suite  du  temps  pourra  etre  deTini  de  la  maniere 
suivante,  d'apres  la  theorie  de  la  rotation  de  M.  Poinsot: 

Autour  du  poiot  fixe  placez  1'ellipsoTde  central  du  corps  dans 
sa  position  initiale;  par  Textre'mite  du  rayon  vecteur,  autour  du 
quel  la  rotation  initiale  ä  lieu,  menez  un  plan  tangent  a  PellipsoTde, 
et  supposez  que  ce  plan  reste  invariablement  fixe  dans  Tcspace. 
Alors  rellipsoVde,  en  quittant  sa  position  initiale,  roulera,  sans 
glisser,  sur  ce  plan  invariable,  avec  une  vitesse  angulaire,  autour 
du  rayon  vecteur  du  point  de  cootact,  proportionnelle  a  la  Ion- 
gueur  meme  de  ce  rayon. 

Si  la  vitesse  de  rotation  est  repre*sentee  par  certaine  Ion 
gueur  variable,  le  rapport  de  cette  longueur  au  rayon  vecteur  du 
point  de  contact  sera  constant,  et  e*gal  ä  la  valeur  initiale  de  ce 
rapport. 

Supposons  maintenant  que  le  centre  de  la  rotation  soit  seole- 
ment  un  point  fixe  par  rapport  ä  la  surface  de  la  terre,  de  sorte 
que  la  rotation  autour  de  ce  point  est  un  mouvement  relatif,  et 
soit  Ic  mouvement  relatif  initial  une  rotation  dont  la  vitesse  angu- 
laire et  la  direction  de  Taxe  sont  connues ,  ce  qui  pourra  e'tre  le 
cas  lorsque  le  mouvement  n'est  pas  produit  par  le  cboc  d'une  niasse 
Prangere. 

Alors  d'apres  ce  qui  precede  le  mouvement  du  corps  peut  se 
definir  de  la  maniere  suivante: 

Autour  du  centre  de  rotation  placez  l'ellipsoide  central  dans 
sa  position  initiale,  et  par  ce  centre  menez  une  ligne  parallele  a 
Taxe  de  la  terre.  Ayant  pris  deux  longueurs  dans  le  rapport  de 
la  vitesse  angulaire  de  la  terre  a  celle  de  la  rotation  initiale,  portez- 
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les,  ä  partir  du  centre  de  rotation,  la  preroiere  sur  cette  ligne, 
dans  un  sens  tel  qu  elle  soit  Taxe  d'une  rotation  de  memo  sens 
que  celle  de  la  terre,  la  seconde  sur  laxe  de  la  rotation  relative 
initiale;  ensuite  achevez  le  Parallelogramme  dont  ces  deux  Hgoes 
soot  Ie8  c6t4s. 

Par  le  point  de  rencontre  de  la  diagonale  de  ce  parallelogramme 
et  de  la  surface  de  l'ellipsoide,  menez  un  plan  tangent  ä  l'ellip- 
soide, et  du  centre  de  la  rotation  abaissez  uoe  perpendiculaire 
sur  ce  plan. 

Supposez  que  le  plan  tangent  soit  invariablement  fixe  au  plan 
qai  passe  par  cette  perpendiculaire  et  la  ligne  qui  est  parallele  ä 
faxe  de  la  terre;  alors  l'ellipsoide  roulera,  sans  glisser,  sur  le 
plan  tangent,  avec  une  vitesse  angulaire  autour  du  rayon  vecteur 
du  point  de  contact,  proportionnelle  mäine  ä  la  longueur  de  ce 
rayon,  tandis  qu'en  nie'me  temps  le  second  plan,  qui  entraine  le 
plan  tangent,  tourne  autour  de  la  ligne  parallele  ä  Taxe  de  la  terre, 
en  sens  contraire  de  la  rotation  diurne,  et  avec  la  vitesse  angu- 
laire nierae  de  cette  rotation. 

Le  rapport  de  la  longueur,  qui  representera  la  vitesse  angu- 
laire de  1'ellipsoTde,  autour  du  rayon  vecteur  du  point  de  contact, 
a  la  longueur  meme  de  ce  rayon  est  constant,  et  sa  valeur  est 
determin^e  au  comniencement  du  mouvement  par  le  rapport  de  la 
diagonale  du  parallelogramme  au  rayon  vecteur  avec  la  quelle  eile 
coTncide. 

Ce  resultat  pourra  servir  ä  expliquer  tous  les  ph^nomenes  varies 
que  le  mouvement  du  gyroscope  presenterait  dans  differents  cas. 
Pour  en  faire  l'application  il  faudra  avoir  egard  a  la  construction 
des  appareils  particuliers ;  il  donne  lieu  aux  remarques  suivantes. 

D'abord  on  voit  que  le  mouvement  absolu  est  independant  de 
la  latitode  du  lieu  de  l'expenence,  c'est-a-dire,  le  deplacement 
de  Taxe  de  rotation  est  independant  de  la  position  de  l'liorizon  et 
de  la  direction  de  la  verticale  des  lieux  differents  d'observation, 
seulement  le  mouvement  relatif,  rapporte  a  l'horizon,  depend  de 
rangle  que  la  ligne  parallele  ä  laxe  terrestre  fait  avec  ce  plan. 
Aussi  l'angle  de  la  latitude  ß  est  difparu  des  e'quations  du  mou- 
vement: et,  rapporte  a  un  plan  parallele  ä  l'equateur,  ce  mouve- 
ment sera  le  meme  dans  tous  les  lieux  de  la  terre,  comme  le  mouve- 
ment de  l'ombre  sur  un  cadran  solaire  äquatorial.  On  en  voit  aise*ment 
la  raison  dans  ce  que  les  forces  cxterieures  sont  detruttes  lorsque 
le  centre  de  rotation  est  le  centre  de  gravis,  de  sorte  que  le  corps 
est  partout  dans  les  memes  circonstances  par  rapport  au  centre 
de  ces  forces;  U  en  est  autrement  dans  l'explrience  du  pendule, 
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oü  la  force  qui  agit  aar  le  mobile  change  de  direction  avec  le  Ken 
du  point  de  Suspension. 

On  penserait  qu*il  y  eüt  une  ezception  aux  points  des  pole«, 
oü  la  vitesse  angulaire  du  mouvement  diurne  disparait  avec  le 
rayon  du  parallele,  et  que  lä  le  mouvement  fut  simplement  gäome* 
trique;  mais  c'est  seulement  dans  le  prolongement  de  Taxe  tei- 
restre  que  la  vitesse  angulaire  est  nulle,  tandis  que  le  corps  ayant 
une  certaine  etendue  chacun  de  ses  points  aura  aussi  la  meme 
vitesse  angulaire  que  sous  les  autres  points  de  la  terre. 

Si  donc  Ton  connoit  le  mouvement  du  corps  sous  l'equateur, 
on  poura  en  deduire  par  des  seules  conside>ations  geometriques 
son  mouvement  relatif  pour  toute  aulre  latitude. 

Ensuite  on  voit  que  pour  expliquer  completement  les  pbeno- 
menes  dans  le  gyroscope,  abstraction  faite  du  milieu  ambianf,  i/ 
faudrait  avoir  egard  ä  la  grandeur  et  au  sens  de  la  rotation  rela- 
tive initiale,  qui  doit  £tre  composee  avec  celle  de  la  terre  pour 
avoir  la  rotation  initiale  de  l'ellipsoide  central,  d'apres  le  resultat 
trouve*.    La  direction  de  Taxe  de  cette  derniere  rotation  et  sa 
grandeur  changera  avec  le  sens  de  la  rotation  que  Ton  imprime  au 
corps;  elles  seront  la  diagonale  qui  joint  les  soraiuöts  des  angles 
obtus  ou  ceux  des  angles  aigds  du  parallälogramme,  suivant  que  la 
rotation  a  ete  imprimee  dans  un  sens,  ou  dans  le  sens  oppose. 
Mais  dans  le  gyroscope  la  vitesse  angulaire  de  la  terre  disparait 
en  comparaison  de  celle  que  Ton  doit  imprimer  au  corps  pour  que 
le  mouvement  continue  pendant  quelque  temps.    Alors  le  resultat 
trouve*  donne  immediatement  le  deplacement  de  Taxe  du  tore  tour 
nant,  tel  que  M.  Foucault  l'a  fait  connaitre.   En  effet  un  solide 
de  revolution  ayant  recu  un  mouvement  de  rotation  autour  de  soo 
axe  de  figure,  cet  axe,  qui  contient  le  centre  de  gravitl,  ne  chao« 
gera  pas  de  position  dans  l'ellipsoide,  qui  eile  meme  ne  se  depla- 
cera  pas  par  rapport  au  plan  tangent;  et,  en  faisant  tourner  le 
plan,  qui  passe  par  cet  axe  et  la  ligne  parallele  ä  Taxe  terrestre, 
autour  de  cette  derniere  ligne,  avec  la  vitesse  angulaire  m£me  de 
la  terre  et  en  sens  oppose  de  son  mouvement  diurne.  Taxe  du  tore 
doit  se  mouvoir  comme  une  lunette  parallactique,  qui  serait  con- 
stamment  dirigee  sur  la  mdme  etoile  fixe.  Cet  axe  decrira  un  cone 
circulaire  droit  autour  de  la  ligne  parallele  ä  laxe  de  la  terre, 
et  dont  la  moitie  de  1'angle  au  sommet  est  egal  ä  l  angte  que  Taxe 
fait  initialcment  avec  cette  lisne.   Si  alors  Taxe  est  horizontal  et 
dinge*  vers  le  nord,  il  decrit  le  cAne  droit  semblable  au  cdne  tan- 
gent  au  parallele  terrestre;  ce  cäne  devientun  plan,  si  initialemeot 
l'axe  horizontal  est  dirige  vers  Test  ou  l'ouest,  parce  qu'alors  le 
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demi-aogle  au  sommet  est  un  aogle  droit.  (Comptes  rendus  etc. 
Tom.  XXXV.  p.  421.) 

II  suit  encore  du  rlsnltat  trouve*  que  si  Ton  n'inprime  aucune 
vitesse  ä  un  corps  dont  le  centre  de  gravite*  est  le  seul  point  qui 
reste  fixe  par  rapport  ä  la  terre,  ce  corps  ne  resterait  en  repos 
relatif  que  lorsque  Tun  de  ses  axes  principaux  d'inertie  coincide 
avec  la  ligne  parallele  ä  Taxe  terrestre.  Car  alors  cet  axe,  autour 
du  quel  il  faut  domier  a  1'ellipsoYde  une  rotation  de  märae  sens 
que  celle  de  la  terre,  et  avec  la  merae  vitesse  angulaire,  conti- 
nuera  a  coTncider  avec  cette  ligne  parallele;  et  ainsi  la  rotation 
de  I'ellipsoTde  sera  detruite  par  le  mouvement  angulaire  dgal  que 
Ton  doit  communiqner  en  sens  oppose  au  Systeme  entier,  autour 
de  la  ligne  qui  est  ici  en  mime  temps  axe  de  rotation. 

Mais  si  aucun  des  axes  principaux  ne  coTncide  avec  cette 
ligne  parallele,  le  plan  tangent  ne  lui  est  pas  perpendiculaire;  Taxe 
de  rotation  changera  de  position  dans  I'ellipsoTde  et  s'ecartera  de 
cette  ligne»  de  sorte  que  le  mouvement  angulaire  en  sens  oppose" 
autour  d'elle  ne  pourra  pas  detruire  la  rotation  de  I'ellipsoTde. 

Note.  Lea  ^quations  (22)  avaient  4t6  obtenues  d'abord  d'une 
antre  maniere  en  auivant  la  marche  de  La  Grange. 

T  6tant  fonction  de  <p,  6  et  ^  nous  pouvons  y  substituer  d'au- 
tres  variables  P,  Qt  R,  Hees  aux  precedentes  par  les  gquations 

dP=  Sin<pSinöd>  +  Cos  <pöß,  \ 

d0  =  Cosg>Sin0o>--  Sinydd,    [     .    .    .  (a) 

67*  =  Cosöo>+äa>;  \ 

ce  qui  donnera 

Sin  06ty  =  Sin  q>8P+  Cos  yöQ, 
öß  =  Cos  <pd*P—  Sin  q>9Q , 
Sin  ßd<p  =  Sin  ßöR-*  Sin  o>  Cos  BSP—  Cos  <p  Cos  06  Q ; 

les  variations  o>,  dB,  d>  elaut  independantes  entre  elles,  il  en 
sera  de  raeme  de  öP,öQ,öR,  et  pour  avoir  les  difförentielles  de 
P,  Q,  R,  par  rapport  au  temps,  iL  ne  faudra  que  changer  d<p,  öS 
et  d>  dans  les  differentielles 

dop     d6  dty 
dt*    dt  6t  ~dtl 

ainsi  on  aura: 
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dP  0.  a  _  de 

^=Sin9Sioöw  +  Co8  g>ä7=p, 

^=Cosg>Sinö^-Sin9^  =  o,  [    •    •    •  <b> 

di=Co*e-di  +  -dt-T> 

et  par  suite 

d  ^  =  Cos  <p  Sin  Ö«g>  ^  +  Sin  <p  Cos  GM  ^  -  Sin  <po>  ^ 
-f  Sin<pSin0.<5  ^  -+  Cosqpd  ^ » 

Cos q> Sin öety  ^  +  Siny  Cos 0o>j£  -  Sintpöß^ 

-f-SinqpSind  — ^ — |-  i.os  9»  — ^j- » 
niais  ^/  et  8  ätant  des  variables  finies  et  indlpendantes,  on  aura 


dy        6>         dO  d.öß 

ö'di=d-dti  ö'dt-~ 


par  consäquent 

_  dP    d.SP    r      ~.  AIX  -  d<p 

6  dt  dt  =Cos9>S.nÖ(J<)P.^-dV;.^) 

+  Sin  <p  Cos  6  (66  ^  -  o>  ~)  -  Sin  <p  (dp  ^  -  öd  ^) . 

ce  qui  se  röduit,  par  les  equations  (a)  et  (b),  ä 

dP    d.dP    dQxg>  dRAn 

de  sorte  que  Ton  a 


et  pareillement 


xdP    dM>dQ*  dRxn 

ddi  =  -dT  +  -dtÖR—dtdQ' 


AdQ    d.SQ    dR        dP  R 

-dR  d.dß  <M>  dQXD, 
*-dt=—dt-  +  -di*Q---di*P> 


de  plus  en  posant 


: 
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n  =  n  (la  +  fw'  +  va"), 
Z=n(*o  +  ft6'  +  vo"), 
0=>i(Ac  +  ,4cH  vc"). 

on  a 

a'*  +  6'*  +  c'o  =nf*f 
et"*  f  6"x  +  c"o=n  v, 

et 

ad»  +  66j  +  C0P  +  rcda  +  +  odc  =0, 
a'6n  +b'dx  +  CdQ  +  JtöV  +  x<56'  +  ooV  =0, 
a"o*  +  ©"dj  -f  c"6>  +  *6V'  + 1  Öb"  +  odc" = 0 ; 

par  consequent,  en  ruiiltipliant  les  dernieres  äquations  par  a,  a',  a",  piiis 
par  by  6',  b"  et  par  c,  c%  c",  et  en  prenant  la  sorome  des  produits: 

ön  +  x(adb  +  a'<56'  +  a"öb")  +  p  («de  +  a'dc*  +  a"dc")  =0, 
6%  +  »(Ma  +  A'oV  +  b"öa")  +  o  (bSc  +  6'ÖV  +  6"6V)  =  0. 
öq  +  *  (cd«  +  c'da'  +  c"da")  +  x(cdA  +  ebb*  +  c"d6")  =0; 
oa,  remarquant  les  relations  (8),  (9)et(b): 

et,  comroe  on  a  (18) 

dP 

6qx  =  «5(7— z)  =d^?— dz» 

dr,  =  d(r-o)  =d^-dQ, 
on  trouvera  potir  la  Variation  de  7*,  (savoir 

en  y  substituant  les  valeurs  pröce*dentes : 

ce  qui  conduira  aux  ^quations  (22).  Vo^ez  Lagrange,  Mdca* 
nique  analytique.  2.  edit.  1811.  See.  Part  Sect.  IX.  n°.22. 
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XIX. 

Ueber  den  Gebrauch  empfindlicher  kleiner  Brucken- 
waagen für  physikalische  Zwecke. 

Ton 

Herrn  Professor  Theodor  Schoenemann 
am  Gymnatiam  so  Brandenburg«,  d.  H. 


Den  Entwickelungen  der  Dynamik  schwerer  Körper  liegt  be- 
kanntlich die  Hypothese  zu  (»runde:  dass  eine  Druckkraft»  die 
auf  einen  freien  materiellen  Punkt  wirkt,  eine  Beschleunigung  im 
Sinne  der  Druckkraft  hervorruft,  die  sich  zu  der  durch  die  Schwer- 
kraft  hervorgerufenen  Beschleunigung  verhält,  wie  die  Druckkraft 
zu  der  Schwere  des  materiellen  Punktes.  Da  nun  aber  der  Druck 
gleich  dem  Gegendruck  ist,  so  kann  mau  auch  sagen:  Wird  einem 
Korper  eine  gewisse  Beschleunigung  eingeprägt,  so  entwickelt  er 
eine  Druckkraft,  welche  sich  zu  seiner  Schwere  verhalt,  wie  die 
ihm  eingeprägte  Beschleunigung  zu  der  Beschleunigung,  die  ihm 
die  Schwere,  wenn  er  in  freiem  Zustande  wäre,  einprägen  wurde. 

Es  giebt  bis  jetzt  noch  kein  Mittel,  momentan  wirkende  Druck- 
kräfte zu  messen,  und  es  ist  schon  sehr  schwierig,  für  veränder- 
liche Druckkräfte  die  Grenzen  anzugeben,  innerhalb  welcher  sie 
sich  bewegen.  Nur  constante  Druckkräfte,  die  längere  Zeit  wir- 
ken ,  lassen  sich  mit  Schärfe  durch  die  Waage  messen.  Hierin 
liegt  wahrscheinlich  der  Grund,  dass  man  die  Richtigkeit  jener 
Hypothese  nicht  direet  durch  das  Experiment  bewies,  sondern  sich 
damit  begnügte,  auf  die  Uebereinstimmung  einer  Anzahl  von  Fol- 
gerungen aus  derselben  auf  dem  Gebiete  der  Mechanik  und  Astro- 
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nomie  mit  der  Wirklichkeit  hinzuweisen.  (Vefgl.  Euler,  Theo- 
rie der  Bewegung  Tester  oder  starrer  Körper,  Kap.  III. 
und  IV.,  herausgegeben  von  Wolfers.) 

Obgleich  nun  unbezweifeit  in  wissenschaftlicher  Beziehung  in 
jeder  einzelnen  Erscheinung,  welche  mit  Hilfe  der  Mathematik  aus 
jener  Hypothese  abgeleitet  und  durch  die  Erfahrung  bestätigt  wird, 
eine  wesentliche  Stütze  derselben  liegt,  so  machen  dennoch  die 
Zwecke  des  ersten  Unterrichts  in  der  Physik  möglichst  directe 
Experimente  höchst  wünschenswerth. 

Als  ich  damit  beschäftigt  war,  zu  einer  Reihe  von  Erschei- 
nungen, welche  sich  auf  jenen  Grundsatz  beziehen,  kleine  empfind- 
liche Brückenwaagen  meiner  Construction  in  Anwendung  zu  brin- 
gen, veröffentlichte  bereits  Herr  Professor  Poggendorff  einige 
ähnliche  Experimente,  die  er  mit  Waagebalken  eigenthümlicher 
Construction  erzielt  hatte.  (Vergl.  Monatsberichte  der  Ber- 
liner Acaderoie,  November  1853.) 

Da  ich  indessen  der  Auffassung  des  Herrn  Professor  Pog- 
gendorff, welche  mit  den  Principien  der  Mechanik  nicht  im  Ein- 
klänge steht,  keineswegs  beipflichten  kann,  auch  meine  Betrach- 
tungen über  blos  pädagogische  Zwecke  hinausgehen,  so  will  ich 
in  Folgendem  die  vorzüglichsten  derselben  mittheilen,  insoferne 
sie  sich  auf  feste  Körper  beziehen.  Vielleicht  werde  ich  durch 
dieselben  darauf  hinwirken,  dass  kleine  empfindliche  Brücken- 
waagen zu  den  unentbehrlichen  Instrumenten  eines  physi kalischeu 
Cabinets  gerechnet  werden,  und  dass  Dunkelheiten  aufgebeilet 
werden,  deren  sich  noch  viele  beim  Widerstaude  fester  und  flüs- 
siger Körper  gegen  Körper  in  Bewegung  finden. 

Die  erste  Anregung  zu  den  vorliegenden  Betrachtungen  erhielt 
ich  durch  das  Lesen  des  schönen  Kapitels  in  Poncelet's  „lii- 
troduction  ä  la  mecanique  industrielle,  physique  et 
experi  mentale,  de  la  comtnunication  du  mouveroent  par 
le  choc  direct  des  Corps  libres  et  limites  en  toussens", 
und  ich  gehe  von  den  Betrachtungen  aus,  welche  dieser  grosse 
Gelehrte  auf  eine  so  lichtvolle  Weise  auseinander  gesetzt  hat. 

Da  sich  die  Punkte  eines  Brückenkörpers  (der  Brücke  einer 
Brückenwaage)  auf  vorgeschriebenen  Bahnen  bewegen,  welche 
unter  sich  parallele  Richtung  haben,  so  folgt,  dass  eine  Kraft, 
die  auf  einen  Punkt  eines  Brückenkörpers  senkrecht  zu  dessen 
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Bahn  wirkt,  auf  das  Resultat  der  Wägung  keinen  Einfluss  habeu 
kann,  wenn  sie  nicht  auf  die  Verbindung  von  Hebeln,  Ketten  u.  s.  w., 
durch  welche  die  Bruckenwaage  Paralleibewegung  erhält,  störend 
einwirkt.  Da  bei  den  Brückenwaagen  meiner  Construction  jene 
Verbindungen  selbst  durch  bedeutende  seitliche  Kräfte  nicht  gestört 
werden  können,  so  kann  man  sagen,  dass  von  jeder  Druckkraft, 
die  auf  den  Bruckenkörper  wirkt,  nur  die  Projection  derselben  auf 
eine  Linie,  die  durch  den  Bröckenkörper  selbst  bestimmt  ist,  zur 
Wirksamkeit  komme.  Diese  Linie  wird  hei  regelmässiger  Auf- 
stellung der  Waage  entweder  physisch  senkrecht  sein  oder  sehr 
nahe  mit  dieser  Richtung  zusammen  fallen. 

j.  3. 

Versuche  über  die  Kraft  der  Trägheit  und  über  den  Fall 

der  Korper. 

(Siehe  Taf.  X.  Fig.  1.) 

Auf  zwei  mit  Fussgestellen  versehenen  Säulen  bringe  man 
cylindrische ,  von  oben  nach  unten  gehende  Löcher  von  etwa  4* 
Tiefe  an;  in  diese  Löcher  passen  die  Schafte  zweier  gabelförmig 
ausspringenden  Holzstöcke,  welche  innerhalb  ihrer  Gabeln  zwei 
leicht  bewegliche  Rollen  tragen.  Die  eine  dieser  Säulen  nebst 
Rolle  befestige  man  durch  eine  Schraubzwinge  auf  dem  Brucken- 
körper, die  andere  auf  der  horizontalen  Tischplatte,  auf  der  die 
Waage  steht,  in  einer  Entfernung  von  etwa  3'.  Beide  Säulen  sind 
ungleich  hoch  und  werden  so  aufgestellt,  dass  die  höchsten  Punkte 
der  beiden  von  ihnen  getragenen  Rollen  in  einer  Horizontalebene 
liegen  und  der  mittlere  Durchschnitt  der  Rinne,  die  sich  auf  ihrem 
Umfange  befindet,  für  beide  in  dieselbe  Vertikalebene  falle.  Nun 
lege  man  über  beide  Rollen  eine  recht  biegsame  seidene  Schnur, 
an  deren  Enden  man  zwei  gleiche  Gewichte  befestigt.  Jetzt  tarire 
man  die  Waage,  welche  unter  der  Einwirkung  der  Schnur  ganz 
frei  spielt.  Nennt  man  nun  die  Rolle,  welche  auf  der  Waage 
steht,  A,  das  daran  hängende  Gewicht  a,  die  Rolle  auf  dem  Tische 
ß,  und  das  daran  hangende  Gewicht  ß,  so  ist  a  =  ß.  Hierbei 
ist  die  Brücke  ausser  der  Säule  und  der  Rolle  A  belastet  mit  dem 
Gewichte  er,  wenn  das  Gewicht  der  Schnur  ausser  Acht  gelassen 
wird.  Die  Spannung  der  horizontalen  Schnurstrecke  wirkt  nicht 
auf  die  Waage,  weil  die  Projection  dieser  Kraft  auf  eine  physisch 
senkrechte  Linie  verschwindet.  Befestigt  man  nun  das  Schnur* 
ende,  an  dem  er  hängt,  am  Brückenkörper,  so  kann  man  ß  belie« 
big  vergrösseru,  ottne  dass  sieb  eine  Einwirkung  auf  die  Zunge 
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der  Waage  zeigt.  Befestigt  man  «  nicht,  vermehrt  aber  ß  um  ein 
kleines  Gewicht  A,  so  dass  ß -f  sinkt  und  a  steigt,  so  steigt 
zugleich  die  Zunge  der  Waage,  als  wenn  <r  selbst  vergrössert 
worden  wäre,  und  oscillirt  bei  längerem  Falle  um  einen  gewissen 
Gleichgewichtspunkt.  Legt  man  zu  jedem  Gewichte  a  und  ß  das 
Gewicht  A  hinzu,  tarirt  die  Waage  und  nimmt  dann  das  Gewicht 
A  von  ß\A  fort,  so  fällt  das  Gewicht  a-\-d,  und  zu  gleicher 
Zeit  sinkt  die  Zunge  der  Waage. 

Nennt  man  t  das  auf  die  Peripherie  des  Schnurlaufs  reducirte 
träge  Gewicht  der  Rolle  A,  und  gleicher  Weise  tt  das  auf  seine 
Peripherie  reducirte  träge  Gewicht  der  Rolle  B,  ferner  die  auf 
dieselben  Peripherien  reducirten  Axenreibungen  f  und  fx ,  so  ist 

die  Beschleunigung  im  ersten  Falle  u^ß^j \t  +  t  +f\f\  °^QT 

9—,  wenn  «  +        + <  +  gesetzt  wird.   Der  Druck, 

der  von  a  vermöge  seiner  Trägheit  auf  die  Schnur  ausgeübt  wird, 
aA 

ist  — •  Der  Druck,  welcher  von  §  vermöge  der  Trägheit  auf 
das  Schnurende  ausgeübt  wird,  welches  von  ß  zu  B  geht,  ist 
negativ  und  =  —  •    Die  beiden  äussersten  Schnürenden 

sind  also  während  der  Bewegung  nicht  gleich  stark  gespannt.  Das  zu- 

aA    ,  (Q\A)A 
erst  genannte  ist  gespannt  mit  «+~»       letztere  mit  ß\A—r    •'  . 

Der  mittlere  Theil  der  Schnur  ist  gespannt  mit  a  +  *~  -f  ^^^^f 

w  n 

da  die  Trägheit  der  Rolle  A  und  die  Axenreibung  die  Spannung 
des  erstgenannten  Schnurendes  noch  um  das  letzte  Glied  des  Aus- 
druckes vermehrt,  oder  mit  ß  +  j-(ß  +  J)J  -  (<t  da  die 

n  n 

Spannung  des  anderen  Schnurendes  durch  die  Trägheit  der  Rolle 
B  und  die  betreffende  Axenreibung  um  das  letzte  Glied  des  an- 
geführten Ausdruckes  verkleinert  wird.  Setzt  man  a—  ß ,  so  sind 
in  der  That  die  beiden  angegebenen  Ausdrucke  für  das  mittlere 
Schnurende  gleich.  Dass  diese  drei  Schnurstrecken  ungleich  ge- 
spannt sind,  ist  naturlich,  da  sie  einer  Reihung  auf  den  Rollen 
ausgesetzt  sind ,  ohne  welche  sie  auf  denselben  gleiten  würden. 

Sobald  die  Schnur  sich  in  Bewegung  setzt,  muss  zu  dem  Druck, 

aA 

der  von  der  Belastung  der  Brücke  ausgeht,  noch  der  Druck  — , 
der  von  der  Trägheit  von  a  entspringt,  hinzukommen.   Merkt  man 
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sich  den  Punkt  der  zur  Zunge  gehörigen  Scala,  um  den  dieselbe 
beim  Fall  oscillirt,  und  mittelt  man  das  Gewicht  y  aus,  das  man 
ohne  Einwirkung  von  d  auf  die  Brücke  legen  muss,  um  densel- 

ben  Ausschlag  zu  erhalten ,  so  ist  —  =  y.    Der  von  ß  in  der  Zeit 

d  VT2 

r  beschriebene  Weg  ist  g  —  •  ^  ==9*q  «p     Nennt   man  diesen 

«  2 

Weg«,  so  erhält  man  -2     Mit  Hilfe  eines  Secunden- 

Pendels  lässt  sich  g  auf  diese  Weise  vermöge  der  Waage  ziem- 
lich genau  bestimmen. 

Zusatz.  Es  ist  bei  der  Rechnung  nicht  berücksichtigt  wor- 
den, dass  der  mittlere  Theil  des  Fadens  seine  horizontale  Lage 
ändert.  Nennt  man  die  Spannung  des  mittleren  Theiles  des  Fa- 
dens T,  die  Senkung  der  Brücke  dt  die  Länge  der  mittleren 
Schnurstrecke  L,  so  ist  die  Einwirkung  von  T  auf  die  Waage 

=—  T.j^-    Setzt  man  7*=  i  Pfund,  £2  =  0,1",  welches  ein  hin- 
reichend grosser  Werth  für  eine  Decimalwaage  ist,  und  L  =  3', 
d  1 

so  ist  -f  r.-  =  äö  Loth  circa.    Dennoch  beträgt  der  in  Erroitte- 

lung  von  y  begangene  Fehler  bedeutend  weniger.  Stellt  nämlich 
y  den  Widerstand  der  Trägheit  vor,  den  a  bei  seiner  Bewegung 

...          t                          j  a^     m  d  d 
entwickelt,  so  hat  man  y  und  —  /.^  =  y, — a^,  wo  yx 

das  Gewicht  bedeutet,  welches  man,  indem  sich  tt  und  ß  an  den 
Rollen  das  Gleichgewicht  halten,  auf  die  Brücke  legen  muss,  um 
einen  gleichen  Ausschlag  zu  erhalten,  wie  durch  den  Widerstand  der 

ad  d 

Trägheit  von  o.  Man  erhält  mithin  die  Gleichung  —  =  Yl+(T—  a)j^. 
Die  Spannung  der  mittleren  Schnurstrecke  oder  T  ist  oben  ermit- 
telt und  =«+  ^  +  ~jr^~  gefunden  worden.     Hieraus  folgt, 

dass  T  —  et  eine  kleine  Grösse,  die  bei  gleicher  Beschaffenheit 
beider  Rollen  sehr  nahe  \d  liegt,  sein  müsse.    Man  kann  also 

ad 

bei  gleicher  Beschaffenheit  beider  Rollen  den  Werth  von  — ,  der 

oben  gleich  yt  gesetzt  wurde,  dadurch  corrigiren,  dass  man  noch 

d 

zu  y,  den  Werth  \d . ^  addirt.  Beträgt,  wie  oben  angenommen 
wurde,  d  den  zehnten  Theil  eines  Zolles  und  L  drei  Fuss,  so  ist 
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Anmerkung  I.  Die  in  Anwendung  gebrachten  Gewichte 
dürfen  nicht  die  Form  haben ,  welche  bei  Fallmaschinen  öfters  ge- 
bräuchlich sind,  weil  bei  den  dünnen  und  breiten  Platten  der 
Widerstand  der  Luft  zu  wirksam  ist,  welches  man  sehr  gut  da- 
raus erkennt,  dass  die  Oscillationen  der  Waage  grosser,  anstatt 
kleiner  werden.  Mit  gutem  Erfolge  habe  ich  lange  cylinderförmige 
eiserne  Gewichte  von  der  Schwere  eines  halben  Pfundes  in  An- 
wendung gebracht.  Die  Zulage  4  muss  so  klein  sein,  dass  man 
mindestens  eine  vollständige  Oscillation  der  Waage  beobachten 
kann.  Dies  hängt  zum  Theil  von  dem  Fallraum,  zum  Theil  von 
der  Schwingungszeit  der  Waage  ab.  Die  Ermittelung  des  Ge- 
wichtes yt  geschieht  leicht,  wenn  die  Waage  mit  einer  Scala 
versehen  ist,  durch  Beobachtung  der  ersten  Excursiou  bei  vor« 
sichtiger  Zulage  eines  kleinen  entsprechenden  Gewichtes  auf  die 
Brücke.  Sollte  hierbei  nicht  der  Theilstrich  der  Scala  erreicht 
werden,  der  sich  bei  Zulage  von  4  einfand,  so  kann  man  die 
Ausmittelung  von  yt  bedeutend  abkürzen,  indem  man  von  dem 
Satze  Gebrauch  macht,  dass  sich  die  Ausschlagwinkel  wie  die 
Gewichte  verhalten.   (Vergl.  Anmerkung  III.  zu  $.7.) 

Anmerkung  II.    Es  bleibt  noch  experimentell  zu  zeigen, 
dass  ein  Gewicht,  welches  sich  geradlinig  mit  constanter  Geschwin- 
digkeit bewegt,  keine  neue  Druckkraft  entwickelt.   Zu  dem  Ende 
befestige  man  an  dem  Fuss  des  Gestelles  die  Axe  eines  mehr- 
fach gekrümmten  Hebels,  der  sich  vermöge  seines  Gewichtes  mit 
hinreichendem  Drucke  an  die  Brücken  wand  anlehnt,  um  durch  die 
entstehende  Reibung  die  Waage  zu  verhindern  zu  schwingen. 
Durch  einen  Druck  auf  den  anderen  Arm  des  Hebels  kann  man 
die  Waage  plötzlich  frei  machen.    Man  tarire  nun  die  Waage  mit 
der  Rolle  A  und  dem  Gewichte  o  wie  oben,  indem  der  erwähnte 
Hebel  nicht  anliegt.    Dann  lege  man  ein  so  kleines  Uebergewicht 
zu  ß  hinzu,  dass  wo  möglich  gerade  die  Widerstände  der  Rei- 
bung uberwunden  werden,   dass  also  bei  einer  sehr  kleinen  Ver- 
größerung dieses  Gewichtes  sich  schon  Bewegung  des  Gewichtes 
er  einstellt.    Nun  gebe  man  der  Waage  durch  den  erwähnten  Hebel 
Unbeweglichkeit,  und  lege  zu  ß  noch  ein  Uebergewicht,  welches 
zu  beiden  Seiten  hinreichend  hervorsteht.   Nachdem  dies  Ueber- 
gewicht mit  ß  eine  kurze  Strecke  gefallen  ist,  lasse  man  es  durch 
einen  Ring  oder  durch  eine  sonstige,  von  der  Fallmaschine  be- 
kannte Vorrichtung  abheben,  und  mache  durch  einen  Druck  auf 
den  andern  Arm  des  Hebels  die  Waage  frei,  so  wird  man  finden, 
dass  sie,  bei  der  jetzt  eintretenden  constanten  Geschwindigkeit 
von  o  ihre  Norroalstellung  nicht  ändert,  sondern  dieselbe  erst  bei 
dem  darauf  erfolgenden  unvermeidlichen  Stosse  aufgiebt. 
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$.  4. 

Lehrsatz. 

Erleidet  ein  körperliches  System,  welches  sich  auf  der  Brücke 

der  Waase  befindet,  durch  innere  Kräfte  irgend  eine  Veränderung, 

so  ist  der  Druck,  den  es  in  jedem  Augenblick  auf  die  Waage 

P  dv  dv 
ausübt,  P+->£j,  wo  P  die  Schwere  des  Systems  und  ^  die 

Beschleunigung  des  Schwerpunktes  desselben  in  senkrechter  und 
der  W  irkung  der  Schwerkraft  entgegengesetzter  Richtuug  angiebt. 

Beweis.  Man  kann  sich  die  inneren  Kräfte  auf  jeden  mate- 
riellen Punkt  durch  elastische  Federn  wirkend  denken.  Denkt 
man  die  Elastizität  fort,  so  Ist  die  Schwere  P.  Durch  die  Bewe- 
gungen der  Federn  kommt  hierzu  noch  folgende  Summe  von  Träg- 

W     Öl?      T)  Bf?*) 

heiUkräften :       '  $j  +     •      +  e*c.,  wo  px ,  p2  etc.  die  Schwere 

der  einzelnen  materiellen  Punkte  und  ♦  etc.  ihre  Beschleu- 
nigungen im  Sinne  einer  physisch  senkrechten  Linie  angeben.  Es 

i     ii  .   »i  cVi     ».>  Sc«  P  dv 

ist  aber  bekanntlich  - ••-qt+"-'  *'ör+etc.  =  —  •  öt- 

g    dt      ff    dt  ff  dt 

Befindet  sich  ein  Mensch  auf  der  Brücke  der  Waage  und  er- 
hebt sich,  so  kann  dies  zunächst  nicht  ohne  eine  Beschleunigung 
seines  Schwerpunktes  geschehen,  deshalb  hebt  sich  die  Zunge 
und  er  scheint  momentan  schwerer  zu  werden.  Senkt  er  sich,  so 
findet  zunächst  das  Umgekehrte  statt.  Die  Oscillationen ,  in  die 
eine  Waage  gerath,  wenn  ein  Mensch  in  scheinbarer  Ruhe  auf 
der  Brücke  steht,  rühren  von  den  Veränderungen  seines  Schwer- 
punktes her,  die  mit  dem  Athmen  verbunden  sind. 


§.  5. 

Vom  Stoss  unelastischer  Körper. 

An  einer  auf  der  Brücke  befestigten  Säule  bringe  man  in  eioer 
Entfernung  von  etwa  einem  Fusse  von  der  Brücke  einen  hervor- 
tretenden Haken  an,  an  dem  ein  Gewicht  durch  einen  Faden  auf- 
gehängt wird.  Man  tarire  die  Waage  und  brenne  den  Faden  ab. 
Ist  nun  der  erfolgende  Stoss  mit  der  Brücke  ein  unelastischer,  so 
geschieht  Folgendes:   Während  der  Zeit,  dass  der  Korper  fallt. 
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sinkt  die  Zange.   Darauf  tritt  ein  sehr  kurzer  Stillstand  ein  und 
die  Brücke  schwingt  mit  gewissen  Excursionen ,  deren  Grösse  man  „ 
vorzüglich  im  Anfange  zu  beobachten  hat. 

Gesetzt,  das  Gewicht  des  losgebrannten  Korpers  ist  p  und 
das  auf  einen  Punkt  der  Brücke  reducirte  träge  Gewicht  des 
Waagebalkens,  der  Schale,  der  Brücke  und  der  leitenden  Theile, 
nachdem  p  abgebrannt  ist,  sei  P,  so  werden  die  trägen  Gewichte 
P  und  p  mit  derselben  .Kraft  p,  nachdem  der  Faden  abgebrannt 
ist,  nach  entgegengesetzten  Richtungen  getrieben.  Die  Beschleu- 
nigungen von  P  und  p  werden  sich  also  verhalten  wie  und 

man  wird  auch  die  erstere  constant  setzen  können,  wenn  die  in 
Betracht  gezogene  Zeit  sehr  klein  und  die  Waage  sehr  empfind- 
lich ist.  Nach  vollzogener  Einwirkung  des  Stesses  muss  nach 
den  bekannten  Gesetzen  des  unelastischen  Stosses  augenblickliche 
Ruhe  eintreten,  und  die  Waage  darauf  mit  den  Excursionen  schwan- 
ken, die  ihrer  Stellung  im  Augenblicke  des  vollendeten  Stosses 
entsprechen. 

Nimmt  man  p  wie  natürlich  gegen  P  sehr  klein  an,  so  folgt, 
dass  die  Excursionen  der  Zunge  bei  verschiedenen  Gewichten  p 
und  px  sich  selbst  wie  p  und  /?,  verhalten  müssen.  Ebenso  kann 
man  über  die  verschiedenen  Fallhöhen  experimeutiren ,  auch  das 
Gewicht  P  aus  dem  Ergebniss  eines  Versuches  leicht  berechnen. 

Anmerkung.  Von  besonderem  Interesse  ist  es,  dass  man 
bei  diesem  Versuche  sehr  wohl  die  kurze  Zeit  des  Zusammcn- 
stosses  beobachten  kann.  Die  Zunge  bleibt  eine  merkliche  Zeit 
stehen,  oder  macht  vielmehr  eine  sehr  kleine  Bewegung,  die  sich 
sehr  wesentlich  von  dem  Uebergange  einer  Oscillation  in  die  an- 
dere bei  regelmässigem  Gange  unterscheidet.  Besonders  merklich 
kann  man  diese  Zeit  machen,  wenn  man  den  Körper  auf  weiche 
Gegenstände,  etwa  Wolle,  fallen  lässt;  doch  ist  wohl  zu  beachten, 
dass  diese  Zeit  auch  merklich  wird,  wenn  etwa  ein  Stück  Eisen 
auf  die  eiserne  Brücke  einer  Waage  lallt.  Um  den  Einfluss  der 
Elasticität  ganz  zu  beseitigen,  muss  man  zuvor  ein  Brett  auf  die 
Brücke  schrauben  und  ein  pfeilförmig  zugespitztes  Eisen  auf  das- 
selbe fallen  lassen,  welches  sich  in  das  Holz  einbohrt  und  haften 
bleibt.  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  man  von  hier  aus  durch  An- 
wendung geeigneter  Hilfsmittel  über  die  zum  Stoss  verwendete 
Zeit  nnd  die  allmälige  Abnahme  der  Geschwindigkeit  beim  Stosse 
später  noch  mehr  in's  Klare  kommen  wird. 
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ff.  6. 

Vom  Stoss  elastischer  Korper. 
(Siehe  Taf.  X.  Fip.  II.) 

1)  Nimmt  man  an,  der  Kurper  p  im  vorigen  Versuche  sei 
vollkommen  elastisch,  so  wird  im  Momente  der  grossten  Zusam- 
mendrückung dasselbe  wie  beim  unelastischen  Stosse  eintreten. 
Darauf  wird  p  abspringen,  und  zwar  bis  zu  der  absoluten  Hobe, 
von  der  es  herunter  gefallen.  In  diesem  Augenblicke  muss  auch 
die  Waage  in  Ruhe  sein,  denn  offenbar  ist  in  diesem  Augenblick 
die  von  p  vollzogene  Arbeit  =0,  mithin  die  lebendige  Kraft,  welche 
dem  ganzen  System  inne  wohnt,  auch  =0.  Dies  kann  aber  nicht 
anders  sein,  als  wenn  die  Waage  ebenfalls  zur  Ruhe  gekommen, 
oder  als  wenn  die  Geschwindigkeit  aller  einzelnen  Theile  des  Systems 
gleich  0  ist  Von  nun  an  musste  sich  derselbe  Act  wiederholen, 
wenn  die  Widerstände  der  Reibung  und  der  Lull  nicht  vorhan- 
den waren. 

2)  Man  befestige  eine  elastische  Feder  auf  einem  Gestell,  so 
dass  man  dieselbe  vermöge  eines  Fadens,  den  man  am  Gestell 
anbringen  kann,  aus  ihrer  Lage  bringen  kann.  Darauf  schraube 
man  das  Gestell  auf  die  Brücke  fest,  tarire  die  Waage,  brenne 
den  Faden  vorsichtig  ab,  so  wird  man,  wenn  die  Feder  sehr  rasche 
Vibrationen  macht,  keine  merkliche  Einwirkung  auf  die  Zunge 
wahrnehmen.  Bei  langsamen  Vibrationen  der  Feder,  die  natür- 
lich wesentlich  in  verticaler  Richtung  angenommen  werden,  wird 
sich  die  Zunge  auch  in  Bewegung  setzen,  aber  ihre  Oscillationen 
mehr  in  Zeiten  beschreiben,  welche  den  Oscillationen  der  Feder, 
als  denen  der  Waage  entsprechen,  bis  dieselben  allniählig  in  die 
Oscillationen  der  Waage  übergehen. 

Nennt  man  das  auf  die  Brücke  reducirte  träge  Gewicht  der 
sämmtlichen  schwingenden  Theile  mit  Einschluss  der  Feder  P, 
das  Gewicht  der  Feder  p  und  die  Beschleunigung  ihres  Schwer* 

6 

punktes  6,  und  ß  die  Beschleunigung  der  Brücke,  so  ist  ß=zg.-jy 
oder  gleich  der  Beschleunigung  beim  freien  Fall  mal  dem  Drucke 
p.-,  der  von  der  sich  ausdehnenden  Feder  auf  die  Waage  aus« 
geübt  wird,  dividirt  durch  das  träge  Gewicht  P.  Es  ist  mithin 
ß  =  ^p  oder  f=p*  Die  Beschleunigungen  der  Feder  und  des 
trägen  Gewichtes  P  verhalten  sich  also  umgekehrt  wie  ihre  Gewichte. 
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Bewegt  sich  die  Brücke  innerhalb  sehr  enger  (grenzen,  so  kann 
man  P  constant  setzen,  zumal  wenn  die  Waage  sehr  empfindlich 
ist,  und  es  folgt  alsdann,  dass  die  Bewegungen  der  Brücke  ent> 
gegengesetzt  von  denen  der  Feder  seien,  sich  ganz  ähnlich  wie 
jene  verhalten  müssen,  und  durch  eine  Absctmächung,  deren 

Maass  ^  ist,  aus  jenen  hervorgeben.  Dieser  Fall  wird  im  All- 
gemeinen eintreten,  wenn  das  Product  von  p  mal  dem  Maass  der 

Excursionen  der  Feder  eine  sehr  kleine  Grosse  ist.  Sollen  daher 
ohne  besondere  Vorrichtung  die  Excursionen  der  Waage  dein 
Auge  sichtbar  werden,  so  kann  man  das  Gewicht  der  Feder  da« 
durch  vergrössern,  dass  man  an  dem  Theile  der  Feder,  der 
die  grossten  Excursionen  macht,  noch  ein  besonderes  Gewicht 
befestigt 

Anmerkung.  Mit  vollständiger  Klarheit  würden  die  Erschei- 
nungen hervortreten,  wenn  der  Zustand  des  Gleichgewichtes  der 
Waage  ein  vollkommen  indifferenter  wäre  (d.  h.  ein  solcher,  der 
auch  bei  einer  andern  Stellung  als  der  Nonnalstellung  der  Zunge 
indifferent  wäre).  In  der  That  leiten  die  kurzen  Schwingungen, 
in  welche  die  Waage  durch  die  Vibrationen  der  Feder  versetzt 
wird,  zugleich  langsame  Schwingungen  ein,  welche  der  Waage 
eigentümlich  sind,  indem  sich  beide  modificiren,  und  gehen  ganz 
in  die  gewöhnlichen  Schwingungen  der  Waage  über,  sobald  die 
Schwingungen  der  Feder  erloschen  sind. 

3)  Brennt  man  die  Feder  wie  bei  No.  2.  ab,  lässt  sie  aber  in 
dem  Moment,  in  welchem  sie  ihre  grösste  Geschwindigkeit  erreicht, 
gegen  einen  festen,  mit  dem  Brückenkörper  verbundenen  Theil 
stossen,  so  dass  die  Bewegung  plötzlich  aufhurt,  so  zeigen  sich, 
wenn  das  Gewicht  der  Feder  ein  sehr  geringes  ist,  nach  vollen- 
detem Stoss  bei  Waagen  vou  grosser  Empfindlichkeit  fast  keine 
Excursionen  der  Zunge.  Bei  geringer  Empfindlichkeit  kann  man 
unter  sonst  gleichen  Umständen  bemerkliche  Excursionen  wahr- 
nehmen. 

Nach  No.  2.  ist  die  Beschleunigung  des  Brückenkörpers  6.p- 

So  lange  mau  P  als  constant  ansehen  kann,  ist  mithin  die  Bewe- 
gung des  Bruckenkorpers  eine  ähnliche,  wie  die  der  Feder.  Da 
nach  erfolgtem  Stesse  im  Moment  der  grossten  ZusammendrÜckung 
die  Geschwindigkeit  der  Feder  =0  ist,  so  muss  in  demselben 
Moment  die  Geschwindigkeit  des  Brückenkörpers  auch  =  0  sein, 
und  die  Zunge  kann  offenbar  nur  Excursionen  machen,  welche 
ihrer  Entfernung  von  der  Normallage  zur  Zeit  der  grossten  Zusam- 
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mendrOckung  entsprechen.  Diese  Entfernung  ist  mithin  j£e,  wo 
e  das  Maass  der  Zusammendrückung  der  Feder  angiebt. 

Ist  die  Waage  unempfindlich,  so  wächst  P  mit  zunehmender 
Excursion,  und  die  negative  Summe  der  Beschleunigungen  des 
Briickenkürpers  ist  insbesondere  während  der  Zeit  des  Stosse* 
wesentlich  kleiner  als  die  Summe  der  positiven^  Beschleunigungen, 
welche  dem  Stoss  voranging.  Deshalb  ist  in  diesem  Falle  die 
Geschwindigkeit  des  Brückenkürpers  noch  nicht  auf  0  reducirt, 
wenn  der  Stoss  vollendet  ist,  und  der  Brückenkorper  behält  nach 
vollendetem  Stosse  noch  eine  merkliche  (Geschwindigkeit,  welche 
der  Bewegung  der  Feder  entgegengesetzt  ist. 

4)  Wenn  beim  zweiten  Versuche  nach  dem  Abbrennen  des 
Fadens  sich  fast  keine  Bewegung  der  Waage  zeigte,  so  kam  dies 
daher,  dass  der  Brücke  in  sehr  kurz  auf  einander  folgenden  Zei- 
ten entgegengesetzte  Geschwindigkeiten  eingeprägt  wurden.  Da 
die  Sinne  hiervon  aber  nichts  wahrnehmen,  so  ist  der  Weg  zu 
zeigen,  wie  man  die  erste  dieser  Geschwindigkeiten  gewisser 
massen  frei  machen  und  beobachten  kann. 

'  Lä'sst  man  die  Feder  im  Momente  ihrer  grossten- Geschwin- 
digkeit gegen  eiuen  festen  Korper  stossen,  der  nicht  mit  dem 
Bruckenkörper  in  Verbindung  steht,  so  beobachtet  man  jederzeit 
an  der  Brücke  eine  der  Feder  entgegengesetzte  Geschwindigkeit, 
und  es  ist  zu  zeigen,  dass  dieselbe  jene  eben  besprochene  frei 
gewordene  Geschwindigkeit  ist,  wenn  der  angesfossene  Korper 
verhaltnissmässig  recht  gross  ist.  Um  dies  Ziel  zu  erreichen, 
nehme  man  an,  die  Feder  schlüge  im  Momente  ihrer  grossten 
Geschwindigkeit  gegen  ein  frei  schwebendes  Gewicht  von  der 
Grosse  Q.  Dies  Gewicht  6oll  von  der  Schwerkraft  nicht  afficirt 
werden ,  sondern  nur  von  der  Trägheit.  (Ein  gleicharmiger  Waa- 
gebalken, der  sich  im  Zustande  indifferenten  Gleichgewichts  be- 
findet und  an  seinen  beiden  Endpunkten  zwei  Gewichte  von  der 
Grosse  \Q  trägt,  sonst  aber  nicht  schwer  ist,  würde,  wenn  er 
mit  dem  einen  Gewichte  \Q  den  Stoss  aufnähme,  jenes  Gewicht 
Q  ersetzen  können,  wenn  sein  Hypomochlium  nicht  von  der  Brücke 
getragen  wurde.)  Im  Augenblicke  der  grossten  Zusammendruckung 

hat  p  die  Geschwindigkeit  J^~q  »  "enn  v  die  gross te  Geschwin- 
digkeit ist,  die  es  durch  die  Elasticität  erreicht.  Indem  nun  p 
die  Geschwindigkeit  v  —  j^g—j^g  verliert,    verliert  P  die 

Geschwindigkeit  p^g-    Indem  aber  Q  die  Geschwindigkeit 
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jJ+Q  gewinnt,  gewinnt  P  die  Geschwindigkeit  p  Im  Au- 

genblick der  grössten  Zusammendrückung  gewinnt  also  die  Brücke  im 

Ganzen  durch  den  Stoss  die  Geschwindigkeit  p.  ^fQ-p'^^=0' 

Setzt  man  nun  Q  unendlich  gross»  so  kommt  man -auf  den  Fall 
unseres  Experiments.  Es  verliert  p  seine  ganze  Geschwindigkeit 
durch  den  Anstoss,  und  die  Bracke  behält  die  Geschwindigkeit 

-jp,  die  sie  im  Momente  des  Anstosses  hatte,  und  die  man  durch 
die  Zunge  beobachten  kaun. 

Ware  an  den  BertihrungsOfichen  vollständige  ElasticitÄt  wirk- 
sam,  so  würde  nach  erfolgtem  Stosse  ;>  noch  einmal  die  Geschwin- 
digkeit jf^Q  verlieren,  und  Q  noch  einmal  die  Geschwindigkeit 

jf~^~Q  gewinnen,  wodurch  ftir  P  so  wenig  wie  im  ersten  Falle 

eine  Zu-  oder  Abnahme  an  Geschwindigkeit  entstehen  würde. 
Die  Feder  würde  sich  dann  bis  auf  das  ursprüngliche  Maas«  zu- 
sammenziehen upd  hierbei  P  die  erlangte  Geschwindigkeit  ^  wie- 
der verlieren,  und  für  den  Fall»  dass  Q  unendlich  w*re,  würde 
sich  nun  der  Vorgang  wiederholen.  Es  ist  natürlich  vorausgesetzt 
worden,  dass  die  Ausdehnung  und  der  Stoss  der  Feder  in  einer 
Zeit  vor  sich  gehen,  die  gegen  die  Schwingungszeit  der  Waage 
sehr  klein  ist. 

.  Da  die  Erfahrung  zeigt,  dass  nach  erfolgtem  Stoss  keine  we- 
sentliche Zusamnienztehiing  der  Feder  statt  lindet,  wenn  man  die 
Berührungsfläche  zweckmassig  wählt,  so  wird  der  Brückenkörper 

seine  Excursionen  mit  der  Geschwindigkeit  ^-p-  beginnen.  Wie 

man  dieselbe  durch  die  Excursionen  der  Zunge  der  Waage  mes- 
sen kann,  wird  im  folgenden  Paragraphen  gezeigt  werden.  Wie 
ich  hoffe  ist  hierdurch  ein  beachtenswertes  Mittel  gewonnen,  den 
Werth  von  v  selbst  bei  sehr  grossen  Geschwindigkeiten  der  Feder 
experimentell  zu  bestimmen. 

J.  7. 

Aufgabe.  Die  Schwingungszeit  einer  Brückenwaage  zu  ent- 
wickeln, wenn  man  nur  die  Schwere  der  Brücke,  der  Last,  der 
Schale  und  des  Gewichtes  in  Rechnung  zieht. 

Gesetzt,  das  Maass  des  Gewichtes  nebst  der  Schale  sei  p, 
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und  das  Maass  der  Last  nebst  der  Brücke  sei  P,  und  der  Schwin- 
gungsrad ins  der  Brücke  R  (d.  h.  jeder  Punkt  der  Brücke  beschreibe 
einen  Bogen  mit  dem  Radius  R,  wo  dann  alle  diese  Radien  gleich 
gross  und  gleich  gerichtet  vorausgesetzt  werden),  der  Schwin- 
gungsradius des  Gewichtes  sei  0,  die  Schwingungsebenen  von  R 
und  0  seien  vertical,  und  die  Winkel,  die  p  und  R  mit  dem  Ho- 
rizonte bilden,  seien  qp  und  ty.  Nimmt  man  nun  an,  ö<p  sei  ein 
kleiner  Winkel,  um  den  q  aus  seiner  Lage  entfernt  wird,  indem 
R  zugleich  sich  um  den  Winkel  dt/;  aus  seiner  Lage  entfernt,  so  wird 
das  System,  welches  in  stabilem  Gleichgewicht  vorausgesetzt 
wird,  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückzukehren  suchen. 

Indem  nun  bei  erfolgender  Schwingung  p  und  R  von  ihrer 
Normallage  nur  noch  um  die  Winkel  Afp  und  Aty  entfernt  sind, 
haben  die  Gewichte  P  und  p  eine  mechanische  Arbeit  A  ausge- 
führt, deren  Maass  durch  folgende  Formel  angegeben  wird: 

,     A~Qp[8in(q>  +  Afp)  —  sin  (9  +  0»] 


RP  [sin     +  A$)  —  sin  (y  +  0»  ]. 


Um  die  Geschwindigkeit  zu  ermitteln,  welche  in  diesem  Augen- 
blicke die  einzelnen  Theile  des  Systems  haben,  .ist  der  Ausdruck 
von  A  weiter  zu  entwickeln,  unter  der  Voraussetzung,  dass  P  und 
p  in  ihrer  Normallage  das  Gleichgewicht  halten.  Diese  letzte  Be- 
dingung wird  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
angegeben  durch  die  Gleichung: 

II)  Qp  cos  <pd<p  -f  RP  cos  tydty  =  0. 

Berücksichtigt  man  nur  noch  die  zweiten  Potenzen  von  ö<pr  A<p, 
dty  und  Ay9  so  ist  sin  (9+  d<p)  =  sinqpfl  —  iö<p2)  -f  cospdqp,  und 
mithin 

sin  (tp  +  Aq>)  —  sin  (<p  +  09)  =  sin  tp  I  ^ —   )  +  cos  9>(^9  —  » 

sin  +  Ay) — sin  +  6»  =  sin  y  (j^1^—^  +  cos  $  (4f — c» . 
Sieht  man  ^  als  Function  von  9)  an,  so  ist: 

nnd  mithin: 

sin     +  Ay) — sin     -f  fy) 
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Mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  II)  erhält  man  nun  aus 
Gleichung  I)  folgende  Gleichung: 

m>  —  =  i  c-'os  <p  (öcp*  _  <V)  [tang y  -  ^  tang V+ 

BtD  d^hu  1 

Setzt  man  den  Factor  tangy  —  ~. taugt/; +  ^    g  .  =      so  erhält 

A  1 

man  —  =  ^  [<5<jpa— z/g>a]  cos  9.  Nach  dem  Priucip  der  leben- 
digen Kräfte  ist  nun 

'-«^'♦i'-C-J?)"- 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  II)  und  der  vorigen  Formeln 
erhält  man  hieraus : 

und  mithin  durch  Division  der  Gleichung  III)  durch  IV),  mit  Be- 
rücksichtigung der  Gleichung  II): 


V)  a   I  («V— ^y*) cosy.y 


woraus  sich  die  Geschwindigkeiten  der  verschiedenen  TbeUe 
des  Systems  ergeben.   Aus  der  Gleichung  V)  folgt  die  Gleichung 


v«)  a,= 


—^9?*   ^  #cos<p 


rod  hieraus  durch  Integration  die  ganze  Schwingungszeit  der 
W&age,  die  mit  T  bezeichnet  werden  soll: 


VII) 


4  f »<'  +  S-5$-* 
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Da  bet  den  gebräuchlichen  Waagen  und  gewöhnlicher  Auf. 
Stellung  q>  und  entweder  0  sind  oder  sich  doch  sehr  wenig  von 
0  unterscheiden,  so  kann  man  cosqp  und  cosy  beide  gleich  I 
setzen.  Ferner  ist  bei  den  verschiedeneu  Arten  der  gebräuchli- 
chen Decimai waagen  q(\  +  jJ  die  Strecke  des  Waagebalkens,  die 

sich  zwischen  den  Schneiden  befindet,  welche  die  Last  und  da« 
Gewicht  tragen.  Bezeichnet  mau  diese  Strecke  durch  L,  so  er- 
hält man  schliesslich: 

* 

VIII)  T  =  *\±.E. 

■ 

Es  bleibt  noch  übrig,  zu  zeigen,  wie  E  durch  Versuche  zu 
ermitteln  ist.   Differentiirt  man  die  obige  Formel  II)  oder  Qp  cos  (pdcp 

-f  RPcostydty  =  0  nach  p  und  <p,  so  erhält  man  ~  ,^==  £J»  wo 

E  genau  denselben  Werth  hat  wie  in  den  vorigen  Formeln.  Der 
Diflerentialquotient  auf  der  linken  Seite  wird  offenbar  um  so 
grösser,  je  kleiner  die  Empfindlichkeit  der  Waage  wird,  und  um- 
gekehrt. Ich  habe  ihn  deshalb  in  meiner  Abhandlung  Ober  die 
Empfindlichkeit  der  Brückenwaagen  (V.  Band  der  Denkschrif- 
ten der  mathematisch  naturwissenschaftlichen  Klasse 
der  Kaiserlichen  Akademie   der  Wissenschaften  in 

Wien)  mit  j,  bezeichnet  und  E  die  Empfindlichkeit  der  Brücken- 

* 

waage  genannt.    Da  nun  E=-ß~.8<p  ist,    so    kann   man  auch 

£_.  P  Qi&P  8etzen     Bezeichnet  nun  o»  die  Entfernung  des  auf 
öp  Oi 

dem  Waagebalken  befestigten  Zeigers  vom  Hypomochliuja ,  so 
wird  Ojdqp  den  Ausschlag  des  Zeigers  bei  der  Mehrbelastung  dp 

der  Schale  anheben.    Der  tjuofient  k~  •  wird  noch  mit  cros- 

ser  Genauigkeit  erhalten  werden,  wenn  man  statt  der  unendlich 
kleinen  Grosse  dp  nur  eine  Grösse  setzt,  die  in  Verhältniss  zu 
p  sehr  klein  ist,  und  statt  ptdqp  den  kleinen  Ausschlag,  den  diese 
Grosse  hervorbringt,  Bezeichnet  man  daher  diese  kleine  Grösse, 
durch  die  dp  ersetzt  wird,  mit  dp,  und  den  erfolgenden  Aus- 

schlag  mit  e,  so  ist  E=z  -rr  •  —  und 


Jp 

lg    Ap  o, 
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Um  ein  Beispiel  zu  geben,  wollen  wir -=1,  ^=3500  (circa 

den  Quotienten  von  einem  Centner  durch  1  Loth)  und  e=J*  an- 

3500 

g-^j— 12=3,4  Secunden. 

Soll  mithin  eine  Bruckenwaage  bei  einer  so  grossen  Belastung, 
das*  man  das  Gewicht  der  leitenden  Theile  übersehen  kann,  bei 
n  Centnern  Belastung  bei  einer  Zulage  von  n  Lothen  mit  einem 
Punkte  des  Balkens,  der  so  weit  vom  Hypomochlium  entfernt  ist, 
wie  die  Last-  und  Gewichtsschneide  des  Waagebalkens  von  ein- 
ander,  einen  Ausschlag  von  l"  geben,  so  muss  ihre  Schwiugungs- 
zeit  3,4  Secunden  sein. 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  mit  welcher  Bequem- 
lichkeit man  den  Werth  von  E  aus  einer  Beobachtung  der  Schwin- 
gungszeit einer  Waage  ableitet.  Hier  kommt  es  darauf  an*,  zu 
untersuchen,  wie  weit  die  Waage  als  Pendel  zu  benutzen  ist,  um 
durch  sie  zu  einer  Bestimmung  von  g  zu  gelangen.  Um  E  expe- 
rimentell zu  ermitteln,  ist  zunächst  zu  bestimmen,  wie  stark  das 
Gewicht  des  Waagebalkens  selbst  auf  die  Schneide  wirkt,  an  der 
das  Gewicht  hängt.  Nennt  man  dasselbe  x,  das  Gewicht  des  Waage- 
balkens q,  den  Abstand  seines  Schwerpunktes  vom  Hypomoch- 
liuro,  den  man  durch  einen  einfachen  Versuch  findet,  d,  so  ist 
d 

x=q .  —•  Bezeichnet  man  nun  das  Gewicht  der  Schale  plus  dem 

Gewichte  in  derselben  plus  x  mit  p,  so  ist  £  =  J?-  •— ,  wo  Ap 

ein  kleines  Uebergewicht  bedeutet,  das  man  in  die  Schale  legt, 
e  den  erfolgenden  Ausschlag  und  pj  die  Entfernung  der  Zunge 
vom  Hypomochlium.  Man  erhält  nun  aus  Gleichung  VIII)  die  Grösse 
*2  L  E 

a  =  — ^ — »  welche  ßestimmungsweise  von  g  nach  einigen  vor- 
läufigen Versuchen  schon  bei  sehr  mässigen  Belastungen  zu  ziem- 
lich genauem  Resultate  fuhrt. 

Welchen  Ein  flu  ss  die  grossen  Flächen,  welche  eine  Brücken- 
waage dem  Widerstande  der  Luft  bietet,  auf  die  Schwingungszeit 
haben,  müssen  spätere  Versuche  lehren.  Im  Allgemeinen  ist  nicht 
vorauszusetzen,  dass  derselbe  bei  grosser  Belastung  von  bedeu- 
tendem Einfluss  sein  wird,  da  einesteils  das  Anhaften  von  Luft« 
masse  an  den  beweglichen  Theilen  des  Systems  gegen  die  Massen 
der  festen  Theile,  die  in  Bewegung  sind,  sehr  zurücktreten  muss, 
andererseits  sich  aus  Gleichung  V)  ergiebt,  dass  die  grusste  Ge- 
schwindigkeit der  Schale  e\         sein  wirQ,>  wo  e  die  grOsste 
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Entfernung  der  Zunge  bei  der  Schwingung  von  ihrer  Nonnallage 
bedeutet,  und  das«  mitbin  diese  Geschwindigkeit  und  mit  ihr  der 
Widerstand  der  Luft  bei  kleinen  Schwingungen  sehr  gertog  sein 

müsse. 

Anmerkung  I.  Es  ist  oben  vorausgesetzt  worden,  dass 
alle  Punkte  des  Brückeukörpers  Kreisbogen  beschreiben ,  deren 
Kadien  gleich  gerichtet  und  gleich  sind.  Die  erste  dieser  Bedin- 
gungen ist  unerlässlich,  wenn  die  Brücke  -richtig  sein  soll,  d.  h. 
w  enn  das  Resultat  der  Wagung  unabhängig  von  dem  Ort  der  Be- 
tastung der  Brücke  sein  soll.  Da  nämlich  die  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten sämmtlicher  Punkte  der  Brücke  gleich  sein  müssen,  da 
je  zwei  Punkte  der  Brücke  durch  starre  Linien  verbunden  sind, 
ferner  bei  den  angewandten  Constructionen  keine  Drehung  des 
Brückeukörpers  um  eine  feste  Axe  desselben  vorkommt,  uod  mit- 
hin die  Bahnen  sämmtlicher  Punkte  in  parallelen  Ebenen  liegen 
müssen,  so  folgt,  dass  die  Krümmungshalbmesser  dieser  Bahnen 
für  die  IWmalstellting  parallel  sein  müssen,  welche  Construction 
auch  angewandt  sei;  dass  aber  diese  Krümmungsradien  gleich 
gross  sind,  ist  nicht  durchaus  nothwendig,  und  Gndet  insbeson- 
dere sehr  häufig  beiden  Strassburger  Waagen  nicht  statt,  welches 
daraus  erkannt  wird,  dass  solche  Waagen,  auf  verschiedenen 
Stellen  belastet,  verschiedene  Empfindlichkeit  zeigen.  (Vergl.  meine 
Abhandlung  über  die  Empfindlichkeit  etc.  §.  7.)  Dessenungeachtet 
gelten  die  gewonnenen  Resultate,  insbesondere  die  Gleichungen  VII) 
und  VIII),  auch  für  diese  Art  von  Waagen.  Sieht  man  nämlich 
R  als  den  Krümmungsradius  der  Bahn  des  Schwerpunktes  der 
ganzen  Last  inclusive  der  Brücke  an,  so  gelten  zunächst  die 
Gleichungen  I),  II),  III).  Aber  auch  die  aus  dem  Principe  der 
lebendigen  Kräfte  gewonnene  Gleichung  gilt  hier,  weil  die  virtuel- 
len Geschwindigkeiten  sämmtlicher  Punkte  des  Brückenkörpers 
gleich  sind,  mithin  die  Trägheitskräfte  sämmtlicher  Punkte  des 
Brückeukörpers  nur  von  ihrer  Schwere  und  nicht  von  ihrer  Lai^e 
abhängen  können.  Man  kann  mithin  auch  bei  dieser  Gleichung 
sämmtliche  materielle  Punkte  im  Schwerpunkte  der  Last  vereinigt 
annehmen.  Für  die  Anwendung  der  Formeln  VII)  und  VIII)  ist 
also  bei  diesen  Waagen  nur  zu  merken,  dass  E  eine  Zahl  ist, 
die  für  dieselbe  Waage  nicht  constant  ist,  sondern  von  der  Lage 
des  Schwerpunktes  der  Last  abhängt.  —  Dass  übrigens  alle  diese 
Betrachtungen  nur  für  sehr  kleine  Oscillationen  der  W7aage  gelten, 
wird  klar  sein,  eben  so  aber,  dass  dies  der  praktischen  Anwen- 
dung keinen  Eintrag  thut,  weil  bei  Dccimalwaagen  und  noch  mehr 
bei  Centesimalwaagen  die  Excursionswinkel  der  Krümmungsradien 
der  Bahnen,  die  von  den  einzelnen  Punktco  des  Brückenkörpers 
beschrieben  werden,  in  der  That  sehr  klein  sind. 
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Anmerkung  II.  Bei  den  angegebenen  Ableitungen  sind  die 
Trägheitsmomente  des  Waagebalkens  und  der  leitenden  Theile 
ausser  Rechnung  gelassen  worden.  Es  soll  die  Rechnung  für 
Waagen  meiner  Construction  nun  noch  so  geführt  werden»  dass 
man  den  Einfluss  dieser  Theile  auf  die  Schwingungszeit  Obersehen 
kann.  Zu  dem  Ende  setze  man  aber  voraus,  der  Schwerpunkt  des 
Waagebalkens  liege  auf  der  geraden  Linie  zwischen  der  Schneide 
des  Hypomochiiums  und  der  Gewichtsschneide,  welches  in  der 
That  bei  den  angewendeten  Co  Instructionen  beinahe  erfallt  wird» 
and  ferner  der  Schwerpunkt  jeder  Leitungskette  liege  auf  der 
Linie  zwischen  den  beiden  Schneiden,  von  denen  sich  die  eine 
am  Gestelle,  die  andere  am  Bruckenkörper  befindet,  welches  eben- 
falls der  Wahrheit  sehr  nahe  kommt.    Wenn  man  nun  das  auf 

* 

die  Gewichtsschneide  reducirte  Gewicht  des  Waagebalkens  x,  das 
wirkende  Gewicht  nebst  der  Schale  p,  die  Last  P,  das  auf  die 
Schneiden  der  Brücke  reducirte  Gewicht  der  Leitungsketten  plus 
dem  Gewichte  der  Hubkette  y  nennt,  so  erhält  «man  zunächst 
die  beiden  Gleichungen: 

!A  =  Q(p+x)  [sin  (<p+  J<p)  -  sin  (tp+Stp)] 
-f  Ä(/>+y)[sinC^  +  ^trt  -sin(tj/  +  ö»], 

II)  Q(p  +  *)cos  yd<p  +  R(P  -|-y)cos^a^=rO, 
aus  welchen  wie  oben  folgt: 

1 

III)  A  =  i?  (/*+*)(*<?>'—  ^9*)cosg).£. 

Nennt  man  nun  das  Trägheitsmoment  des  Waagebalkens  in  Bezug 
auf  die  Axe  des  Hypomochiiums  o*xq*  und  die  Summe  der  Träg- 
heitsmomente der  Leitungsketten  in  Bezug  auf  die  Axen,  welche 
durch  die  zugehörigen  Schneiden  des  Gestelles  bestimmt  sind, 
plus  dem  Quadrate  von  R  mal  dem  Gewichte  der  Hubkette  ß*R*y, 
so  erhält  man  nach  dem  Princip  der  lebendigen  Kräfte  die  Gleichung: 

A=  1  [0*+ (•-£)'  +        +  •  (g)*] 

oder 

iv)  A=l[9HP^n^p^^^^(^y- 

Setzt  man  nun  g?  =  ^  =  0,  wie  es  bei  richtiger  Aufstellung  der 
Waage  sehr  nahe  erfüllt  wird,  so  erhält  man: 
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und  mitbin  durch  Combination  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung 
III),  wenn  man  auch  in  dieser  <p  =  ü  setzt: 

Es  ist  nun 

(p  +  <*r)(P  +  y)*  +  (P  +  <Py)(p  +  a-)« 

=,+P+£  — *  +  v  

Dieser  Ausdruck  rouss  ofTenhar  in  l -f  5  übergehen,  weoo  P 

und  /?  unendlich  werden.  In  diesem  Falle  werden  wir  daher  auf 
die  obigen  Gleichungen  zurückgeführt.  —  Nach  den  zu  dem  Waa- 
gebalken und  den  Ketten  angewendeten  Formen  wird  a*—  1  zwi- 


sehen  — i  und  0  liegen.  Setzt  man  nun  ^=0,1,  welches  bereit« 
bei  einer  sehr  geringen  Belastung  eintritt,  so  ubersieht  man  leicht, 
dass  der  Ausdruck  wenig  kleiner  als  1  -f  ^  sein  werde.    Ist  uäro. 

lieh  —=0,1,  so  wird  p<0,01  und  p  höchstens  0,02  sein,  und 
da  ß*-~  1  ebenfalls  zwischen  — }  und  0  liegen  muss,  so  wird, 
wenn  p  =  0,l  ist,  der  obige  Ausdruck  kleiner  sein  als  1-fpund 
zwar  um  weniger  als 

Cm  die  Schwlngungszeit  eines  einfachen  Waagebalkens,  der 
mit  den  Gewichten  P  und  p  belastet  ist,  zu  bestimmen,  wenn 
der  Schwerpunkt  desselben  in  das  Hypomochlium  fällt,  nenne  man 
sein  Trägheitsmoment  a*/>iO*»  wo  px  das  Gewicht  des  Waagebal- 
kens ist.   Alsdann  ist  ' 
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Ist  der  Waagebalken  gleichschenklig,  so  ist  p-fcar=/J  und  man 
erhält: 


dJ<p\  E.Q-  i  


«Vi 


Will  man  noch  die  Neigung  beider  Arme  des  Waagebalkens  mit 

dem  Horizonte  in  Rechnung  ziehen,  so  hat  man,  wenn  diese  für 
beide  9  beträgt,  unter  der  Wurzel  noch  durch  cos 9  zu  dividiren. 
Sollte  der  Waagebalken  nicht  so  ajustirt  sein,  dass  sein  Schwer« 
punktiro  Hyponiochlium  liegt,  so  kann  man  die  in  seinem  Schwer- 
punkte vereinigte  Schwere  desselben,  wenn  seine  drei  Schneiden 
nicht  in  gerader  Linie  liegen,  in  drei  Schwerkräfte  zerlegen,  die 
durch  diese  Schneiden  hindurchgehen,  wodurch  die  wirkenden 
Lasten  eine  gewisse  Aenderung  erleiden,  die  leicht  zu  bestimmen 
ist,  sonst  aber  die  Rechnungsausdrucke  ungeändert  bleiben.  Auf 
ähnliche  Weise  kano  man  das  Ajustement  der  Waagebalken  bei 
Bruckenwaagen  in  Rechnung  bringen. 

s^ 

Anmerkung  III.  Es  ist  noch  zu  ermitteln,  wie  gross  die 
Excursion  der  Zunge  sein  wird,  wenn  man  ein  kleines  Gewicht 
Ton  einer  geringen  Höhe  auf  die  Brücke  fallen  lässt. 

Legt  man  das  Gewicht  ohne  Stoss  auf  die  Waage,  so  erfolgt 

JP 

der  entstehende  Ausschlags« in kel  Aq>  —  E.-p*  und  der  ganze  Ex- 

cursionswinkel  24y  =  2E .  ^5- • 

* 

Bedeutet  nun  Pt  das  auf  die  Brücke  reducirte  träge  Gewicht 
der  beweglichen  Theile  der  Waage  und  bat  JP  beim  Stoss  auf 
die  Brücke  die  Geschwindigkeit  v  erlangt,  so  wird  nach  erfolgen- 

e  j$  P 

dem  unelastischen  Stosse  die  Geschwindigkeit  der  Brücke  p  +jp 

sein.    Da  aber  AP  in  Vergleich  zu  Px  sehr  klein  ist,  so  kann 

vAP 

man  auch  für  diesen  Quotienten  -p~  setzen.  Nimmt  man  nun  an, 

die  Zunge  fiele  mit  der  Gewichtsschneide  zusammen,  und  die 
Waage  sei  deciuialisch,  so  erhält  man  darch  die  obige  Gleichung  V) 
und  die  darauf  folgenden  Reductionen : 

•'.1 


lO.e  dP  4/"*?»-^?» 
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■ 

Liegt  AP  auf  der  Brücke,  so  geht  die  Waage  in  eine  neue  Gleich- 
gewichtslage übe'r.   Der  Winkel,  den  der  Waagebalken  der  ersten 

EAP  AP  1 

Lage  mit  dem  in  der  zweiten  Lage  bildet ,  ist    p  ,  da  E=-p  •  ^ 

ist,  wenn  A<p  den  kleinen  Ausschlagswinkel  bei  dem  Uebergewicbt 
JP  bedeutet.  Sehen  wir  jetzt  diese  neue  Lage  als  Normallage 
an  und  suchen,  wie  weit  sieb  die  Zunge  durch  die  Einwirkung  des 
Stesses  von  dieser  neuen  Lage  entfernen  wird,  so  kann 
EAP 

J<p  =  — -p-  in  der  obigen  Gleichung  setzen  und  erhält : 


e?)'(40-=(*-*(£)")£' 

und  hieraus: 

.    EAP^r.  l  ao» v  /Ä  r 

6<p  =  -p-y  1  +  -  {~J    JT2  Et 

Setzt  man  v*  =  2i<7,  wo  t  die  Fall  hübe  von  AP  bedeutet,  so  er- 
hält man: 

eaplI\  . m$L  p*  r 

d<5p=~JP~V  l  +  ~?~'J\*'E*' 

Um  diesen  Winkel  ö<p  würde  sich  also  die  Zunge  aus  ihrer  neuen 
Normallage  entfernt  haben  müssen,  um  in  die  erste  mit  der  glei- 
chen Geschwindigkeit  wie  bei  dem  vorausgesetzten  Stosse  anzu- 
kommen. 

Wird  das  Gewicht  AP  ganz  ohne  Stoss  auf  die  Brücke  ge- 
legt, so  beschreibt  die  Zunge  bei  ihren  ersten  Excursionen  einen 
2EAP 

Winkel  2A<p=z — -p — »  beim  Stoss  hingegen  beschreibt  sie  einen 

Winkel  2<5<p.  Es  lässt  sich  nun  leicht  übersehen,  dass  diese  bei- 
den Werthe  nur  sehr  wenig  voneinander  abweichen  können,  wenn 
s  eine  sehr  kleine  Grosse  ist.  Berücksichtigt  man  n Ära! ich  das 
träge  Gewicht  der  leitenden  Theile  und  des  Waagebalkens  nicht, 

so  ist  />  +  (jQp)  -lO^Pi  oder  ~  =  ^    In  Wirklichkeit  ist 

!p   noch  kleiner  als   yp    Der  Werth  von  ^   ist         und  den 

Werth  von  E  kann  man  mindestens  =  20  setzen.  Setzt  man  nun 
und  o  =  10*,  so  ist  öcp  noch  um  ein  wenig  kleiner  als 
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Ejp^r     n  i  r  ap  *r  •  i  1 

V  1+5  lÖTl*  20*  °der  *  E'~Wl  1  +  22  20» 


Setzt  man  pzf<p  =  e  und  p<5gp  =  ^ ,  so  wird : 


*-.<^s(V.+A.i-.) 


oder  kleiner  als  .  JL  .  J_.    Beträgt  nun  weniger  als 

1*,  so  ist  diese  Differenz  so  klein,  dass  sie  in  das  Bereich  der 
unvermeidlichen  Beobachtuugsfehler  fällt,  kann  also  bei  den  Ver- 
suchen des  §.  3.  ubersehen  werden. 


Erklärung  der  Figuren. 

Taf.  X.  Fig.  I.  Eine  Brückenwaage  auf  einem  Tische.  A  und 
B  sind  zwei  Rollen,  a  und  ß  zwei  Gewichte,  die  durch  einen 
seidenen  Faden,  der  über  beide  Rollen  geht,  zusammenhängen; 
cd  ist  ein  Winkelhebel,  der  sich  an  die  Brückenwand  anlegt  und 
durch  einen  Druck  auf  c  von  ihr  entfernt  werden  kann. 

r 

Taf.  X.  Fig.  II.  Eine  Feder  auf  einem  Gestelle,  die  durch  einen 
Faden  aus  ihrer  Lage  gebracht  ist. 
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Ueber  Kepler' 8  Logarithmen  und  einige  Briefe  von 

Kepler. 

•  ■ 

Von 

Herrn  Professor  Frisch 

zu  Stuttgart. 


Unter  der  grossen  Anzahl  handschriftlicher  Schätze»  welche 
ich  bei  meinen  Vorarbeiten  für  die  von  mir  beabsichtigte  Ausgabe 
der  säinmtlichen  Schriften  des  Astronomen  Kepler  sammelte,  be- 
findet sich  Manches,  dessen  Inhalt  nicht  blos  für  den  Freund  der 
Literaturgeschichte,  sondern  auch  für  den  Mathematiker  oder 
Astronomen  vom  Fach  interessant  sein  wird.  Indem  ich  aus  niel- 
ner Sammlung  einige  Briefe,  welche  vnn  der  Entdeckung  Neper's, 
den  Logarithmen,  handeln,  auswähle,  um  sie  einem  grösseren 
Leserkreise  bekannt  zu  machen,  glaube  ich  nicht,  dem  Plane 
dieser  Zeitschrift  entgegenzuhandeln,  welche  auch  früher  schon 
ähnlichen  Gegenständen  ihre  Spalten  öffnete  und  in  ihrem  Inhalts 
verzeichniss  eine  stehende  Rubrik  hat  unter  dem  Titel:  „Geschiebte 
der  Mathematik  und  Physik." 

Zum  besseren  Verständniss  des  Inhalts  dieser  Briefe  schicke 
ich  folgende  Bemerkungen  voraus. 

Unter  den  wenigen  Gelehrten  Deutschlands,  welche  Neper's 
Schrift  (Mirifici  Logarithmorum  Canonis  Descriptio, 
ejusque  usus  in  utraque  Trigonometria,  ut  etiam  in 
omni  Logistica  Mathematica,  amplissimi,  facillimi  et 
expeditissimi  explicatio.  Edinb.  1614.)  gleich  Anfangs  mit 
Beifall  aufnahmen,  steht  Kepler  in  erster  Linie  da.  Bei  seinen 
vielen,  weitläufigen  und  langweiligen  Rechnungen  hatte  er  schon 
lange  das  Bedürfniss  einer  Erleichterung  gefühlt.  Seine  geringe 
Besoldung,  die  noch  dazu  bei  den  damaligen  politischen  Wirren 
und  Verlegenheiten  des  Kaiserlichen  Schatzmeisterain ts  häufig  sehr 
nnregelmassig  ausbezahlt  wurde,  reichte  nicht  hin,  einen  für  seine 
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Zwecke  tauglichen  Rechner  ao  bezahlen,  und  nur  temporär  gelang 
es  ihm,  för  einen  aolchen  aus  der  Kaiserlichen  Kasse  (in  Prag) 
oder  aus  standischen  Mitteln  (in  Linz)  einen  Beitrag  zu  erhalten. 
Neben  vielfachem  häuslichen  Unglück,  manchen  Anfällen  von 
Krankheiten,  die  ihn  in  den  Zeiten  seines  Aufenthalts  in  Prag 
(vom  Jabre  1600  bis  1612)  trafen,  lag  ihm  somit  grossentheils  allein 
ob  die  Auaführung  des  Hauptgeschäfts,  an  welches  seine  Anstel- 
lung daselbst  geknüpft  war,  die  Herausgabe  der  Tychoniscben 
Beobachtungen,  eines  Geschäftes,  welches  er  bekanntlich  nicht 
vollendete,  auch  nicht  in  der  Weise  vollenden  konnte  und  wollte, 
wie  man  es  von  ihm  verlangte,  und  wie  es  später  von  dem  Jesui- 
ten Albert  Kurz  geschah  (Historia  Coelestis,  1656),  nämlich 
durch  einfachen  Abdruck  des  „Protokolls"  jener  Beobachtungen. 
Seine  Absicht  war,  unter  Zugrundelegung  dieser  Beobachtungen 
ein  ganz  neues  astronomisches  System  zu  gründen  und  astrono- 
mische Tafeln  zu  liefern,  welche  die  bis  dahin  einzig  dastehenden 
Prutenischen  Tafeln  ersetzen  sollten.   Den  ersten  Zweck  führte 
er  theilweise  aus  in  seinen  „Commentariis  de  motibus  stel- 
lae  Martis"  (1609),  den  letzteren  in  den  Rudolphinischen  Tafeln 
(1627).    Dieses  Vorhaben  verstanden  aber  Diejenigen  nicht,  wel- 
chen hauptsächlich  des  pecuniären  Nutzens  wegen  die  Tycho- 
niscben   Beobachtungen  am   Herzen   lagen,    oemlich  Tycho's 
Erben,  darunter  Franz  Tenguagel,  Schwiegersohn  Tycho's, 
der  am  Kaiserlichen  Hofe  einigen  Einfluss  hatte.    Auf  dessen  Drän- 
gen wurde  Kepler'n  eine  Art  von  Mentor  gesetzt  in  der  Person 
des  Jesuiten  Johann  Pistorius,  der  aber  glücklicher  Weise 
sein  sonderbares  Amt  in  einer  Weise  auHasste.  dass  die  Wissen- 
schalt  keinen  Schaden  dabei  litt,  und,  sich  auf  freundschaftlichen 
Fuss  mit  Kepler'n  stellend,  denselben  in  seinem  Streben  nach 
Höherem  möglichst  forderte,  unterstützt  biebei  von  hohen  Staatsbe- 
amten, wie  MatthaeusWackkhervonWackenfels,  Barwitz, 
Herwart  von  Hohenburg  u.  A.   Ausser  seinen  theoretischen 
Arbeiteu  nahmen  unsern  Kepler  noch  manche  andere  Geschäfte 
in  Anspruch,  vor  Allem  die.  Beobachtungen  am  Himmel,  welchen 
Kaiser  Rudolphs  II.  Astronom  fleissigst  obzuliegen  verbunden 
war.     Eine  bei   seiner  Lage   nicht  zu   verachtende  Erwerbs* 
quelle  bildeten  seine  „Nativitäten"  und  andere  astrologischen 
Prophezeihungen,  die  in  grosser  Zahl  von  Kaiser  und  Edlen  des 
Reichs  von  ihm  verlangt  worden;  andere  verlangten  von  Kepler 
Berathungen  über  Maasa  und  Gewicht  (Emst,  Erzbischof  von 
Köln),  wieder  Andere  über  hydraulische  Maschinen  (Herzog  von 
Anhalt- Dessau),  über  verschiedene  physikalische  Gegenstände  und 
historische  Untersuchungen  (Herwart  u.  A.);  sein  Briefwechsel 
war  einer  der  ausgedehntesten,  die  man  sich  denken  kann,  —  kuta» 
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Alles  weißt  darauf  bin,  dass  Keplers  ganze  Zeit  in  Ansprach 
genommen  war,  wie  nicht  leicht  die  eines  anderen  Gelehrten  unter 
«einen  Zeitgenossen,  und  dass  er  somit  darauf  bedacht  sein  musste, 
dieselbe  so  viel  möglich  zu  sparen.  Dazu  kommt  noch  folgender, 
wohl  zu  beachtender  Grund:  Kepler  war  nicht  der  gewandteste 
Rechner.  Bei  meinen  Arbeiten  kamen  mir  viele  hundert  Seiten, 
mit  Rechnungen  aller  möglichen  Art  von  Kepler  s  Hand  vollge- 
schrieben, vor  Augen.  Darunter  sind  nur  wenige,  wo  gar  keine 
Correctur  vorkommt,  dagegen  finden  sich  auf  den  meisten  mehr 
als  eine,  oft  viele  Correcturen  von  einfachen  Multiplicalions-  oder 
Divisionsfehlern.  Er  half  sich  zwar  so  gut  er  konnte,  bediente 
sich  immer  der  abgekürzten  Multiplication  und  Division»  wandte 
bei  seinen  trigonometrischen  Rechnungen  die  sogenannte  pro- 
sthaphhretische  Methode  an,  und  suchte  sich  durch  alle  mög- 
lichen Arten  von  Proben  des  Resultats  zu  vergewissern.  Trotz 
alle  dem  entschlüpfte  ihm  doch  hie  und  da  ein  Rechnungs- 
fehler, der  ihm  nachher  viel  zu  schaffen  machte.  Hören  wir 
über  das  bisher  Angeführte  Kepler'n  selbst:  „Die  Gründe,  — 
schreibt  er  (1619),  —  warum  die  von  mir  erwarteten  Werke 
so  langsam  vorrücken,  sind  vielfacher  Art.  Die  mir  vom 
Kaiser  ausgesezte  Besoldung  wäre  zwar  ansehnlich  genug  (sane 
quam  honestum;  sie  betrug  500  fl.),  allein  ich  erhalte  sie  oicht; 
ohne  den  massigen  Zuschuss,  den  ich  von  den  Ständen  erhalte, 
wäre  es  mir  nicht  möglich,  mein  Hauswesen  fortzuführen,  und  ich 
hatte  ohne  denselben  schon  längst  nach  auswärtiger  Unterstützung 
mich  umsehen  müssen.  Die  Folge  bievon  ist,  dass  ich  nur  sel- 
ten einen  Gehülfen  unterhalten  kann,  und  der,  welchen  ich  gegen- 
wärtig habe,  ein  fleissiger  Rechner  und  verständiger  Mathematiker, 
wird,  da  ich  ihn  nicht  bezahlen  kann,  wohl  nicht  lange  bei  mir 
ausharren.  Alsdann  fallt  wieder  alle  Arbeit  auf  mich  zurück, 
während  ich  sogar  jezt  nicht  immer  im  Stande  bin,  meinen  Brief- 
wechsel ,  noch  viel  weniger  meine  Berechnungen  fortzusetzen.  Meine 
Natur  selbst  hat  übrigens  auch  Theil  an  der  Verzögerung.  „Non 
omnia  possumus  omnes."  Ich  bin  oicht  im  Stande,  eine  feste 
Ordnung  einzuhalten,  oft  unklar,  und  wenn  ich  ja  einmal  etwas 
Geordnetes  schaffe,  so  musste  diess  zehnmal  umgearbeitet  werden, 
ehe  es  die  rechte  Form  erhielt.  Gar  oft  wirft  mich  ein  in  der 
Eile  begangener  Recbnungsfehler  weit  zurück  und  hält  mich  lange 
Zeit  auf.  Gewiss,  ich  könnte  sehr  viel  schreiben,  indem  den  Man* 
gel  an  Belesenheit  die  Phantasie  ersetzen  würde;  allein  derley 
unzusammenhängende  Arbeiten  sind  mir  zuwider,  ja  eckein  mich 
an,  so  dass  ich  sie  entweder  ganz  vernichte  oder  beiseite  lege, 
um  sie  später  wieder  durchzugehen,  das  heisst,  um  sie  von  Neuem 
zu  bearbeiten,  was  meistens  der  Fall  ist.   Meine  Freunde  bitte 
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ich  nur  um  dos,  dass  sie  mich  nicht  ganz  in  das  Tretrad  mathe- 
matischer Rechnongen  verurtheilen  möchten;  sie  sollen  mir  Zeit 
lassen  zu  philosophischen  Speculationen,  meiner  einzigen  Freude. 
Manche  sind  ärgerlich  auf  mich,  weil  ich  die  Vollendung  der 
Rudolphinischen  Tafeln  nicht  mehr  beschleunige.  Allein  Jeder 
hat  seine  Liebhabereien.  Andere  haben  ihre  Freude  an  Tabellen 
und  Astrologischen  Gegenständen,  mir  gefällt  das  Mark  und  der 
Kern  der  Astronomie,  die  Schönheit  und  Vollendung  der  Bewe- 
gungen. Jedoch  auch  die  Tafeln  selbst  sind  Schuld  an  der  Ver- 
zögerung. Ich  will  nicht  von  der  durch  sie  verursachten  Mühe 
reden;  die  schon  vollendete  Berech nungsweise  rauss  völlig  umge- 
arbeitet und  den  Logarithmen  angepasst  werden,  so  Äss  nach 
meinen  Prinzipien  neue  Tafeln  nach  dieser  bequemeren  Methode 
berechnet  werden  können."  • 

Nach  Allem  diesem  scheint  die  Ansicht  keiner  weiteren  Begrün- 
dung zu  bedürfen,  dass  Kepler  mit  Eifer  die  Gelegenheit  «erde 
ergriffen  haben,  seine  mannigfaltigen  mühsamen  Arbeiten  sich  zu 
erleichtern.  Die  erste  Ursache,  dass  er  ein  selbständiges  Werk 
über  die  Logarithmen  schrieb,  mag  sein  alfer  Lehrer  Mästlin 
gewesen  sein,  der  sich  in  einem  Briefe  an  Kepler  (v.  J.  10*20) 
folge ndermas8en  über  die  neue  Erfindung  ausspricht:  „Ich  konnte 
bis  jezt  nicht  ausfindig  machen,  welche  Zahl  der  Verfasser  (Neper) 
seinen  Logarithmen  zu  Grunde  legte.  Er  scheint  absichtlich  eine 
solche  gewählt  zu  haben,  die,  wo  nicht  gar  nicht»  so  doch  äus- 
serst schwer  zu  finden  ist  Deshalb  mache  ich  von  dieser  Rech- 
nungsweise keinen  Gebrauch,  indem  es  mir  eines  Mathematikers 
unwürdig  dünkt,  durch  Anderer  Augen  sehen  zu  wollen  und  sich 
auf  Behauptungen  zu  stützen  oder  als  bewiesen  vorauszusetzen, 
was  er  nicht  zu  beweisen  weiss.  Es  bleibt  noch  immer  zweifel- 
haft, ob  eine  Rechnungsweise,  welche  zehn-,  ja  hundertmal  sich 
bewährte,  nicht  doch  einmal  zum  Irrthum  fähren  könnte." 

Darauf  antwortet  Kepler  Folgendes:  „Das  Wesen  der  Lo- 
garithmen will  ich  dir  erklären.  Der  Name  weist  darauf  hin,  dass 
es  Zahlen  sind,  die  ein  Verhältniss  bezeichnen  (ooröftot  tov  Xoyov). 
Es  sei  z.  B.  ein  sehr  kleines  Verhältniss  gegeben,  etwa  10000000 
:  9999999.  Dieses  Verhältniss  bezeichnen  wir  durch  die  Einheit 
(diess  ist  nämlich  der  Unterschied  der  Glieder.  Noch  genauer  ist 
diese  Bezeichnung,  wenn  das  Verhältniss  noch  viel  kleiner  ist). 
Nun  ist  bekannt,  dass  das  Verhältniss  9099999:9999908  grosser 
ist  als  jenes,  ebenso  das  folgende  9999908:9999997  noch  grösser, 
u.s.  f.,  so  dass  das  Verhältniss  5000001:5000000  grösser  ist  als 
jedes  vorhergehende,  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Zah- 
len der  naturlichen  Zahlenreihe.   Weil  nun  die  Grösse  des  ersten 
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Verhältnisses  ausgedruckt  ist  durch  die  Zahl  1,  so  wird  die  des 
zweiten  nicht  durch  1  ausgedrückt  werden,  sondern  durch  eine 
etwas  grössere  Zahl  u.  s.  f.,  und  endlich  das  von  5000001 : 3000000 
nahezu  durch  2.  Fragt  man  nun,  wie  gross  das  Verhältnis» 
10000000:5000000,  d.h.  2:1,  sei,  ausgedruckt  in  derselben  Form, 
in  welcher  oben  das  kleinste  Verhältniss  durch  1  beieich  »et  wurde, 
so  wird  die  Antwort  folgende  sein;  Wörden  alle  Zwischenglieder 
der  naturlichen  Zahlenreihe,  die  paarweise  immer  um  1  verschie- 
den sind,  gleich  grosse  Verhältnisse  bilden,  so  wäre,  weil  zwischen 
10000000  und  5000000  4999999  Zahlen  liegen,  die  Verhältnisszahl 
von  10000000:6000000  die  Zahl  5000000.  Weil  aber  jedes  fol- 
gende Verhältniss  grösser  ist  als  1,  so  wird  die  Verhältnisszahl 
von  2:1  nach  der  angenommenen  Bezeicbnungsweise  werden: 
6931472,  denn  so  oft  kommt  das  Verhältniss  10000000:9999999 
bei  dem  Verhältniss  10000000:5000000  oder  2:1  vor*).  Diess  ist 
das  Verfahren  bei  der  Berechnung  der  Logarithmen." 

„Nun  gehe  ich  zur  Erklärung  des  Wegfallens  der  Multiplica- 
tion  mit  Hülfe  der  Logarithmen  über.  Es  ist  10000000:9000000 
=  8000000  :  7200000  (aib  =  cid).  Hier  ist  das  Verhältniss 
10000000:7200000  (a:d)  aus  drei  Verhältnissen  zusammengesetzt, 
nämlich  aus  10000000:9000000  (aib),  9000000:8000000  (bic)  und 
8000000 : 7 200000  (cid).  Somit  wird  auch  die  Bezeichnung  des 
Verhältnisses  aid  zusammengesetzt  sein  aus  den  Logarithmen  von 
aib,  öic  und  cid.  Nun  ist  cidx=aib,  also  der.  Logarithme 
von  aid  zusammengesetzt  aus  den  zwei  Logarithmen  von  aib  und 
bic.  Aber  der  Logarithme  von  aib  und  der  von  bic  sind  zusam- 
men gleich  dem  Logarithmen  von  aic,  weil  die  Verhältnisse  aib 
und  bic  selbst  Elemente  des  Verhältnisses  nie  sind.  Folglich  ist 
die  Summe  der  Logarithmen  von  aib  (1053005 — )  und  von  aic 
(2231436—)  gleich  dem  Logarithmen  vor^au*  (3285040 -f). " 

„Hast  du  diesen  Beweis  verstanden,  so  darfst  du  auch  nicht 
mehr  an  den  Logarithmen  zweifeln.  Denn  du  hast  die  Wahl, 
entweder  mit  Benutzung  derselben  zu  addiren  oder  dafür  die  ge- 
gebenen Grüssen  selbst  zu  multipliciren." 

Vergleicht  man  mit  den  beiden  angeführten  Schreiben  die  Vor- 
rede Keplers  zu  seiner  Schrift:  Stipp  lernen  tum  Chiliadis 
Logaritbmoruro  (Marburg  1625),  so  wird  die  oben  ausgesprochene 
Vermuthung  zur  Gewissheit.  Er  Sagt  darin,  als  er  auf  einer  Reise 
nach  Süddeutschland  (im  Jahre  1621)  mit  verschiedenen  gelehrten 


')  D.h.  die«  i«t  die  Summe  der  5000000  Verhältni.stahUn ,  deren 
kleinste  1  UL 
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Mathematikern  über  die  Neper'schen  Logarithmen  gesprochen, 
habe  er  bemerkt,  dass  dieselben  sich  bedenken,  diese  Art  von 
Zahlen  an  die  Stelle  der  Sinustafeln  aufzunehmen,  indem  sie, 
wenigstens  die  alteren,  es  für  einen  Professor  der  Mathematik  un- 
passend gehalten  haben,  ohne  genügenden  Beweis  eine  Rech* 
nungsform  anzunehmen,  durch  welche  man  möglicherweise  später 
zu  ungeahnten  Irrthümern  verführt  werden  konnte.  Aus  diesem 
Grunde,  fährt  er  fort,  habe  er  sogleich  (noch  in  Tübingen)  einen 
Beweis  versucht  und  denselben  nach  seiner  Heimkehr  (in  Linz) 
vollendet  Das  Manuscript  seiner  Schrift  schickte  er  nach  Tubin- 
gen, von  wo  es  nach  längerer  Verzögerung  an  den  Landgrafen 
Philipp  von  Hessen  kam,  der  den  Druck  besorgen  zu  lassen  sich 
bereit  erklärt  hatte  *).  Dieser  längere  Aufenthalt  des  Manuscript« 
in  Tübingen  und  die  Entfernung  Kepler'«  vom  Druckorte  ver- 
ursachten jedoch  einen  Uebelstand,  dem  durch  eine  besondere 
Schrift  abgeholfen  werden  musste.  Das  nach  Tübingen  geschickte 
Manuscript  enthielt  neben  den  Tafeln  blos  die  Theorie  der  Loga- 
rithmen, nicht  aber  die  Gebrauchs- Anweisung,  welche  Kepler 
erst  unmittelbar  vor  dem  Drucke  zu  verfertigen  gedachte.  Wäh- 
rend der  drei  Jahre,  welche  das  Manuscript  in  Tübingen  liegen 
.  blieb,  kam  die  Sache  ihm  aus  dem  Gedächtniss,  der  Druck  wurde 
in  Marburg  ohne  sein  Wissen  begonnen,  somit  blieb  auch  die 
ursprünglich  beabsichtigte  Anweisung  *veg,  und  um  diesen  Man- 
gel zu  ergänzen,  schrieb  Kepler  das  Jahr  darauf  (10*25)  das  oben 
angeführte  „^upplementum  Chiliadis  Logarithmorum,  con- 
tinens  praecepta  de  eorum  usu." 

Philipp  von  Hessen  hatte  durch  folgendes  Schreiben  an  Kep- 
ler diesem  die  Gelegenheit  dargeboten,  6eine  Logarithmen  zur 
Öffentlichkeit  zu  bringen: 

Philips  von  Gottes  Gnaden  Landgrave  zu  Hessen,  Grave 
zu  Catzeoelenbogen,  Dietz,  Ziegenhain  und  Nidda  etc. 

Cnsern  gnädigen  Gruss  zuvor,  wolgelehrter  Lieber  Besonderer. 

Demnach  Wir  die  Continuation  Unserer  Astronomischen  exer- 
citien  dahin  gern  dirigirt  sehen  wolten,  dass  Wir  wo  nicht  ipsam 
perfeetionem  erreichen,  doch  derselben  so  viel  möglich  nahe  bey- 
kommen  mochten,  so  haben  Wir,  in  Erwägung  solche  Astronomia 


")  Dm  Werk  erschien  zu  Marburg  im  Jahre  1624  unter  dem  Titel: 
„Chilis«  Logarithmorum  ad  totidem  numcro«  rotundoa, 
praemUsa  demonatratione  legitlma  ortua  Logarithmorum 
«orumque  nana  etc.'4 
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auf  zweyen  Punkten  vernehmlich  beruhet,  nehmlich  auf  den  obser- 
vationibus,  darauss  die  hypotheses  zu  fprmiren,  und  auf  dem  cal* 
culo,  welcher  die  geometricas  affectiones  und  triangulorum  reso- 
lutiones  imitirt,  vor  das  erste  zwar  zimliche  grosse  instrumenta 
verfertigen  lassen  und  in  solchen  mehrerotheils  des  Tycboois 
descriptiones  gefolget,  aber  Wir  haben  bey  solcher  Fabrica  aocb 
zimliche  obstacula  befunden.  Denn  die  grosse  Instrumenta  seiodt 
zum  adplicirn  unbequem,  so  können  auffden  kleinen  Instrumentes 
die  darauff  getheilte  partes  leichtlich  (um  eine?)  partem  arcus 
(quia  lineae  physicae  sunt)  abnehmen.  Ferners  so  können  aocb 
die  Transversales  Tychonis  inter  aestimandum  leichtlich  in  diessem 
subtilen  Werck  Hinderung  bringen ,  weil  die  intersectiones  propter 
angulura  acutum  sich  sehr  schleiften;  und  über  das  alles  so  wol- 
len uns  die  pinnacidia  Tychonis  zu  gewisser  Erkandtnuss  der  Stern 
auch  nicht  genügen  tbun.  Denn  weil  derselbe  per  rimam  zo  ob- 
serviren,  dardurch  viel  radii  opertirt  und.  sein  Schein  etwas  dunefce- 
ler  wirdt,  bevorab  (insbesondere)  wenn  der  Stern  Tan  sich  selbsten 
nicht  gar  klar  ist,  so  verpleibt  alsdann  das  Centrum  Stellae  zweif- 
felhafftig.  Wieviel  weniger  aber  andere  pinnacidia  bey  treffen,  haben 
Wir  aus  Euerer  Optica  zum  Theil  ersehen. 

Gleichergestalt  verhält  es  sich  mit  der  Structur  selbsten.  Denn 
obschon  der  Mechanicus  noch  so  fleissig  arbeitet,  kao  es  doch 
leichtlich  geschehen,  dass  etwa  ein  Fehler,  welcher  sich  so  balJt 
nicht  ad  sensu m  ernugnet  (bemerkt  wird),  begangen  js'Cirdte,  dar- 
durch die  Gewissheit,  welche  Tycho  auf  3,  4  oder  5  Secünden 
haben  will,  ettlichermassen  in  Zweiffei  mag  gesetzt  werden,  ande- 
rer incommoditeten,  so  uns  vorkommen,  anitzo  zu  geschweigeo. 
Also  dass  Wir  wol  wundschen  möchten,  ein  solch  Instrument 
welches  vom  Tycho  selbsten  für  gutt  gehalten  worden,  mit  allen 
seinen  mensuren,  pinnis,  regulis,  divisionibus,  und  die  Sterck,  die 
Riss  oder  Abtheilung  etc.  entweders  zur  Handt  zu  bringen  und 
zu  seiner  Gedächtnuss  verwahrlich  aufzuhalten  (aufzubewahren), 
oder  zum  wenigsten  doch  zu  erlernen,  ob  und  wie  der  Tycho  rich- 
tig und  ohne  Zweiffei  3,  4  oder  5  minuta  secunda  zahlen  können. 

Zum  andern  befinden  wir,  dass  in  resolutione  triangulorum  prae» 
sertim  sphaericorum  die  numeri  zimlichermassen  variiren,  wie  aus« 
beiliegendem  calculo  zu  vernehmen  *).   So  wollen  auch  die  loga 


•)  Die  Aufgabe  ist :  ans  der  gegebenen  Länge  und  Breite  des  Po- 
larsterns seine  Declination  und  Rectascension  zu  berechnen.  Die  Auflö- 
sung derselben  nimmt  4  Folioseiten  ein,  dabei  sind  zwei  Mnlttplicatio- 
nen  mit  je  2  Zahlen  Ton  J5  Ziffern  and  zwei  Divisionen,  wovon  jede 
beinahe  eine  Seite  fällt. 
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rithmi  nicht  allerdings  bey treffen,  weil  sie  äff  den  numerum  cano- 
dw  radicirt,  welche  radication  mit  Abwertung  der  hindern  Zahlen 
geschieht;  darneben  Wir  uns  auch  Eueres  calculi  erinnern,  da 
Ihr  selbsten  die  logarithmos  für  insufticient  haltet  Solte  den  in 
toto  opere  Astronomico  alzeit  der  grosse  Canon  oder  das  opus 
Palatinum  gebraucht  werden»  so  were  zwar  solches  fast  dienlich, 
aber  zu  sehr  mühesam  und  arbeitselig. 

Gesinnen  derowegen  in  gnaden  an  Euch,  uns  den  Willen  zu 
erweisen  und  sowol  diesses,  ob  nicht  compendiosiori  via  die  re« 
solutiones  beschehen  kondten?  als  auch  anderer  angeregter  Punk- 
ten halber,  gewiss  und  beständigem  Bericht  zu  commuoicireo. 
Solches  seindt  Wir  in  Gnaden,  darmit  Wir  Euch  gewogen,  hin- 
wider  zu  erkennen  geneigt. 

Datum  Butzbach  den  (fehlt)  Junii  anno  1623. 

•  Philips. 

(Die  Addresse  lautet:  Dem  wolgelehrten  Vnserem  lieben  Beson- 
deren  Johanui  Kepplero,  Rum.  Kay.  May.  besteltem  Mathematico. 

Lintz.) 

Hierauf  antwortet  Kepler  im  December  1623  in  folgendem 

Schreiben: 

■ 

Durchleuchtiger,  Hochgeporener,  Gnädiger  Fürst  und  Herr. 

Euer  Fürstlichen  Gnaden  seind  meine  vnderthänige  arme  Dienste 

bestes  Vermögens  bevor. 

E.  F.  Gnaden  Gnadiges  Sendschreiben  de  dato  "Butzbach  im 
Monat  Junio  diess  ablaufenden  1623.  Jahrs  ist  mir  durch  Gotfriden 
Tampachen,  Buchfährern  in  Frankfort*),  neben  etlichen  begehr- 
ten Buchern  allererst  hn  Monat  Novemljri  zukommen,  auss  «vol- 
chem  Ich  mit  sonderlichen  Freuden  vernommen ,  das  E.  F.  G.  bey 
disser  eüssersten  Zerruttlichkeit  fast  aller  Provincien  des  Teüt- 
schen  Landes  nichts  weniger  Dero  gewöhnliche  lobwürdige  Er- 
quikungen  bey  den  Astronomicis  exercitiis  und  Werckhen  Gottes 
zu  suchen  fortfahren.  Der  Almächtige  woll  E.  F.  Gnaden  und  Dero 
zugehörige  sampt  den  Nachpaurn  (Nachbarn)  für  fernerem  Vnheil 
und  Verhinderung  bewahren,  und  den  seligen  Friden  wider  bringen. 

*)  Derselbe,  bei  welchem  der  dritte  Theil  von  Kepler'»  „Epi- 
tome  Aatr.  Co pern i canae " ,  die  „Harmonie" ,  die  zweite  Aufl. 
des  „Prodromua"  etc.  herauskamen. 
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Dieweil  nun  E.  F.  Gnaden  mir  etliche  diss  Orts  fürfallende 
diföculteten  Gnadig  insinuiren,  meines  wenigen  Gutachtens  hier- 
über begehrend :  als  ist  anlangend  erstlich  die  observationes  uod 
instrumenta,  nit  weniger,  dass  Ich,  damahlen  (als)  E.  F.  Gn.  mir 
deren  etliche  (urgezeigt,  mir  die  leichte  Rechnung  machen  khon- 
nen,  was  grosser  verwunderlicher  Vleiss,  Mühe  und  Arbeitt  darauf 
verwendet  werden  müesse,  biss  solche  instrumenta  zu  Irer  Mug* 
liehen  perfection  kommen ;  und  wann  diss  mit  aüsserster  Mensch* 
lieber  Mügligkhaitt  verrichtet,  das  doch  hernach  khaine  Muglich- 
khait  sein  werde,  das  Werckh  Selbsten  Observationum  auf  eioe 
solliche  Scherffe  zu  richten.  Ich  erinnere  mich,  das  E.  F.  Gn. 
Ich  die  Ursachen  und  Verhinderungen  fast  alle  nach  einander  er- 
zählet* so  viel  för  das  selbige  mahl  ohne  Dero  Abschreckhuog 
von  solchen  so  wol  beliebenden  exercitiis  geschehen  mögen. 

Es  haben  aber  E.  F.  Gn.  auf  einen  recht  eigentlichen  Trogt 
über  diesen  Verdrießlichkeiten  gedacht,  indem  sie  sich  nach  einem 
Tychonischen  Instrument  verlangen  lassen ;  dan  sie  gewisslich  bey 
denselben  nit  so  grossen  Behelf  zu  verspüren  haben  würden,  wie 
etwa  des  Herrn  Tychonis  Worte  nach  dem  ersten  Anblick  einem 
die  Hoffnung  machen  mochten.  Es  hat  Tycho  unserm  Herrn  Gott 
in  Stellung  und  Scherffting  seiner  Gebotte  den  process  abgelebr- 
net,  die  Norma  soll  und  muss  richtig  sein,  man  tbut  Irer  daunoch 
verfahlen;  es  würde  aber  des  Verlahlens  noch  mehr  sein,  wan  es 
an  der  Norma  (ahlete.  Man  macht  ein  Schwartzes  in  die  Scheibe, 
auf  dass  man  zum  wenigsten  die  Scheibe  treffe.  Mit  dem  Schwün- 
gen zwar  hat  Tycho  so  viel  nit  zu  thuen  gehabt,  weil  er  nit 
lautter  Metallene  Instrumenta  gemacht,  sondern  hat  sie  (was  man 
hat  müessen  auff  alle  Seitten  bewegen,  also  das  sie  sich  nach 
dem  Gewicht  oder  Schwäre  geschwungen  hatten)  inwendig  mit 
dickhen  bülzenen  Stolleu  verschen,  die  schwingen  sich  weniger, 
hernach  hat  er  solche  Stollen  gesperret,  wie  in  seinen  Mechani- 
cis  zu  Mühen:  letztlich  hat  er  das  Holz  mit  Mess  (Messing)  über- 
zogen, unter  wOlchem  das  Holz  über  Hirn  Luft  gehabt,  das  es 
dem  Mess  khainen  Mangel  gebracht,  wan  schon  das  Holz  nach 
dem  Wetter  eingegangen  ist.  (Vergl.  Tychonis  Astr.  instauratae 
Mechanica.  Norib.  1602.  Seite  (\  5*,  D.  5*.  Hier  sagt  Tycho,  nach- 
dem er  die  Methode  beschrieben,  wie  das  Holz  zu  behandeln  sey, 
damit  es  sich  nicht  krümme  oder  schwinde,  das  beste  Holz  zu 
diesem  Zwecke  sey  gutes  und  wohlgetrocknetes  Fichtenholz,  „ca 
parte  applicata,  quae  cacumen  et  radicem  respicit",  was  Kep- 
ler „über  Hirn"  übersetzt.) 

Die  Pinnacidia  aber  haben  disen  Vortl  gehabt,  wan  der  Stern 
gross  und  hell  gewest,  als  der  Jupiter,  so  hat  man  sie  eng  machen 
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khönnen,  hernach  hat  der  Observator  in  Acht  nemen  müssen, 
das«  er  den  Stern  auf  einer  Seite  des  cylindri  so  bell  habe,  als 
auf  der  andern.  Ist  aber  der  Stern  so  klain  und  vnsichtig  genest, 
so  hat  man  die  Spälte  oder  rimas  aufgeschraufet,  oder  mit  einem 
Messer  aufgewogen,  das  man  also  mehr  Lofft  und  Liecht  gehabt. 
Ich  aber  bab  bessere  Beförderung  befunden,  wan  ' ich  ein  Liecht 
oder  Kohlen  ruckling  hab  halten  lassen,  das  der  Cy  lind  er  erleach- 
tet und  sichtig  worden  und  das  Liecht  mir  doch  nit  und  er  das 
Gesiebt  gesebinen.  Dan  von  dieser  Erleuchtung  des  Cylinders 
gehen  die  pupillae  oculi  zusamen,  und  alsdan  sichet  man  den  Stern 
mehr  rain,  als  wären  Ime  die  übrige  Streimen  abgewischt;  dao 
bedarf  leb  auch  der  engen  rimaruro  nit  sonderlich,  sondern  kan 
undersebeiden,  wie  weit  der  Stern  vom  Cylindro  stehe,  wan  ich 
also  sie  beide  zumabl  ins  Gesicht  nemeu  khan. 

Mit  den  Transversalibus  ist  es  uns  sehr  oft  geschehen,  das, 
weil  die  regula  nit  alwegen  gar  gedrnng  ((iberall  ganz  vollkommen) 
anfügt,  nachdem  einer  fjperad  oder  schlims  (von  der  Seite)  auf  die 
Theilung  gesehen,  nachdem  hat  er  einen  grossen  oder  kleinen  Theil 
von  einer  Minuten  gesehen.  Wir  haben  auf  den  Sextanten  nur  tertias 
oder  quartas  minuti  partes  geschätzet,  sie  seind  mit  besonderen  Pünct- 
lein  nit  unterscheiden  gewest.  Allein  (nur)  auf  einem  grossen  Qua- 
dranten seind  sextae  partes  minutorum  getüpffeit  gewest  *). 

Mir  wär  zwar  nichts  liebers,  dau  das  Ire  Kay.  Mt.  derenmah- 
len  einest  zu  dem  erwünschten  Frieden  gelangen,  Ire  residentz  in 
dem  Königreich  Bö  heim  nemen,  und  ich  mich  bei  dero  Hofhaltung 
alda  praesentiren  mochte.  Alsdan  könte  ich  sehen,  ob  nach  so 
langwuriger  Zerrütlichkeit  in  Boheim  auch  noch  etwas  nutzes  von 
den  instrumentis  Tychonis  uberig;  und  zweifelt  mir  nit,  wan  alsdan 
Irer  Kay.  Maj.  Ich  gehorsamist  fürbrächte,  das  E.  F.  Gnaden  umb  deren 
instroroentoriim  eines  oder  das  Ander  Nachfrag  haben,  würden  Ire 
Maj.  E.  F.  Gnaden  etwas  darvon  gnädigist  zukommen  lassen  **). 

Was  anlanget  die  andere,  nemlich  Calculi  difficultatem,  da  ist 


•)  Es  ist  die«  wahrscheinlich  der  Quadrant,  welcher  in  dero  ohen  ange- 
führten Werke  pag.  B.  4.  beschrieben  int  oder  ein  nach  diesem  Mutter 
in  Prag  verfertigter.  Das«  Kepler  in  Prag  ungefähr  ein  und  ein  halbes 
Jahr  lang  (vom  Februar  bia  Ende  Mai  1600  und  vom  Octnher  1600  bis 
Ende  Octnber  1601)  hei  Tycho  zubrachte,  ist  bekannt. 

*")  Der  Zweffcl  Kepler'«,  ob  die  Tychonischen  Instrumente, 
welche  er  bei  seiner  Ueberaiedelung  nach  Linz  in  Prag  zurücklassen 
niusate,  noch  brauchbar  sein  werden,  war  wohl  begründet.  Schreibt  er 
doch  achon  20  Jahre  vorher  (an  F  ah  rief  na):  ohaervationes  nostrae 
frigent.  Instrumenta  in  horto  Caesaris  sub  Dto  patrescunt.  Utor  aez- 
tante  et  quadrante  parvo  ex  Hofmanai  liberalitate.11 
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wol  etwas  weniges  in  re,  das  meiste  aber  in  persona,  die  lr  oit 
abbrechen  kan,  wa  sie  sieh  et,  das  sie  sich  vergeblich  bemühet. 
Gott  wolle  mich  behüetten,  das  ich  nit  vil  Triangula  mit  solcher 
Muhe  solvire,  wie  derjenige  gehabt,  der  die  beigelegte  exeropla 
gerechnet.  Nit  ohne  ist  es,  die  sinus  mit  5  flguris  seind  zu  karte, 
wan  es  an  solliche  kleine  triaugula  und  grosse  angulos  gehet. 
Man  bedarf  aber  darumb  des  grossen  Canonis  nit  Es  ist  genug, 
wan  man  auff  7  oder  zum  höchsten  au  ff  8  figuras  khompt  So 
bedarf  es  sich  auch  nit,  das  man  die  multiplicationes  und  divisio- 
nes  gantz  aussmacht,  sondern  das  Praetorii  Weise*),  ist  sicher 
und  gut,  das  ich  anfahe  mit  dem  ersten  digito  Multiplicantts  ad 
smistram,  qui  ducatur  in  multiplicandum  totum.  Darnach  secun- 
dus  illius  ad  sinistram  ducatur  in  hunc  non  totum,  sed  denitä  ejus 
ultima  figura  ad  dextram,  et  factum  subscribatur,  ut  in  margin  e 
apparet.  Also  auch  mit  dem  dividiren.  Dan  was  also  abgeschnit- 
ten würt,  das  gibt  im  quotienten  nit  über  2  oder  3  Uni  tat  es  YTer- 
fahlung  in  digito  ultimo  ad  dextram.  Ka^  sich  also  der  Calcuia 
tor  verlassen,  das  alle  vorhergehende  digiti  gerecht 


4062051 

4727487 

1103818 

4755763 

4062051 

42801866 

9 

Awm 

4473004 

9 

243723 

4280187 

12186 

102817 

4 

3250 

1902m 

40 

2587 

05 

32 

2378 

4727487 

209 

4 

• 

190 

19 

4 

19 

*)  Johannes  Prätorius,  Prof.  in  Altdorf,  mehr  bekannt  durch 
•eine  Anwendungen  der  Geometrie,  als  in  der  Theorie,  obgleich  er  eine 
Menge  Manuscriptc  in  Beziehung  auf  letztere  hinterlies*,  gab  hei  Gele- 
genheit einer  trigonometrischen  Rechnung  die  abgekürzte  Rechnungsart 
an  Herwart  Ton  Hohenburg,  welcher  sie  Keplcrn  schickte,  der, 
sehr  erfreut  darüber,  in  einem  Briefe  an  letzteren  sich  folgendermassen 
ausspricht:  Calculum  Praetorii  in  magni  beneficii  loco  habeo,  qui  duas  obli- 
quangulorum  sphaericorum  forma«  singuli«  operationibus  solvere  excmplo 
doceL  Quidam  in  dolabra  occupati  paranda,  ad  aedificationem  nnnquain 
Teniont.  Ego,  contrario  Titio ,  dolabra  destitutus  ridicule  aedifico.  Magnas 
itaque  gratias  ago  pro  tarn  commoda  dolabra«  Opto  mihi  familiarita- 
tem  hominis,  ut  exempla  per  alias  etiam  formas  ab  ipso  habere  possim. 
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♦ 

Zum  andern«  so  ist  nit  ohn,  das  die  sinus  nit  auf  das  aller- 
seberffeste  gerechnet  seind,  obwol  Pitiscus  bey  der  Correctione 
Operis  Palatini  etwas  gethan  *).    Hie  haben  aber  E.  F.  Gnaden  das 
remedium  zu  Händen,  den  E.  Gnaden  Underthan  Jost  Byrgius  hatt 
die  sinus  auff  ein  Neues  hiss  auff  acht  Figuren  gerechnet,  und  so 
ich  mich  recht  besinne,  auff  alle  gerade  secunda.   Er  hatt  gleich- 
wol  das  geschriebene  Werckh  nie  *on  Händen  gegeben,  noch 
druckhen  lassen.    Nit  «veniger  auch  ein  Engeilender  Heinricus 
Briggius  gethan,   dessen  sinus  aufs  ehist  in  Truckh  kommen 
sollen.     Was  dan  die  Logarithmos  anlanget,   ist  auch  nit 
ohn,  wie  E.  F.  Gnaden  schreiben,   das  sie  von  der  beröhrten 
Vrsach  wegen    noch   nit  gerecht,    auch   nit   können  gerecht 
werden  auff  die  sinus,  man  habe  dan  zuvor  dieselbe  correct.  Aber 
vmb  dieser  geringen  Vrsach  wegen,  die  sie  mit  den  sinibus  ge- 
main  haben,  seind  sie  darumb  nit  gleich  zu  verwerten.    Dan  die 
demonstratio  ist  gutt,  sicher  und  edel.   Allein  kan  man  die  pro- 
cesse  mit  denselben  nit  alwegen  nach  Pitisco  anstellen,  sondern 
es  ist  besser  in  spbaricis  obliquangulis,  das  man  durch  perpendi- 
cuiares  rechne,  wa  man  kan. 

Item  so  seind  albereit  im  Druckh  (zu  London  gedruckt  anno  1620) 
sioas  Edmnndi  Gunther!  Angli,  die  seind  scherffer  dan  des  Ursini 
oder  auch  des  ersten  Erfinders  Baronis  Merchistonii.  Darumb  ich 
zu  Abschneidung  viler  vergeblichen  Muhe  meniglichen  räthlich  sein 
wolte,  sieb  mit  Ernst  an  dieselbe  zu  gewöhnen.  Auss  sollichen 
Edm.  Guntheri  Logarithmis  rechne  Ich  das  fürgelegte  Triangulum 
(Ta£  IX.  Fig.  3.)  also: 

^Cdatur23°  31'  30". 

BC   „    23.58.0.  QuaeriturilB?et^C? 
ACE   „     6  .  41  .  0. 

Ducatur  ex  A  perpeodicularis  in  CB,  quae  sit  AP 

Log.^C  =  9601. 1352 
Log.  A  CP= 9065. 8852 

Ergo  tiJc  AP  Log. =8667.0204.   Hujus  Mesolog.**)  9999.5308 

Mesolog.  AC  9962.3703 

37.1605 

Hujus  Compl.  9962.8395. 


*)  Theaaurna  Mathematicua ,  ....  a  Rhctico  olim  •uppntatus,  nane 
printim  in  Incem  edit  a  Bartb.  Pitisco  Grunbergenai  Silaaio.  Frankf.1613. 
•*)  Das  Wort  Meaotogarithniiw  bedeutet  hier  Coainoa,  während  ia 
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Ergo  Arcus  CP  ex  Mesolog.  9962 . 8395  23?  21'  56* 

Hic  ablatus  a  BC  23.58.  0 
dat  BP    0.36.  4. 

Hujus  Mesologar.  9999.9760 
Adde  Mesologarithmura  AP  9999.5308 
Ergo  AB  2°  43'  48"  ex  Mesolog.  9999.5068. 

Declinatio  igitur  87.16.12. 

Jaro  ex  AC,  CP  \         ,      j  PAC  per  contrapositionem  laterum 
AB,  BPS  <luaerltur  i  PAß  et  angulorum. 

Loz.AC  9601.1352  (Sub.)       "    Log.^Z?  8677.8744  sab. 
Log.  CP  1-9598. 3481  Log.  gPt-.8020.8133 

Lo"^9997^129  9342.9389 

PAC  est  83»  30'  57"  PAB  est  12°  43'  28" 

12.43.28 


Totus  BAC. 96. 14.25,  igitur  Ascensio  recta  6°  14' 25". 

Allhie  seind  zwo  Additiones  und  drey  Subtractioues,  das  ist 
es  alles  mit  einander. 

So  viel  hab  Ich  für  dissmahl  auf  E.  F.  Gnaden  Befehl  von 
baiden  Puncten  zu  antworten  gehabt.  YViilchem  Ich  Ferners  dies« 
bey setze,  das  Ich  mich  eben  zu  dem  End  (weil  man  die  Loga- 
ritbmos  den  sinibus  nit  änderst  geben  und  dieselbe  corrigiren  kan, 
man  habe  dau  die  Logarithmos  numerorum  ahsolutorum)  vor  zvraien 
Jahren,  nemlich  sobald  Ich  nach  glücklicher  Schlichtung  meiner 
Mutter  Rechtssache  wieder  nacber  Lintz  kommen,  hinter  die  De- 
monstrationen! Logarithinorum  gemacht,  dieselhige  sanipt  der  Chi- 
liade Logarithmorum  ad  Septem  digitos  absoluti  numeri  maiinii, 
seu  100000.00  continuatorum  nacber  Tübingen  zu  Händen  Herrn 
M.  Michaelis  Maestlini  geschicket,  ob  etwa  solliche  unter  seiner 
corrcction  alda  gedruckt  werden  mochten.  Weil  aber  disser  gutte 
alte  Man  nunmehr  zu  khainer  Resolution  weitters  nit  zu  bringeo 
ist,  unangesehen  er  stettigs  fiirhabens  ist,  sieb  selber  auch  hinter 


Neper's  Tafeln  durrh  diesen  Ausdruck  die  Tangente  bezeichnet  wird* 
tiunther  »oll  übrigens  zuerst  die  Bezeichnung  Cosinus  gebraucht  haben. 
tu  Beziehung  auf  obige  Rechnung  ist  zu  berae 
Log.  iC,  Log.  ACP  belesen  sollte  Log.  Sin.  AC  etc. 
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das  Werckh  Logarithmorum  tu  machen :  also  bab  leb  endlich  mit 
einer  Eimrolichen  importunitet  in  (ne  stehen,  und  das  Wercklin 
gurCckh  abfordern  lassen ,  welches  anjetzo  bey  Schickharden  pro« 
fessore  linguarum  Orientalium  behältst  eis  hinterlegt  ist.  Weil 
dan  E.  F.  Gnaden  diss  Werklin  dedicirt  ist,  also  stelle  E.  F.  Gn. 
leb  es  haim,  Ob  sie  solches  zu  Tübingen  unter  Schickards  Cor» 
rectur  wollen  zu  druckhen  befehlen,  oder  ob  sie  zu  Franckfort 
Jemand  Tauglichen  haben,  der  vleissig  corrigire,  weil  alda  schöne 
Typi  seind,  auff  wöllichen  Fall  E.  F.  Gn.  solches  Wercklin  bey 
Scbickarden  zu  erbeben  haben  werden. 

Hiermit  E.  F.  Gnaden  Ich  mich  zu  bcharlichen  F.  Gnaden  be- 
fehlen, auch  denselben  sampt  Dero  Fürstlichen  Gemahelin,  auch 
gantzer  Freündtschalft  ein  freudenreich  Neu*  Jahr  von  dem  Almech- 
tigen  gewünschet  haben  will. 

E.  F.  Gnaden 

Ynderthäniger  und 
gehorsamer 

Johan  Keppler 
Mathematicus. 

Die  von  Kepler  erwähnte  „Rechtssach"  seiner  Mutter  ist 
der  vielbesprochene  Hexenprocess  derselben,  welcher  im  Ganzen 
sieben  Jahre  dauerte  und  blos  durch  die  personliche  Anwesenheit 
Ihres  berühmten  Sohnes  zu  einem  für  sie  glücklichen  Ende  ge- 
bracht werden  konnte. 

Ueber  die  Unterschrift  des  vorstehenden,  von  Kepler  eigen- 
händig geschriebenen  Briefes  ist  Folgendes  zu  bemerken:  Kep- 
ler schrieb,  wie  damals  viele  Andere,  seinen  Namen  nicht  immer 
auf  die  gleiche  Weise,  liess  wohl  auch  den  Setzern  hierin  freie 
Hand.  So  finden  wir  anf  den  Titeln  der  in  Gratz  gedruckten  Ka- 
lender: „Schreib  Calender,  gestelt  durch  M.  J.  Kheplerum", 
in  seinen  späteren  Schriften  schrieb  er  abwechselungs weise  seinen 
Namen  bald  mit  einem,  bald  mit  zwei  p,  meist  jedoch  mit  einem; 
in  den  vielen  eigenhändigen  Briefen,  die  ich  benutzte,  beinahe 
Immer  auf  die  erste  Art.  Dieser  Grund  bestimmte  mich,  letztere 
Schreibweise  beizubehalten,  wie  leb  dieses  auch  schon  an  anderen 
Orten  auseinandergesetzt  habe. 

Ueber  Mästlin's  Saumseligkeit  klagt  Schickard  in  einem 
Schreiben  an  Kepler  (20.  Sept.  1623)  uud  sagt:  „Ich  rauss  kurz 
seyo,  deno  Mästlin  hielt  mich  bis  diesen  Augenblick  hin,  obgleich 
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ich  in  der  ganzen  lezten  Woche  täglich  in  ihn  drang,  mir  deine 
Logarithmen  herauszugeben.  Den  Grund  seines  Zogerns  kann  ich 
nicht  erklären."  In  einer  Nachschrift  setzt  Schickard  jedoch 
hinzu:  „Der  Bote  hatte  seine  Abreise  auf  gestern  Mittag  festge- 
sezt,  weshalb  ich  eilig  einige  Linien  an  dich  schrieb.  Endlich 
erhielt  ich  nach  mancherley  Ausflüchten  von  Mästlin  die  Loga- 
rithraen.  Ich  werde  dieselben  bei  mir  aufbewahren,  bis  du  mir 
einen  Brief  an  den  Landgrafen  schickst,  welchen  ich  denselben 
beilegen  kann."  Dieser  Brief  scheint  bald  darauf  angelangt  za 
sein,  denn  Schickard  schreibt  (den  6.  Juni  16*24):  „deine  Lo- 
garithmen habe  ich  im  vorigen  Herbste  richtig  und  sorgfaltig  be- 
stellt. Ich  zweifle  auch  nicht,  dass  sie  der  Landgraf  erhalten  hat, 
obgleich  ich  keine  Antwort  bekommen  habe."  Dass  das  Manu- 
Script  an  Ort  und  Stelle  gekommen,  erhellt  aus  folgendem  Schreiben: 


Philips  von  Gottes  Gnaden  Landgrave  zu  Hessen  etc. 

Vnsern  gnädigen  Gruss  zuvor,  Wolgelehrter,  lieber  besonderer. 

Wir  haben  Euer  Antwortschreiben  empfangen,  darauss  euer 
Gutachten  auch  mit  mehreren  vernommen.  Mögen  darauf  in  Gna- 
den Euch  vnverhalten,  dass  Vns  in  nechst  verschiener  Fastenmess 
die  Logarithmi  gleichfalls  zugeschickt  worden,  welche  Wir  zwar 
dem  bono  publico  nicht  verhalten,  sondern  gern  zu  Franckfurtt 
getruckt  sehen  mögen.  Weil  aber  daselbsten  Niemandt  sich  des- 
sen vnterfangen  wollen,  haben  Wir  das  Werck  einem  Buchtrucker 
zu  Glessen,  Caspar  Chemlin  genandt,  zu  trucken  vntergeben,  wel- 
cher es  auch  also  aussgefertiget,  wie  Ihr  selbsten  auss  beygefüg- 
.ten  exemplarien  (deren  Wir  Euch  hiermit  zehen  überschicken)  zu 
sehen. 

Sintemahl  auch  Vns  die  dedication  zugeschrieben,  so  haben 
wir  Euch  hinwider  50  Reichsthaler  loco  remunerationis  dediciren 
und  gnädig  verehren  Wüllen,  beneben  fernerm  gnädigen  gesinneo, 
Ihr  den  Usum  gedachter  Logarithmorum  Uns  zu  communiciren, 
und  da  es  Gelegenheit  geben  wolte,  von  den  Tyehonischen  Instru- 
menten etwas  zu  erlangen,  an  solcher  Beförderung  nichts  unter* 
lassen  wollet,  daran  beschehe  Vns  zu  sondern  Gefallen,  so  wir 
danckbarlich  zu  verschulden,  auch  jeder  Zeit  Euch  gnädigen  Wil- 
len zu  erweisen  geneigt. 

- 

Datum  Butzbach  den  7.  Sept  anno  1624. 

Philips  LzH. 
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Dem  in  diesem  Briefe  geäusserten  Verlangen  Philipps,  „den 
usum  gedachter  Lngarithmorum"  zu  erhalten,  scheint  Kepler 
eilig  nach-,  wo  nicht  zuvorgekommen  zu  sein.  In  der  schon  er- 
wSbnteo  Vorrede  zu  dem  „Supplementum  Log."  schreibt  er 
nerolich,  er  habe  aus  dem  Frankfurter  Messkataloge  zuerst  erfah- 
ren, dass  sein  Buch  gedruckt  werde,  sowie  ganz  neuerdings  ge*' 
hört,  dass  ein  Schreiben  des  Landgrafen  an  ihn  unterwegs  sei, 
and  er  vermuthe,  in  diesem  Schreiben  werde  das  Verlangen  an 
ihn  gestellt  werden,  dass  er  über  den  Gebrauch  der  Logarithmen 
nachträglich  Etwas  bekannt  mache. 

Die  Antwort  Philipps  auf  Kepler's  Senduog  ist  vom 
23.  April  1625,  und  lautet  folgeodermassen : 

Philips  von  Gottes  Gnaden  Landgrave  zu  Hessen  etc. 

Vnsern  gnädigen  Gruss  bevor,  Hochgelehrter,  lieber  besonderer. 

Wir  haben  Euer  Schreiben  beneben  dem  geschriebenen  Trac- 
tat  de  usu  Logarithmorum  zu  recht  eingeliefert  empfangen,  daraus 
auch  Eure  Intention  mit  mehrerem  vernommen,  insonderheit,  dass 
unsere  in  verschienener  Frank  f.  Herbstmess  an  Euch  ausgefertigte 
Schreiben,  darbey  10  exeroplaria  chiliadis  Logarithmorum,  bene- 
ben 50  Reichsthaler  eingepackt,  Euch  noch  nicht  zukommen, 
welches  zwar  G.  Tampachs  Bericht  nach  allein  aus  Mangel  siche- 
rer Gelegenheit  geschehen,  weil  aber  derselbe  sich  vernehmen 
lassen,  solches  jeziger  Fastmess  Euch  zuzuschicken,  zweifeln  wir 
nicht  daran,  er  solches  seiner  Eiklärung  nach  also  verrichten  werde. 
Sonsten  mochten  wir  wünschen,  dass  die  Druckfertigung  Chiliadis 
Logarithmorum  nach  Eurem  Begehren  effectuirt  worden,  haben 
des  Endes  selbige  auch  ermeltem  Tampacber  zumuthen  lassen, 
weil  er  aber  sieb  sehr  diflicultirt,  ists  hernacber  an  ein  andern 
kommen,  welcher  in  dergleichen  typis  vielleicht  nicht  sehr  wohl 
versiert  gewesen  und  dannenhero  formam  compendiosiorem  nicht 
in  acht  genommen;  weil  auch  damals  die  Mess  berbey  gerucket, 
bat  die  Eilfertigkeit  etliche  errata  darinn  ersitzen  lassen,  welche 
doch  künftig  noch  wohl  zu  corrigiren.  Ebenderselbige  Buchtrucker, 
welcher  nunmehr  zu  Marpurg  seine  haussliche  Wohnung  helt,  der 
will  auch  itzige  übersebickte  praeeepta  zu  trucken  sich  unterfan- 
gen und  uff  künftige  Herbstmess  aussfertigen,  auch  die  typos 
numericos apicatos  sonderlich  darzu  giessen  lassen,  wofern  er  nur 
in  Zeiten  den  titulum,  dedicationem,  appendicem  und  indicem, 
welche  zweifelsohne  Kulsnerus  der  Buchtrucker  zu  Marburg  noch 
unter  Händen  hat,  bekommen  kann,  und  wenn  dieser  solche  auch 
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geliefert  und  alles  semmentlich  uns  zugeschickt,  bette  es  vielleicht 
In  catalogum  noch  kOnnen  gebracht  werden,  wiewohl  hieran  noch 
zur  Zeit  nichts  verweiltet,  sondern  was  itzund  verplieben  in  pro* 
mittendo,  kan  künftig  resarciret  und  ersetzt  werden  in  exbibendo. 

Schliesslich  achten  wir  ohne  Noth,  voriges  Vnsers  Schreibens, 
so  (zweiffels  ohn)  Euch  nunmehr  zukommen,  contenta  anher  zu 
erholen,  sondern  erwarten  darauf  Eure  Erklärung  und  verpleibeo 
Euch  in  Gnaden  gewogen. 

Dat.  Butzbach  etc. 

Philips. 

(Addr.:   Dem  Hochgelerten  Vnserem  Reben  besondern,  Johann 
Kepplero,  der  Rom.  Kays.  Maytt  vornehmen  Mathematico, 

Anjzo  zue  Lintz.) 

•  » 

Ein  vierter  Brief  Philipps  an  Kepler  (15.  Januar  1627)  be- 
trifft die  Rudolphinischen  Tafeln.  In  demselben  benachrichtigt 
Philipp  den  in  (Jim  befindlichen  Kepler,  dass  er  seinetwegen 
an  „Vnsers  lieben  Vettern  und  Sohns  Herrn  Georgen  Landgrafen 
zu  Hessen  etc.,  Agenten  zu  Wien"  geschrieben  habe. 

Ich  bemerke  noch  zum  Schlüsse,  dass  dieser  Landgraf  Phi- 
lipp der  zweite  Sohn  des  Landgrafen  Georg  von  Hessen- 
Darmstadt  war,  der  nach  dem  Regierungs-  Antritt  seines  älteren 
Bruders  Ludwig  V.  gegen  Abtretung  eines  Theils  seiner  Apa- 
nage Stadt  und  Amt  Butzbach  erblich  erhielt.  Er  verunglückte  im 
Bade,  62  Jahre  alt,  im  Jahre  1643.  (Vgl.  Rommel,  Gesch.  von 
Hessen ,  VI.  Bd.  S.  239.) 
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Darstellung  der  Potenzen  des  Cosinus  und  Sinus  eines 
Winkels  durch  Cosinusse  und  Sinusse  der  vielfachen 

Winkel. 

■       ■  ■ 

Von  / 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Ph.  ffolfers 

zu  Berlin. 


In  den  verschiedenen  Lehrbuchern  der  Analysis  findet  man 
die  Ausdrucke  der  Potenzen  vom  Cosinus  und  Sinus  eines  Win- 
kels  durch  Cosinusse  und  Sinusse  der  vielfachen  Winkel;  zum 
Theil  ersieht  man  aber  nicht  das  Gesetz,  wonach  diese  letztern 
Ausdrucke  fortgehen,  zum  Theil  ist  die  Art  ihrer  Herleitung  etwas 
wettläufig,  endlich  fehlt  der  Beweis  ihrer  Allgemeingültigkeit.  Bei 
der  häufigen  Anwendung,  welche  von  dieser  Umformung  gemacht 
zu  werden  pflegt,  schien  es  nicht  unangemessen,  hier  eine  ein- 
fache Herleitung  dieser  Ausdrücke  und  zugleich  einen  Beweis 
durch  Induction  für  ihre  Allgemeingtiltigkeit  mitzutheilen.  Zu- 
nächst folgen  hier  einige  Sätze  der  ßinomial  - Coefficienten,  welche 
hierbei  in  Anwendung  kommen  und  wobei  wir  uns  der  vielfach 
gebräuchlichen  Bezeichnung  nm  bedienen  wollen. 

$.  1.  Sind  nun  n  und  m  positive  ganze  Zahlen,  so  hat  man: 

2)  n«  +  nm+i  =  (»  +  l)»+i, 

3)  (2X+ l)^.i=  4(21+2)^1. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  sind  bekannt  genug,  so  dass  sie 
weder  einer  Erläuterung,  noch  eines  Beweises  bedürfen;  die  we* 
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niger  verbreitet»  dritte,  in  welcher  k  jede  beliebige  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet,  möge  hier  als  richtig  dargethan  werden.  Es  ist 
aber:  , 

A  (21  +  l)(2A)(21--l)....a  +  3)(l  +  1) 

(2X  +       =     1.2    .3    ....   i  .  {k  +  ry 


ferner 


,91.9.  (21+2)(21  +  l)21....(;i-r3)(;i+2)  ' 
(21  +  2)Hi  =      ]    .    2  .  3....  1.(1+1) 


(21+  l).2l....(l  +  3)(l+2)  2U+2 
~"      1.2  ....(1-J)    X  '1+1 

oder 

B.  (2i  +  2)i+i=2  1  .  2  ....  1  .  (1+T)  ' 

mitbin  nach  A.  and  B.: 

(2A+ 1)^.1=4(21  +  2)^.1. 
Ausserdem  mag  noch 

4)  »^(n  +  lVi-^l 

angefahrt  werden. 

j.  2.  Wir  entnehmen  nun  der  Trigonometrie  die  bekannte  Formel: 

6)  2  cos  neos  6  =  cos  (a — 6)  +  cos(a  +  6), 

von  welcher  wir  hier  wiederholten  Gebrauch  machen  wollen.  Setzen 
wir  in  derselben  6  =  a,  so  erhalten  wir  die  bekannte  Formel 

6)  21.cosa2  =  l  +  cos2a, 
und  wenn  wir  diese  mit  2cosa  multipliciren : 

22.cosa8=2cosa  +  2  cos  a  cos  2a, 

d.  h.  nach  5): 

7)  2*.  cos  as  =  3  cos  a  +  cos  3a  =  3a  cos  a  +  3s  cos  3a. 

Multipliciren  wir  auch  diese  Gleichung  wieder  durch  2cosa,  so 
erhalten  wir,  indem  wir  den  letzten  Werth  benutzen: 

2*.cosa4==3a.2cosa*  +  3g.  2  cos  a  cos  3a 

=  3,1  ( 1  +  cos  2a)  +  3s  (cos  2a  +  cos  4a) 

=  3a  +  (3a  +  33)cos2a  +  33cos4a, 
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d.  Ii.  weil  nach  3): 

nach  2): 
and  nach  4): 

3,  =  44: 

8)  2'cos    =  i .  4,  +  4a  cos  2a  +  44  cos  4a. 

Wir  wollen  auch  diese  Gleichung  noch  durch  2cosa  multipliciren. 
und  erhalten  alsdann: 


10)  j 


2*cos  a* = 4a  cos  a  +  48 . 2  cos  a  cos  2a  +  44 . 2 

=  6*a  +  4a)  cos  a  +  (4,  +  4J  cos  3a  +  44  cos  5a 

oder 

9)  2*  cos  a»= 5*  cos  a  +  54  cos  3a  +  56  cos  5a. 

Gesetzt,  es  sei  nun 

V*  cos  a**+i  =  (2A  +        .  cos  a + (21  +  l)Ha .  COs3a 
+  (21  +  1)a+8  .  cos  5a  +  etc., 

alsdaon  wird,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  durch  2cosa  roultipli. 
ciren : 

2**+icosa**+*  =  (2*-f  l)A+i.2cosa»  +  (2i  +  ])^2.2cosacos3a 

+  C21  +  ] )  a+,  .  2  cos  a  cos  5a  -f  etc. 
=  (21  +        +  [(2X  +        +  (21  +  ])A+2]  cos  2a 

+  [(2A  +        +  (2X  +  1);.+,]  cos4a 
+  [(2X  +         +  (2A  +  Cos6a 
etc., 

offenbar  also,  indem  beim  ersten  Gliede  Formel  3)  und  bei  den 
folgenden  Formel  2)  in  Anwendung  gebracht  wird : 

j  2^+»cosa^  =  U2i  +  2)^1  +  (2A-f2);.-f2Cos2a 
(      +  (2k  +  2)a+,  cos  4a  +  (2A  +  2)a+4  cos  6a  +  etc. 

Diese  Gleichung  multiplicire  man  auf  beiden  Seiten  wieder  durch 
2 cosa,  alsdann  wird: 

Thtil  XXIV.  21 
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2»A+*  co«  a*H  «  =  (21 + 2)  a+i  cos  a  +  (21 + 2)*+«  •  2  cos  a  cos  2a 

+  (21  +2)a+s  .2  cos  a  cos  4a  +  etc. 

=  [(21 + 2)^1  +  (21  +  2)A+*]  cos  a 
+  [(21  +  2)  a+2  +  (21  +  2)n  3]  cos  3a 
+  [(21 +2)a  ,3  +  (21  +  2)a+4]  cosöa 
+  etc. 

oder  nach  2): 

,  2**+*  cos  a2*+ 3  =  (21  +  3);.-»  2  cos  a  +  (21  +  3)  a+i  cos  3a 

12)  {  +  (21  +  3);.+4cos5a  +  etc. 

Wenn  wir  auch  diese  Gleichung  noch  durch  2cosa  roultiplicrren, 
so  wird,  eben  so  wie  11)  aus  10),  jetzt  hervorgehen: 

r  2^+8cosa2H*  =  i(21  +  4);.+2  +  (21  +  4)Af»cos2a 

13)  (  +  (21  +  4)A+4  cos  4a  +  etc. 

Findet  also  das  in  7)  und  9)  für  bestimmte  ungerade  Exponen- 
ten dargestellte  Gesetz  nach  10)  für  einen  unbestimmten  ungera- 
den Exponenten  statt,  so  gilt  es  nach  1*2)  auch  für  den  nächst- 
folgenden ungeraden  Exponenten.  Ehen  so  wird  das  in  6)  und  8) 
für  bestimmte  gerade  Exponenten  dargestellte  Gesetz  nach  13) 
für  21  +  4  gelten,  wenn  es  nach  11)  für  21  +  2  als  gültig  ange- 
nommen wird.    Beide  Gesetze  sind  demnach  allgemein  gültig. 

j.  3.   Setzt  man  daher  allgemein 

cos        =  A  cos  9  +  B  cos39  +  Ccos  5<j>  +  etc. , 

so  wird  nach  10): 

1     ,01  1     (21-1)  (21-2)....  (1  +  1)1 

A=$&zi-(2*—l»-zi^'         1.2... .(1—1)1 

1       (21-l)(21-2)....  (1  +  1)1  (1-I)(1-2)....2.1 
=  2^21  O ....  (1- 1)  1        '  (1-1)  (1-2)....2.1 

(21  - 1 )  (21-2) ....  1 .  (1  - 1)  (1  -  2) ....  2 . 1 
=2 *  2 . 4 ....  (21  - 2)  21  (21-2)  (21  - 4) ....4.2  9 

oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch  alle  id  dem  erstem 
vorkommenden  geraden  Factorcn  dividirt: 

1.3. 5....  (21— 1) 
As=2m    2.4.6....21  * 
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Dies«  ist  einer  der  Ausdrucke,  welcher  in  Eulor«  „lnstitu- 
tionum  calculi  integralis  volumen  primuro  {.  272."  vor- 
kommt.  StaU  desselben  erhält  man  auch  leicht  den  a.  a.  O.  vor- 
kommenden  zweiten  Ausdruck: 

15)  A  L.  6  10  14 

Da  ferner  nach  10): 

<  - 

etc., 

so  wird,  wenn  man  sich  die  verschiedenen  Binomial-Coeflicienten 
entwickelt  denkt: 

,6)       B=^J,   C=^B.   D-fäc  ,e«c. 
Diese  Formeln,  welche  ebenfalls  a.  a.  O.  vorkommen,  dienen  da- 


eu,  am  aus  einem  bekannten  Coefflcienten  den  nächstfolgenden 
auf  einfache  Weise  herzuleiten. 

§.  4.   Setzt  man 

cos  q&  =  ü  +  3  cos  2<jp  -f  <£  cos  4g?  + 1>  cos  69»  -f  etc. , 
so  wird  nach  II): 

2^-icos^=iC2^  +  &X)H-i  .cos29  +(2X)^.cos49 
+  (2A)H3Cos6g)  +  etc., 


*  _  2,; .  w*  -  ^  X(Xzn)Z2 .1 

_2A(2X-l)....q4.1)X(A-l)....2.1 
~       2.4....2A.2A.(2X-2)....4.2  ' 

also  wie  vorhin: 

17)  1.3. 5. ...(2)1-1) 

,  2.4.6....2A 

und 

18)  <4*~2) 


21* 
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Diese  beiden  Ausdrücke  kommen  ebenfalls  a.  a.  O.  vor,  so  wie 
die  den  obigen  Formeln  16)  analogen,  um  aus  einem  Coefficieoten 
einfach  den  nächst  folgenden  herzuleiten;  nämlich: 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  durch  Entwickelung  der  betreffen- 
den Binomial -Coefficienten  leicht  überzeugt. 

§.  5.  Wollte  man  auf  ähnliche  Weise  die  den  Potenzen  eines 
Sinus  entsprechenden  Reihen,  welche  theils  nach  Sinussen,  theils 
nach  Cosinussen  der  vielfachen  Winkel  fortschreiten,  direct  her- 
leiten, so  würde  diess  keine  Schwierigkeit  haben;  statt  der  der 
Trigonometrie  entnommenen  Gleichung  5)  würde  man  hier  abwech- 
selnd die  zwei: 

2sina8in6  =  cns(a  —  b)  —  cos  (a  +  6), 
2cosasino=sin(a  -f  b) —  sin(a — b) 

in  Anwendung  zu  bringen  haben.  Man  kann  sich  aber  dicfce  Muhe 
ersparen  und  vielmehr  die  den  Gleichungen  10)  und  11)  für  den 
Sinus  entsprechenden  unmittelbar  hinschreiben,  wenn,  man  statt  a 
setzt  90°  —  a  und  erwägt,  dass  alsdann 

cosa    in  -fsina, 
cos  2a  „  — cos  2a, 
cos 3a  „  —sin 3a, 
cos  4a  „  -f  cos 4a 
etc. 

übergeht.   Hiernach  wird  man  sogleich  erhalten: 

^    1 2**  sin  a**+ » = (2k  + 1)  a+1  .  si  n  a  -  (2k  -f  1)*+, .  sin  3a 

(  +(2A  +  l);+3.8inöa  —  etc., 

l2*H* sin  a*H*  =  J(2A  +  2)a+i  — (2A  +  2)*+*.  cos2a 
11Ä)  j 

(  +  (2k  +  2)^+3  .  cos  4a — etc., 

woraus  man  ersieht,  dass  eine  ungerade  Potenz  von  sin a  durch 
lauter  Sinusse,  eine  gerade  Potenz  durch  lauter  Cosinusse  der 
Vielfachen  von  a  ausgedrückt  wird. 

§.  6.  Um  ein  Beispiel  zur  Auwendung  dieser  Umformung 
hinzuzufügen,  möge  hier  die  in  Band  XXI.  dieses  Archivs  bereits 

bebandelte  Aufgabe  folgen,  den  Bruch  ?  in  eine  Reih« 

J  —   cos  <p 

von  der  Form: 
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a  -f  6  cos  9  +  ccos  2<p  -f-  dcoa  Zcp-{-  c  cos  itp  -\-  etc. 
su  verwandeln. 

Es  wird  anmittelbar 

1— /cosy  = 1  +  f*cos  9  +  f**cos  9*  +     cos  9'  +    cos  9*+  etc, 

und  wenn  wir  statt  der  Potenzen  von  cos 9  die  Werthe  nach  10) 
und  11)  Substituten: 


1 


(ACOStp 


1      +  f* 

cos  9+2^ 

C082qp+^f43 

+32^ 

10        35  „ 
+64 

56 

128^  : 

• 

etc. 

cos  39  etc. 


Nimmt  man  nun 

20)  |      *      =0+ 6  cos  9  +  c  cos 29 + d  cos  39-f  e cos49+etc. 

an,  so  wird  nach  vorstehender  Entwicklung: 

«  =  l  +  5^  +  |/*4  +  ^^  +  ^^  +  etc. 
=  l  +  ^a  +  0^  +  ^^  +  2XO^  +  etc. 


offenbar  also  ohne 
21) 


iwendige  Umformung : 


Man  würde  auf  dieselbe  Weise  geschlossene  Ausdrücke  für  die 
folgenden  Coefficienten  b,c,d,e,etc.  erhalten  können,  indessen 
wird  sich  dasselbe  einfacher  auf  folgende  Weise  ergeben.  Man 
multipücire  die  Gleichung  20)  durch  den  Nenner  1 — pcoB(p,  ordne 


Digitized  by  Google 


310  Wolters:  Darstellung  der  Potenzen  des  Cosinus  und  Sinus  etc. 

auf  der  rechteo  Seite,  unter  Benutzung  der  Formel  5),  nach  den 
Cosinussen  der  vielfachen  Winkel;  alsdann  erhält  man  die  Gleichung: 


22)    l  =  a  +6 

cos  y  +  c 

cos2<p-fc£ 

cos3qp  +  e 

cos4qp 

—  Oft 

f  etc. 

und  da  diese  Gleichung  für  jeden  beliebigen  Werth  von  9  statt- 
finden muss: 

(«-!), 


23) 


c=-6-2a, 
rf=-c — 6, 


e  =  —d — c, 
etc. 

Aus  diesen  Formeln  erhält  man,  unter  Benutzung  des  Werthes 
von  a  aus  21): 

k=*(  _■_,)= __L  =.2^V3Etf, 


24) 


c  = 


2-2  vTn^j? 


)• 


l_VT^7*r2— 2  V I  -u* 


2      /l  -  Vi  —  f 


2  1 


1-uA 


) 


1-  V*  1  —  a*\9r2-2Vl—  u* 


2 


,'2 


'] 


 2^  /1-Vl-/*»V 


etc. 


Mittelst  der  so  gefundenen  Warthe  erhält  man  für 
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 1_  

1  —  ^  cos  cp 

dieselbe  Reihe,  welche  im  Archiv  Bd.  XXI.  Pag.  194.  unter 
No.  14.  aufgeführt  ist. 

Bei  dieser  Gelegenheit  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  in 
der  Ueberschrift  meines  früheren  Aufsatzes  die  Coefficienten  der 
Winkel  falsch  angesetzt  sind,  was  übrigens  aus  dem  Resultate 
der  dortigen  Cutersuchung  sogleich  hervorgeht. 


XXII. 

Uebor  die  Beschreibung  der  regulären  Vielecke. 

Von 

Herrn  Professor  /.  K.  Steezkowski 

an  der  Universität  so  Cracau. 


Vor  einiger  Zeit  kam  zufällig  eine  praktische  Geometrie  in 
meine  Hände,  welche  folgenden  Titel  führt:  „Anweisung  zum 
Zirckel  und  Lineal  Gehrauch  so  wohl  vor  die  Jugend 
als  Professionisten  und  Handwerker.  Verlegt  in  Augs- 
burg von  Johann  Hertel",  ohne  Jahreszahl.  Das  Werk  ist 
auf  Kopferplatten  gestochen.  Es  besteht  aus  244  Seiten  in  klein  4° 
und  ist  so  eingerichtet,  dass  auf  der  einen  Seite  der  zur  Auflö- 
sung einer  Aufgabe  nöthige  Handgriff  beschrieben  wird  und  da- 
neben auf  der  anderen  Seite  die  Auflösung  selbst,  worunter  als 
Verzierung  ein  Kupferstich,  der  irgend  eine  Stadt,  ein  Schloss 
oder  eine  Gegend  u.  dergl.  vorstellt,  sich  befindet.  Der  Verfasser 
dieser  Geometrie  ist  mir  unbekannt,  weil  er  seinen  Namen  nicht 
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beigesetzt  hat;  allein  aus  den  Gegenständen,  deren  Abbildungen 
jede  Aufgabe  schmücken,  kann  man  sicher  schliessen,  dass  er 
ein  Ungar  war,  denn  alle  Städte,  die  hier  vorkommen,  sind  un- 
garische Städte.  Das  ganze  Werk  ist  in  sechs  Bücher  eingetheilt 
Darunter  enthält  das  dritte  Buch  Aufgaben  von  Einschreibungen 
regelmässiger  Figuren  in  einen  gegebenen  Kreis  oder  in  andere 
Vielecke.  Die  siebente  von  diesen  Aufgaben  lautet  folgendermassen: 
„In  einen  jeden  vorgegebenen  Circkel  ein  solches  Regulär  Viel- 
Ecke  einzuschreiben  als  man  verlanget,  oder  den  Circkel- Crey ss 
in  so  viel  gleiche  Theile  abzutheilen,  als  man  begehrt."  Ich  gebe 
die  Auflösung  dieser  Aufgabe  wortgetreu  wie  sie  in  dem  Werke 
vorkommt.   (Taf.  X.  Fig.  1.) 


Der  gegebene  Circkel  seye   AKB 

Man  verlanget  z.  E.  darein  ein  Regulär- Dreyzehen-Eck  einzuschreiben. 

Hand-Griff. 

Ziehe  den  Diameter     .......  AB 

Aus  dem  Punct   A 

- 

Ziehe  nach  gebührlicher  Länge  eine  gerade  Linie    .  AC 

trage  darauf  (: angefangen  von  dem  Punct:)   .      .  A 

gleiche  dreyzehen  Theile 

Ziehe  zusammen  den  letzten  Theil  mit  einer  Linie  aus  B 

Durch  den  Theil  oder  Zahl   2 

Ziehe  die  gerade  Linie    ......  EFD 

welche  Parallel  lauffe  mit  der  Linie   ....  13Z? 

und  den  Diameter  durchschneide  in  dem  Punct    .  F 

Fasse  unterdessen  die  Weite  des  Diameters           .  AB 

und  schreibe  aus  denen  zwey  Puncten    .      .      .  AB 

Zwey  gleiche  Bogen,  welche  sich  durchcreutzen  in  .  G 

Aus  dem  Punct   G 

und  durch  den  Durchschnitts -Punct  F 

Ziehe  eine  gerade  Linie   GFH 

Der  Theil   AH 


wird  ein  dreyzehender  Theil  seyn  nach  dem  Verlangen. 

Alle  in  diesem  Werke  vorkommende  Aufgaben  sind  auf  ähnliche 
Art  aufgelöst. 

Ich  gestehe,  dass  ich  diese  allgemeine  Construction  nirgends 
angetroffen  habe,  und  wiewohl  sie  bloss  für  die  Praxis  bestimmt 
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ist,  so  schien  es  mir  doch  von  Interesse,  zu  untersuchen,  in  wie 
weit  sich  diese  Constructiou  der  Wahrheit  nähert.  Zu  diesem 
Zwecke  habe  ich  allgemein  die  Einschreibung  eines  neclcs  vorge- 
nommen. Nehmen  wir  nämlich  den  Mittelpunkt  des  gegebenen 
Kreises  zum  Anfangspunkte  der  rechtwinkligen  Coordinaten,  den 
Halbmesser  des  Kreises  =1,  so  können  wir  den  Punkt  H  leicht 
bestimmen.  Es  sind  nämlich  die  Coordinaten  der  Punkte  F  und 
G  bekannt,  also  auch  die  Lage  der  Geraden  HG,  deren  Gleichung 

i«t.  Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  des  Kreises  a?a-|-ya=l, 
so  findet  man  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  dieser  Ge- 
raden mit  der  Peripherie  des  Kreises,  also  den  Punkt  H,  für 
welchen  wir 

_  (n  -  4)  (3w  -f  V  n*  +  16»  —  32) 
4(n*  —  2» +4) 

erhalten.    Und  weil  die  Abscisse  x  nichts  anders  ist,  als  der 

360° 

Cosinus  des  Bogens  AH,  welcher  nach  der  Coostruction  =~"JJ~ 
sein  soll,  so  babeu  wir  auf  diese  Art: 


360    (n— 4)(3ti  +  V/i2  +  10k -32) 
Cos  n  -  4(it*-2n  +  4) 

Berechnet  man  sofort  die  Cosinus  verschiedener  Winkel  nach  die- 
aer  Formel  und  nach  den  trigonometrischen  Tafeln,  so  wird  man 
aus  den  Resultaten  sehen,  in  wie  weit  diese  Formel,  also  auch 
die  obige  Constructiou,  richtig  ist. 

Ich  habe  für  Vielecke  sowohl  von  gerader,  als  auch  von  un- 
gerader Anzahl  Seiten  etliche  Cosinus  berechnet,  und 
zur  fünften  Decimalstelle ;  ich  erhielt  dadurch: 
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Diese  Resultate  zeigen,  dass  die  grosste  Differenz  Ober 
0*004  betrage,  d.  h.  nach  der  angegebenen  Construction  fällt  die 
Seite  eines  necks  etwas  zu  klein  aus,  was  aber  für  die  Praxis 
ausreichend  sein  dürfte. 

* 

Das  zweite  Buch  dieses  Werks  ist  der  Aufgabe,  auf  einer 
gegebenen  Geraden  ein  verlangtes  regelmässiges  Po- 
lygon zu  errichten,  gewidmet.  Weil  diese  Aufgabe  in  unse- 
ren Lehrbüchern  der  Geometrie  sehr  spärlich  behandelt  wird,  und 
da  sie  mir  wenigstens  für  die  Praxis  ziemlich  wichtig  vorkommt, 
«o  wurde  sie  auch  Veranlassung  gegenwärtiger  Mittheilung.  Ich 
suchte  nämlich  dort,  wo  es  möglich  war,  die  Begründung  der  in 
dem  besagten  Werke  vorkommenden  Constructionen  zu  finden  und 
zuletzt  allgemein  die  Aufgabe  (es  versteht  sich  nur  nähcrungs* 
weise)  aufzulösen.  WTas  den,  in  dem  in  Rede  stehenden  Werke 
ausgeführten  Constructionen  meines  Erachtens  Vorzug  gibt,  ist 
dies,  dass  sie  bloss  mit  Zirkel  und  Lineal  ausgeführt  sind,  ohne 
die  hölzernen  oder  messingenen  Dreiecke  oder  Winkelhaken  zu 
gebrauchen;  denn  dadurch  werden  alle  Senkrechte,  Parallele  und 
Berührende  schärfer  gezogen,  eben  so  die  Durchschnittspunkte 
besser  bestimmt. 

L  Ich  fange  mit  der  Errichtung  des  Quadrats  auf  einer  ge- 
gebenen Geraden  an.  Die  dazu  nöthige  Construction  wird  mit 
einer  und  derselben  Oeffnung  des  Zirkels  folgendermassen  zu  Stande 
gebracht.  Es  sei  die  gegebene  Gerade  AB  (Taf.  X.  Fig.  2.) ;  aus 
ihren  beiden  Enden  A  und  B  beschreibe  man  mit  dem  Halbmes- 
ser AB  zwei  Bogen,  welche  sich  im  Punkte  D  durchschneiden. 
Aus  diesem  Durchschnittspunkte  schneide  man  mit  dem  nämlichen 
Halbmesser  den  Bogen  1)C  ab;  aus  den  Punkten  D  und  C  be- 
schreibe man  wieder  zwei  Bogen,  welche  sich  in  E  schneiden,  und 
verbinde  die  Punkte  A  und  E  durch  die  Gerade  AE,  welche  den 
Bogen  DC  in  F  schneidet;  zuletzt  durchschneide  man  aus  dem 
Punkte  F  immer  mit  demselben  Halbmesser  AB  den  aus  dem 
Punkte  B  beschriebenen  Bogen  im  Punkte  G  und  verbiode  die 
Punkte  At  Bt  G,  /-  durch  gerade  Linien,  so  wird  man  das  ver- 
langte Quadrat  erhalten.  Diese  Construction  braucht  keinen  Beweis. 

2.  Auf  einer  gegebenen  Geraden  ein  regelmässiges  Fünfeck 
zu  construiren. 

Die  gegebene  Gerade  sei  AB  (Taf.  X.  Fig.  3.).  (n  einem 
ihrer  Enden,  z.  B.  in  B,  errichte  man  eine  Senkrechte  auf  Ali 
und  schneide  darauf  BDz=AB  ab,  halbire  die  gegebene  Ge- 
rade AB  im  Punkte  C,  beschreibe  aus  diesem  Punkte  mit  dem 
Halbmesser  CD  einen  Bogen ,  welcher  die  verlängerte  Gerade  AB 
im  Punkte  E  schneide,  so  ist  die  Gerade  AE  die  Diagonale  des 
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verlangten  Fünfecks.  Man  errichte  also  im  Punkte  C  eine  Senk- 
rechte auf  AB  und  beschreibe  aus  dem  Punkte  A  mit  dem  Halb- 
messer AE  einen  Bogen,  so  wird  er  die  letzte  Senkrechte  im 
Punkte  F  schneiden.  Zuletzt  beschreibe  man  aus  den  Punkteo 
A  und  F,  B  und  F  mit  dem  Halbmesser  AB  Bugen,  welche 
sich  in  den  Punkten  G  und  H  durchschueiden  werden;  und  wenn 
man  die  Punkte  A,  G\  G,  F;  F,  H  und  H,  B  durch  Gerade  ver- 
bindet, so  wird  man  das  verlangte  Fünfeck  erhalten.  —  Um  die 
Richtigkeit  dieser  Construction  sicher  zu  stellen,  muss  nur  be- 
wiesen werden,  dass  die  Gerade  AF  wirklich  die  Diagonale  des 
so  construirenden  Fünfecks  ist.   Zu  diesem  Behufe  ziehe  man  die 

Gerade  CZ>,  so  ist  CO*  =  CK*  =  BD*  +  ÜB*  oder,  wenn  man 
AB  =  a  setzt,  C£  =  |v5,  folglich 

AE=  CE  +  AC=  |  V5  + 1 =|  (1+  V5> 

Die  Senkrechte  CF  ist  gleich  der  Summe  der  Halbmesser  des 
in  und  um  das  Fünfeck  beschriebenen  Kreises,  wovon  der  erste 
bekanntlich 


—  2  1  5  — 


ist,  und  der  zweite 


y5 


folglich 

2  V     V5-V5  / 

Da  aber  im  rechtwinkligen  Dreiecke  ACF9  ÄF*  =  CF*  +  ÄC1 
ist,  so  wird 

Aber  V  6  +  2l/5  =  l -f  V5,  desswegen  wird 

^F  - *U=VV  25  =  4 

und  zuletzt 

a  5-fV5    a  „ 
^F=2--^5~  =  2(lf  V5)' 

wie  oben.  Die  vorhergehende  Construction  löst  also  die  Aufgabe 
ganz  genau  auf. 
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3.  Uro  aof  einer  gegebenen  Geraden  ein  regelmassiges  Sechseck 
zu  errichten,  beschreibt  man  aus  den  beiden  Endpunkten  dersel- 
ben zwei  Bogen,  deren  Üurchschnittspunkt  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  geben  wird,  in  welchen  sich  das  verlangte  Sechseck  ein- 
schreiben lässt;  welche  Construction  keines  Beweises  bedarf. 

4.  Auf  einer  gegebenen  Geraden  ein  regelmässiges  Sieben- 
eck zu  errichten. 

In  dem  am  Anfange  erwähnten  Werke  wird  folgende  Con- 
struction angegeben.  Die  gegebene  Gerade  sei  AB.  (Taf.  X.  Fig.  4.) 
Alan  verlängere  sie  bis  C  so,  dass  BC=  AB  sei;  aus  den  Punk- 
ten A  und  C  besch reibe  man  mit  dem  Halbmesser  AC  zwei  sieb 
im  Punkte  D  durchschneidende  Bogen,  mit  dem  nämlichen  Halb- 
messer beschreibe  man  aus  den  Punkten  D  und  C  zwei  andere, 
sich  in  E  durchschneidende  Bogen,  verbinde  die  Punkte/?  und  D, 
A  und  E  durch  die  Geraden  BD  und  AE,  welche  sich  in  F  schnei- 
den. Aus  A  und  B  beschreibe  man  mit  dem  Halbmesser  AF 
wieder  zwei  Bogen,  welche  sich  im  Mittelpunkte  S  des  Kreises, 
in  welchen  das  verlangte  Siebeneck  sich  einschreiben  lässt,  durch- 
schneiden. 

Uro  sich  zu  überzeugen,  in  wie  weit  sich  diese  Construction 
der  Wahrheit  nähert,  berechnen  wir  den  Halbmesser  des  um  das 
erhaltene  Siebeneck  beschriebenen  Kreises  aus  der  bekannten 

Formel  r=  "Teno»  in  welcher  a  die  Seite  des  dem  Kreise  ein- 

2Sin^- 

geschriebenen  Siebenecks  ist,  und  denselben  Halbmesser,  wie  er 
aus  der  vorhergehenden  Construction  folgt.  Aus  der  angeführten 
Formel  ist  der  Halbmesser  —  1*1524.... a;  um  ihn  aber  aus  der 
Construction  zu  berechnen,  ziehe  man  die  Geraden  AD,  CD,  DE 
und  CE,  so  ist  das  Viereck  ACED  eine  Raute,  und  ihre  zwei 
Diagonalen  halbiren  sich  im  Punkte  G.  Das  Dreieck  ADC  ist 
gleichseitig,  also  auch  gleichschenklig,  desswegen  ist  BD  senk- 
recht auf  AC,  und  AG  senkrecht  auf  DC\  ausserdem  ist  noch 
AG  —  BD.  Aber  diese  zwei  Senkrechten  schneiden  sich  be- 
kanntlich im  Punkte  F  so,  dass  DF~*BD  und  AF=\AG. 
Weil  aber  AG  =  BD,  so  ist  AF  =  \BD.  Aus  dem  rechtwinkli- 
gen Dreiecke  ABDhat  man,  wenn  man  AB=a  setzt,  BD=aV3, 
desswegen  ist  auch  AF  =r|«v3=  T1547.... a.  Die  zwei  für  den 
Halbmesser  erhaltenen  Werthe  unterscheiden  sich  erst  in  der  dritten 
Decimale,  desswegen  scheint  diese  Construction  fär  die  Praxis 
auszureichen. 

5.  Auf  einer  gegebenen  Geraden  ein  regelmässiges  Achteck 
zu  errichten,  lehrt  das  mehrmals  erwähnte  Werk  folgendermassen. 
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atecssorssi;  ir« 


verlangten  Fünfecks.   Man  erriet 
r«hte  auf         und  beschreibe  a 
n^*»n  .4E  einen  Bosen,  so  vi 
Punkte  /"  schneiden.  Zuletzt 
A  ui  i  /*,   /?  ond  /*  mit  dem 
sich  in  den  Punkten  G  und  //  c 
man  die  Punkte  A9  G\  G,  F;  i 
bindet,  so  wird  man  das  verla 
Kkhtizkeit  diej«*r  Construction 
wiegen  werden,   das«  die  Gerai1 
so  con»truirenden  Fünfecks  ist. 


Gerade  CD,  so  ist  CU1  =  VE 
AB  =  a  setzt,  C£  =  °V5,  fo 

AE=CE  +  AC=% 

Die  Senkrechte  CF  ist  deich 
in  and  am  das  Fünfeck  beschr'u 
bekanntlich 


Ut,  und  der  zweite 


folglich 


-IV 

J 


er-}  (S3 

Da  aber  im  rechtwinkligen  Dre 
ist,  so  wird 

«»  /I6  +  4  VT+2 
^  8T\  5-V5~ 

Aber  V  6  +  2v5=l  +  V5,  des« 
und  zuletzt 

2  *  V5 


wie  oben.  Die  vorhergehende  C 
ganz  genau  auf. 


Google 


;i9 


3.  Um 


gebea  wird,  m 
li*§t;  weicWO 

1  A«fek*r 


anz 
icht 
aus 

OII- 

len. 
cks 


£  durch     Gtradta  BD  n4  J£,  v-s^fe  «^a  a 
Ad>  *1  ud  Ä  bcs^ktA«!  n  j.i  auf  dm  fijtbq^'wp*' 

di«  Terbul»  Swieawi 
b  sidi  ta  überzeczei,  «  *^ 


M 


Ml  ist  der 


gere 
s  auf 
dem 
leide 
itider 
iheil- 
iheil- 
leidcn 
mieten 
Halb- 
eil ,  in 
d  also 
Neben- 
rrichtet 
U  und 
das  in 
elpunkt 
n  kann» 
die  bei 
lier  kei- 
sie  mit 

e 


noch  an- 
wölfecke 


iscbliess 
för  jetzt 
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Sei  die  gegebene  Gerade  AB  (Taf.  X.  Fig.  5  );  in  ihrer  Mitte  C 
errichte  man  eine  auf  AB  senkrechte  Gerade  CN  und  schneide 
darauf  CD  =  [AB  ab,  aus  dem  Punkte  D  schneide  man  wieder 
mit  dem  Halbmesser  BA  gesell  N  auf  der  nämlichen  Senkrech- 
ten das  Stück  DE  ab,  so  ist  der  Punkt  E  der  Mittelpunkt  des 
Kreises,  in  welchem  das  verlangte  Achteck  beschrieben  werden 
kann.  Dass  diese  Coustruction  ganz  genau  ist.  kann  sehr  leicht 
bewiesen  werden.  Im  Dreiecke  ADC  ist  nämlich  der  Winkel 
ADC=W  =  DAE  \  AED  -  2AED  =  AEB.  Wir  wissen  aber, 
dass  in  einem  regelmässigen  Achtecke  der  Winkel  an  seinem  Mit- 
300° 

telpunkte  =—^-=45°  sei,  desswegen  ist  die  obige  Coustruction 
ganz  genau. 

6.  Auf  einer  gegebenen  Geraden  ein  regelmässiges  Neu  neck 
zu  beschreiben,  gibt  das  erwähnte  Werk  folgende  Construction. 

Die  gegebene  Gerade  sei  AB  (Tat  X.  Fig.  6.),  in  ihrer  Mitte  C 
errichte  man  eine  auf  AB  senkrechte  Gerade  CN,  aus  dem  Punkte 
A  schneide  man  mit  dem  Halbmesser  AB  darauf  ein  Stück  CD 
ab,  von  dem  Punkte  D  schneide  man  gegen  N  noch  ein  Stück 
DE  —  \AB  ab,  so  ist  der  auf  diese  Art  bestimmte  Punkt  E  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  in  welchem  das  verlangte  Neuneck  he- 
schrieben  werden  kann.  —  Um  zu  zeigen,  in  wie  weit  diese  Con- 
struetion  der  Wahrheit  sich  nähert,  rauss  man  AE  aus  den  tri- 
gouoinetrischen  Tafeln  und  aus  der  obigen  Coustruction  berechnen. 
Aus  den  Tafeln  haben  wir 

• 

 n  a 

~       JH0ü"~-2Si^2Ö° ~  1462  *  • ' '  a- 

2Sm-y- 

Weil  nach  der  Construction  ADz=zAB  =  a  ist,  so  ist  auch 

CZ)  =  |v3  und  CE  =  |  (1+V5), 

also 

A  E  =  ^~  j  (5  +  2  V3)  =  |  5+2V 3 = 1  4  54 . . . .  a ; 

die  Differenz  ist  also  =  0*008 ....  a,  was  auch  ein  für  die  Praxi* 
hinreichendes  Resultat  gibt. 

7.  För  ein  auf  der  gegebenen  Geraden  zu  errichtendes  regel- 
mässiges Zehneck  sucht  man  den  Mittelpunkt  des  Kreises,  in 
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welchem  das  verlangte  Zehneck  beschrieben  werden  konnte,  ganz 
so  wie  man  beim  Fünfecke  den  Punkt  V  (Tai*.  X.  Fig.  3.)  gesucht 
hat.  Berechnet  man  dann  den  Halbmesser  dieses  Kreises  aus 
den  trigonometrischen  Tafeln  und  nach  der  vorhergehenden  (In- 
struction, so  wird  man  ihn  aus  beiden  ganz  übereinstimmend  finden. 

8.  Losen  wir  nun  die  Aufgabe  von  der  Errichtung  eines  necks 
auf  einer  gegebenen  Geraden  allgemein  auf. 

Em  sei  die  gegebene  Gerade  Aß  (Tuf.  X.  Fig.  7.),  man  verlängere 
sie  bis  zu  D  so ,  das«  BD—  AB  wird.  Auf  der  Geraden  AD  als  auf 
einem  Durchmesser  beschreibe  man  einen  Halbkreis  und  ziehe  aus  dem 
Punkte  D  unter  einem  beliebigen  Winkel  die  Gerade  DP;  schneide 
darauf,  vom  Punkte  D  angefangen,  n  beliebige,  aber  unter  einander 
gleiche  Theile  ab;  es  sei  z.  Ii.  w  =  11;  verbinde  den  letzten  Theil- 
punkt  11  mit  A  durch  die  Gerade  A\\  und  ziehe  durch  den  Theil- 
punkt  2  eine  Parallele,  welche  den  Durchmesser  in  m  schneiden 
wird.  Mit  dem  Halbmesser  Aß  bestimme  man  aus  den  Punkten 
A  und  D  den  Punkt  //,  ziehe  die  Gerade  Hm,  bis  sie  den  Halb- 
kreis in  E  schneidet,  so  wird  der  Bogen  DE  der  wte  Theil,  in 
unserem  Falle  der  Ute  Theil,  des  ganzen  Umkreises,  und  also 
der  Winkel  DßE  der  Centriwinkel  des  necks,  und  sein  Neben- 
winkel ÄßE  der  innere  Winkel  dieses  Polygons  sein.  Errichtet 
man  jetzt  im  Halbiriingspunktc  C  eine  Senkrechte  auf  Aß  und 
balbirt  den  Winkel  ÄßE,  so  schneidet  die  Halbireude  das  in 
C  errichtete  Perpendikel  in  einem  Punkte  S,  welcher  der  Mittelpunkt 
des  Kreises,  in  welchen  das  weck  eingeschrieben  werden  kann, 
sein  wird.  —  Diese  Construction  ist  insofern  richtig,  als  die  bei 
den  Einschreibungen  angegebene,  desswegen  bedarf  sie  hier  kei- 
nes neuen  Beweises,  weil  ich  Anfangs  gezeigt  habe,  wie  sie  mit 
der  Wahrheit  zusammenstimmt  und  dass  sie  bloss  für  die  Praxis 
anwendbar  sei. 

Der  Verfasser  des  so  oft  besprochenen  Werks  gibt  noch  an- 
dere Constructionen  für  die  Vielecke  vom  Sechs-  bis  zum  Zwölfecke 
und  nachher  eine  besondere  Construction  für  alle  regelmässige 
Vielecke  vom  Zwulfecke  an  bis  zum  Vierundzwanzigecke  einschliess- 
lich, welche  ich  aber,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  för  jetzt 
übergehe. 
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Darstellung  der  elliptischen  Functionen  der  dritten  Art 

durch  Curvenbogen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  JH.  fF.  Drobisch, 

an  der  Universität  tu  Leipzig. 


In  dem  literarischen  Berichte  Nr.  XCIII.  des  Archivs  ist  auf 
die  Darstellung  der  elliptischen  Functionen  der  dritten  Art  durch 
Curvenbogen  aufmerksam  gemacht  worden,  aufweiche  ich  in  roei* 
ner  zweiten  Abhandlung  über  das  Florentiner  Problem  gekommeo 
bin.  Da  dieselbe  neu  und  der  allgemeineren  Kenntnissnahme  nicht 
unwerth  zu  sein  scheint,  so  erlaube  ich  mir,  sie  den  Lesern  des 
Archivs  hiermit  vorzulegen. 

1. 

Sei  der  geometrische  Ort  eines  Punktes  zu  bestimmen,  der 
auf  dem  Halbmesser  p  einer  Ellipse  liegt  und  dessen  Abstand 
vom  Mittelpunkt  derselben  bei  beliebiger  Lage  des  Halbmessers 
jederzeit  die  vierte  Proportionale  zu  p  und  den  beiden  halben 

Axen  a  und  b  der  Ellipse  sein  soll»  so  dass  also  r=— 
Da,  wenn  g>  der  Winkel,  den  p  mit  a  macht, 

«*=;?swr6w^ 

so  folgt  unmittelbar 

ra  —  d1  sin  *<p  -f-  6a  cos  *<p , 
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oder,  wenn  rcos<p  =  .r,  r&\n<p=y  gesetzt  wird,  in  rechtwinkligen 
Coordinaten 

Setzt  man  statt  der  Ellipse  eine  mit  ihr  concentrische  Hyperbel, 
deren  erste  und  zweite  Axe  resp.  26  und  "2a,  von  denen  aber  jene 
in  die  y-Axe,  diese  in  die  jr-Axe  fallt,  so  ergiebt  sich,  wenn 
auch  hier  q  der  Halbmesser,  der  mit  der  ar-Axc  den  Winkel  <p 


macht,  und  ebenfalls  r= —  sein  soll,  auf  gleiche  Weise 

9 

r*  =  a28in2<p  —  oacos2<p, 
oder  filr  rechtwinklige  Coordinaten 

(y2  +  z2)2 = «V  - 

Beide  Paare  von  Gleichungen  können  wir  in  eins  zusammenfas- 
sen,  wenn  wir  — —  =wi2  setzen,  wo  das  obere  Zeichen  auf  die  El* 

lipse,  das  untere  auf  die  Hyperbel  zu  beziehen  ist  und  für  jene, 
a  >  b  vorausgesetzt  wird.     Hierdurch   werden  die  Gleichungen 
des  geometrischen  Orts,  der  sich  auf  beide  Kegelschnitte  zugleich 
bezieht, 

r*  =  a*  (1  —  ro2  cos  *<p)  (1) 

und 

{y*  +  x*)*=a*{y*V(\--m*)x*),  ff) 

wo,  jenachdem  der  zu  Grunde  liegende  Kegelschnitt  die  Ellipse 
oder  Hyperbel,  «i<1  oder  «i>l  ist. 

Es  mag  beiläufig  bemerkt  werden,  dass  die  hierdurch  darge- 
stellte Curve  zugleich  der  geometrische  Ort  der  Fusspunkte  aller 
Senkrechten  ist,  die  aus  dem  Mittelpunkte  eines  Kegelschnitts 
auf  sämmtliche  Tangenten  desselben  gelallt  werden  können. 


Hinsichtlich  der  Gestalt,  welche  diese  Curve  annehmen  kann, 
sind  folgende  Falle  zu  unterscheiden: 

1)  Ist  wi  =  0,  also  6  =  ci,  folglich  der  Kegelschnitt  ein  Kreis, 
so  fallt  die  Curve  offenbar  mit  diesem  Kreise  zusammen. 

2)  Ist  m*<J,  also  b\T~2>at  so  bildet  die  Curve  ein  gegen 
die  angenommenen  Coordinatenaxen  symmetrisches  Oval,  dessen 

Thtil  KiV.  22 
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grösster  Durchmesser  =2«  in  die  y-Axe  and  dessen  kleinster 
Durchmesser  =26  in  die  x-Axe  fällt. 

3)  Ist  m*=*,  also  bV%=a,  so  bleibt  die  Gestalt  der  Curre 
im  Wesentlichen  dieselbe,  nur  ist  sie  an  den  Endpunkten  ihres 
kleinsten  Durchmessers  abgeplattet. 

4)  Ist  l>ma>  i,  also  6\^2<o,  so  gebt  die  eben  erwähnte 
Abplattung  in  Einbiegunge^iiber. 

5)  Ist  nt2  =  l,  folglich  b  unendlich  klein,  so  nähert  sich  die 
cum  Grunde  liegende  Ellipse  einer  in  die  ar-Axe  fallenden,  vom 
Coordinateiianfitng  halbirten  Geraden  von  der  Lange  2a.  Die  Cunre 
geht  tlann  über  in  zwei  zu  beiden  Seiten  der  ar-Axe  liegende,  so* 
wohl  jene  Gerade,  als  einander  im  Coordinatenaufang  berührende 
Kreise  vom  Durchmesser  a. 

■ 

6)  Ist  1  <7H2<2,  wo  nun  an  die  Stelle  der  Ellipse  die  Hyper- 
bel tritt,  in  welcher  b  <  a ,  so  wird  die  Ctirve  eine  Schleifeolioie, 
deren  Zweige  sich  im  Mittelpunkte  der  Hyperbel  schneiden  and 

%von  deren  Asymptoten  berührt  werden.    Sic  schneiden  sich  daher 
unter  einem  stumpfen  Winkel. 

7)  Ist  m2— *2,  folglich  £  =  «,  die  Hyperbel  also  eine  gleich 
seit  ige,  so  stellt  die  Curve  die  Lcmniseata  dar;  ihre  Zweige  schnei- 
den sich  also  hier  im  Mittelpunkte  unter  einem  rechten  Winkel. 

8)  Ist  m2>2,  also  6>a,  so  ist  die  Curve  eine  Schleifenlinie, 
deren  Zweige  sich  im  Mittelpunkte  der  Hyperbel  unter  einem 
spitzen  Wiukel  schneiden. 


Aus  der  Gleichung  (1)  erhält  man  unmittelbar,  wenn  *  den 

* 

von  cp  =  0  bis  zu  einem  unbestimmten  Werthe  von  u>,  der  <£' 
genommenen  Bogen  der  Curve  bedeutet: 


Sei  nun 


J)  m<l,  so  folgt,  wenn  man  tggp  =  (l  —  m*)tga>  setit: 
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der  dritten  Art  durch  Vurvcnbogtn. 
^  (l—m*)lada)  

Daher  ist,  da  für  g>  =  0  auch  j  =  0, 

f  =  o(l- jnJ)l H(- (2— m*)wi»,  m,  cd).  (3) 

Da  für  g>=^  auch  «  =  ^>  so  wird  durch  diesen  Werth  von  cd  die 
Länge  des  Quadranten  der  Curve  bestimmt. 

2)  Ist  mzrl,  so  folgt  unmittelbar  aus  der  ersten  Formel  für  fo: 

*  =  a<p.  (4) 

3)  Ist  m  >  1 ,  so  werde  in  der  ersten  Formel  für  8i  zunächst 
3*'  gesetzt,  wo  nun  %'  den  von  <p=<y  bis  <JP  =  <p  zu  neh- 
menden Bogen  der  Curve  bezeichnet.  Setzt  man  nun  m  cos  ?  =  sin  g, 
so  wird 

a,=flö'V5»T(»*-i)tgh 

Setzt  man  ferner     m2—  I  .tgx=  tg«>  «°  wira< 

V     —  I . 


8^  = 


sin*< 


m[w*-l  +  (2-m*)sin*a>]  V^^"^^) 
Ut  daher  l<m2<2,  so  wird 

wo  der  Parameter  positiv  ist.    Ist  aber  m*>2,  so  wird 
mit  negativem  Parameter. 

1 

Der  Rogen  *'  kann  hier  nur  von  <p=  s-  bis  <pr=arccos-  ge- 
nommen werden,  welchen  Werthen  aber  die  Grenzwerthe  cö  =  0 
ond  w  =  ^  entsprechen.  Daher  stellen  die  vorstehenden  Ausdrücke, 

wenn  «  =  j »  den  vierten  Theil  des  Umfang«  der  Corve  dar. 
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4)  Ist  ro*=2,  «o  reduciren  «ich  die  Formeln  (5)  und  (5*)  auf 

also  auf  den  bekannten  Ausdruck  für  den  Bogen  der  Lemniscata. 

5)  Auch  (ur  noch  einen  zweiten  Werth  von  m  lässt  sich  die 
Function  JI  auf  F,  unter  Hinziifiigung  einer  logaiithmischen  Func- 
tion, zurückfuhren.  Es  ist  nämlich  bekannt,  das«,  wenn 

und  J=  V 1— c2siua», 

.      1,        +     - 1>)  sin  w cos  o)^ 
+  6,  C,  «)  =         F(c,  oO-^jjlg ^  -  (1  - sin  <o cos wj' 

Nun  ist  in  (5)  c= — - — ,  folglich  6=      — 1  +  6  =  • 

Setzt  man  daher  den  Parameter  von  J7  in  (5)  : 

so  erhalt  man 

m  =  »V5  +  l). 

Hieraus  folgt: 

c=^i(v5-I),  0=i(v5-l); 
daher  ist  fär  diesen  Werth  von  ms 

=  \a  ^UVö+T)  FCVUVÖ-I) ,  «>)  | 

,  -     /2/*  +  (3  —  V5)sineacosw\   [  <?) 

- 1«  Vi ( V5 - 1)  Ig ^ _  (3 _  v5) b|n  w C08  J >  j 


Vl-i(v5-I)sin*w. 


Die  Gleichungen  dieser  Schleifenlinie  sind  zufolge  des  gefundenen 
Werthes  von  m : 


(8) 


(y* + = [y*  -  i  ( + 1 )  **] , 

r*=a*[l  -  i  ( V5  +  l)»cosV]. 

Der  Sinus  des  halben  Winkels,  unter  dem  sich  die  Zweige 
dieser  Curve  im  Mittelpunkte  schneiden,  ist  =2sin^ 
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Die  Rectiflcation  dieser  Schleifenlinie  hat  auf  etwas  ändert 
Weise  schon  Clausen  ausgeführt*). 


Aas  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  nun  hinsichtlich  der  Dar- 
stellbarkeit  der  Function  //(;*,  c,  tu)  durch  Curvenbogeo  Folgen- 
des. Findet  zwischen  dem  Modufus  c  und  dem  Parameter  n  ein 
solcher  Zusammenhang  statt,  dass 

1)  n  =  —  (2 — c2)c2=(\  —  c2)2  —  1 ,  also  der  Parameter  zwischen 
den  Grenzen  0  und  — 1  enthalten  ist,  die  den  Grenztverlhen  0  und 
1  voo  c  entsprechen,  so  sind  die  Bogen  der  Curve,  deren  Gleichung 

r2  =  a2(l —  c2cos*<p), 
vrenn  man  tgg>  =  (1  —  c*)tgw  setzt,  die  Form 

m     a*  (1  -  c*)  [  I  +  (1  -  c2)  V»o)] 

erhalt,  von  w=0  bis  den  Wertben  von  U(n,  c,  «)  pro- 

portional.  Die  Bogen  haben  hier  ihren  Anfang  in  der  x-Axe  und 
die  Curve  hat  die  in  Art.  2.  unter  2)  bis  4)  angegebene  Gestalt. 

Sfm2  - 1  .  2-m2 

2)  Setzt  man  in  Formel  (5)  c  =   »    so  folgt  —5 — r 

Hl  ill  _  • 

=  ^  —  2  =  w.   Ist  daher  n  —  ^ —2  und  positiv,  folglich  c  zwischen  0 
1 

und  ^  enthalten,  indess  w  alle  Werthe  von  »  bis  0  durchläuft, 
so  sind  die  Bogen  derselben  Curve,  deren  Gleichung,  wenn  man 

c cos 9  =  sin  %  und  tgy,=  tgw  setzt,  die  Form 


a*ca 


C«  +  (l  —  c*)tg2w 


erhält,  von  a>=0  bis  a>=^-  den  Werthen  von  JI(n,  c,  a)  propor- 
tional. Die  Bogen  haben  hier  ihren  Anfang  in  der  y- Axe  und 
die  Curve  ist  die  im  Art.  2.  unter  6)  bemerkte  Schleifeoliuie. 


*)  A«troh.  Nachrichten  Bd.  19.  8.  181. 
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3)  Ist  «  =  4g— 2,  aber  negativ,  folglich  c  zwischen  und 

1  enthalten,  indes»  n  die  Werthc  von  0  bis  — 1  durchläuft,  so 
sind  die  Bogen  der  auf  dieselbe  Weise  wie  unter  2)  ausgedruckten 

Curve  von  o>  =  0  bis  co  —  ^  den  Wertben  von  JI(n9  c,  <o)  propor- 
tional. Die  Bogen  fangen  in  der  y-Axe  an  und  die  Curve  ist  die 
in  Art.  2.  unter  8)  angegebene  Scbleifenliuie. 

5. 

Denkt  man  sich  die  liier  betrachtete  Curve  in  der  Ebene  des 
Aequatnrs  einer  Kugel  vom  Halbmesser  a  beschrieben,  so  da«* 
ihr  Mittelpunkt  mit  dem  des  Aequatnrs  zusammenfällt,  und  errich- 
tet über  ihr  eine  gerade  Cylinderflnchc,  so  durchbricht  diese  die 
Kugelflache  in  einer  sphärischen  Curve.  Zielit  man  den  von  die- 
ser eingeschlossenen  Flnchenraiim  von  dem  der  Halbkugel  ab,  so 
bleibt  ein  quadrirbarer  Rest  Cm  nämlich  die  Gleichung  dieser 
sphärischen  Curve  zu  finden,  hat  man  nur  not  big,  in  der  obigen 
Gleichung  (2) 

f     j:  =za cos  \p*'u\(p,    y=zacosty  cosqp 

zu  setzen,  wo  <p  die  Lange,  tj>  die  Breite  des  Punktes  der  Kogel- 
flache ist,  der,  auf  die  Aequatorebeue  projicirt,  den  Punkt  (s$Jf) 
giebt.    Hierdurch  erhalt  man  sofort 

sin    —  m  sinqp. 

Von  der  durch  diese  Gleichung  dargestellten  sphärischen  Curve 
hat  aher  schon  Johann  Bernoulli  erwiesen,  class  sie  das  Flo- 
rentiner Problem  lost  und  daher  die  angegebene  Eigenschaft  hat. 
Zugleich  erhellt,  da  für  m  =  V2  die  ebene  Curve  in  die  Lcinnis* 
cata  übergeht,  dass  diese  letztere  nicht  blos  insofern,  als  sie,  w,e 
d*  Arrest  •)  gezeigt  bat,  die  stereographische  Projection der dureb 
die  Gle'k  hung  =  <p  ausgedrückten  sphärischen  Curve  auf  ein« 
Meridianebene,  sondern  auch,  insofern  als  sie  nach  dem  Vorstehen- 
den offenbar  zugleich  die  orthographische  Projection  der  sphä- 
rischen Curve  sinip  =  V2.sing>  auf  die  Aequatorebene  ist,  dem 
Florentiner  Problem  Genüge  leistet. 


•)  A«tron.  Nachrichten  1853.  Nr.  875.  rergl.  Archiv.  XXII.  S. 
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XXIV. 

Ueber  die  Normalen  einer  Ellipse. 


Herrn  Doctor  Heilermann 
zu  Trier. 


\ 


Eine  Gerade ,  welche  in  dem  Punkte  {xy)  auf  der  Berührung«- 
linie  der  Ellipse 

senkrecht  steht,  wird  bekanntlich  dargestellt  durch  die  Gleichung 

1-9=^-*) 

oder  durch 

in  welcher  £  und  t;  die  laufenden  Coordinaten  sind.  Betrachten 
wir  aber  diese  als  die  Coordinaten  eines  festen  Punktes ,  so  be- 
stimmen die  Gleichungen  1)  und  2)  die  Coordinaten  der  Punkte^ 
in  welchen  die  Ellipse  1)  von  den  Normalen  des  festen  Punktes 
(I*?)  getroffen  wird.  Nun  ist  aber  durch  2)  eine  Hyperbel  darge- 
stellt, wenn  die  Coordinaten  x  und  y  als  veränderlich  genommen 
werden ;  also  sind  die  Durchschnitte  der  Kegelschnitte  1)  und  2) 
die  Fusspunkte  der  Normalen  des  Punktes  (£17).  Setzen  wir  noch 
zur  Abkürzung 

3>  £i  =  ^CTp-5  und  Vi  =  lj—*''n> 

so  nimmt  die  Gleichung  2)  noch  .folgende  Formen  an: 
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4)  (*-ti)(y-i?i)  =  ^i 

und 

welche  zeigen,  das«  der  Punkt  (£i*7i)  der  Miftelpunkt  der  Hyper- 
bel, dass  die  Asymptoten  derselben  den  Axen  der  Ellipse  I)  pa- 
rallel sind,  also  die  Hyperbel  gleichseitig  ist,  dass  die  Hyperbel  durch 
den  Mittelpunkt  der  Ellipse  geht,  und  endlich  dass  alle  Geraden, 
welche  durch  den  Punkt  (£|?7i)  gehen,  auf  den  Coordinatenaien 
die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Hyperbel  abschneiden.  Folg- 
lich haben  die  Fusspunkte  der  vom  Punkte  au  die  Ellipse 
gezogenen  Normalen  die  Eigenschaft,  dass  die  Geraden,  welche 
durch  die  Endpunkte  ihrer  Coordinaten  gehen,  sich  indem  Punkte 
schneiden. 

Weil  der  eine  Zweig  der  Hyperbel  durch  den  Mittelpunkt  der 
Ellipse  geht,  so  schneidet  derselbe  diese  Curve  in  zwei  Punkten, 
also  lassen  sich  auch  von  dem  Punkte  (£77)  immer  wenigstens  zwei 
Normalen  an  die  Ellipse  ziehen.  Der  andere  Zweig  der  Hyper- 
bel hat  mit  der  Ellipse  zwei  oder  einen  oder  keinen  Punkt  ge- 

ineinsam,  jenachdem  das  Minimum  von  ^  +  ^  (wo  x  und  y  die 

laufenden  Coordinaten  der  Hyperbel  sind)  kleiner  oder  so  prosa 
oder  grosser  als  1  ist.  Die  Werthe  von  x  und  y,  welche  eu  die- 
sem Minimum  gehören,  genügen  bekanntlich  folgenden  Gleichungen: 

dy  y1 

aus  welchen  durch  Elimination  des  Coeffizienten  l  sich  ergibt: 

x*  y* 

Wird  hieroit  die  Gleichung  4)  verbanden,  so  erhalt  man: 

6) 
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OL*  V* 

als  Coordinaten  des  Punktes  (xy),  für  welchen  -0  +  75  ein  Mini- 

ab 

m um  ist.    Der  Werth  des  Minimums  selbst  ist  also 

und  die' oben  ausgesprochenen  Bedingungen  sind  ausgedrückt  durch 


3    3 


>  l> 


d.  h.  von  dem  Punkte  (jfy)  lassen  sich  vier  oder  drei  oder  nur 
zwei  Normalen  an  die  Ellipse  I)  ziehen,  jenachdem  der  ersten 
oder  zweiten  oder  dritten  der  Bedingungen  7)  Genüge  geschieht. 
Die  Bedeutung  dieser  Bedingungen  wird  deutlicher,  wenn  wir  wieder 

10  dieselben  einsetzen ;  dadurch  gehen  sie  über  in 

Wenn  man  nun  noch  beachtet,  dass  die  mittlere  dieser  Bedin- 
gungen die  Gleichung  der  Evolute  der  Ellipse  1)  ist,  so  erhält 
man  für  den  oben  ausgesprochenen  Satz  folgenden  Ausdruck: 

Von  einem  Punkte  lassen  sich  an  eine  Ellipse  vier 
oder  drei  oder  nur  zwei  Normalen  ziehen,  jenachdem 
der  Punkt  innerhalb  der  Evolute,  oder  in  dieser  Curve, 
oder  ausserhalb  derselben  liegt 

Für  die  Hyperbel  findet  man  dieselben  Resultate  in  dersel- 
ben Weise. 
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XXV. 

Ueber  die  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  durch 

fünf  gegebene  Punkte. 

Von 

dein  Herausgeber. 


In  einem  Briefe  Leibnizens  an  Oldenburg,  der  in  Leib- 
nizens  mathematischen  Schriften,   herausgegeben  rou 

C.  J.  Gerhardt.  Erste  Abtheilung.  Band  I.  Berlin.  1849. 
S.  60  —  S.  69.  unter  Nr.  XXV.  abgedruckt  ist,  findet  sich  folgende 
Stelle,  in  welcher  Leibniz  eine  von  Newton  herrührende  Be- 
schreibung eines  Kegelschnitts  durch  fünf  gegebene  Punkte  mit- 
theilt; 

„  Üescriptio  Sectionis  Conicae,  per  5  puneta  transeutitis.**' 

„In  sequenti  schemate  (Tab.  IX.  Fig.  4.)  puneta  sint  A,  B,  C, 

D,  E:  Junge  horum  tria  quaelibet,  e.t$.A,B,  C.  ad  Triangu- 
lum  rectilineare  ABC  constituendum,  cujus  duobus  quibuslibet  an- 
gulis,  puta  A  et  Bt  duos  sectores  vel  angulos  mobiles  applica, 
Polis  ipsorum  ad  puneta  angularia,  eorundemque  cruribus  ad  latera 
Triangulonim  positis;  dictosque  angulos  sie  dispone,  ut  libere 
circumagantur  circa  polos  siios  A  et  Bf  citra  anguloruni,  quibus 
oppnnuntur,  Variationen!.  Quo  facto,  reliqnis  duobus  punetis  D 
et  £  successive  applica  duo  ipsorum  crura  PQ  et  BS,  quae  prius 
applicata  fuerant  ad  C  (quae  crura  distinetionis  ergo,  vocari  pos- 
sunt  crura  descriuentia,  uti  reliqua  duo  mit  et  TV,  quae  applica- 
bantur  ad  At  B,  crura  eorum  dirigentia  appcllari  queunt),  quas 
lntersectiones  supponas  esse  F,  facta  ad  D  applicatione,  et  G, 
ea  facta  ad  E,  Duc  lineam  rectam  FG,  eamque  produc,  suffi- 
cienter  utrfmque:  Et  tunc  si  ita  moveris  Angulos,  ut  crura  ipso- 
rum dirigentia  continuo  se  invioejn  intersecent  ad  lineam  GF, 
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reliquorum  crorum  intersectio  describet  Sectionem  illam  Conicam, 
quae  per  omnia,  quae  dixi,  data  puncta  transibit. 

Si  tria  ex  datis  punctis  in  eadem  sint  recta  linea,  impossibile 
est,  ullain  Sectionem  Conicam  transire  ea  omnia  posse;  eoque 
casu  habeb'i8  illius  loco  duas  lineas  recta?. 

Juxta  enndem  fere  modum  describi  potest  Sectio  Conica ,  quae 
per  4  data  puncta  transeat,  tangatque  lineam  datam;  vel  quae 
transeat  per  3  data  puncta  tangatque  duas  lineas  datas,  sive  rectae 
Ulae  fuerint  sive  curvae  etc. 

Existimat  author,  non  injueundum  fore  speculationem  Mathe- 
matum  studiosis,  hujus  Theorematis  demonstrationem  invenire, 
nec  non  determinare  Centra,  Diamctros,  Axes,  Vertices  et  Asymto- 
tos  Sectionum  Conicarum  ita  descriptarum ,  vel  describere  para- 
bolam  per  4  data  puncta  transeuntem. " 

Ceber  diese  Stelle  könnte  man  ein  Buch  schreiben.  Ich  be- 
gnüge mich  jedoch  hier  mit  der  Beschreibung  eines  Kegelschnitts 
durch  fünf  gegebene  Punkte,  und  werde  mich  freuen,  wenn  das 
Folgende  geeignet  sein  sollte,  andere  Mathematiker  zu  weiteren 
Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  zu  veranlassen.  Die  aus 
dem  Obigen  sich  ergebende  Methode,  durch  fünf  gegebene  Punkte 
einen  Kegelschnitt  zu  beschreiben,  ist  aber,  auf  ihren  deutlich- 
sten Ausdruck  gebracht,  folgende: 

Die  fönf  gegebenen  Punkte,  durch  welche  ein  Kegelschnitt 
beschrieben  werden  soll,  wollen  wir  durch 

AQ ,   A j ,   A2 ,   A$ ,  A+ 

bezeichnen.  Man  wähle  drei  dieser  Punkte  aus,  etwa  A0,  At,  A2, 
uod  denke  sich  das  durch  dieselben  bestimmte  Dreieck  A0AXA2, 
dessen  an  der  Seite  AyAx  liegende  Winkel  AXA0A2  und  A0AXA2 
wir  durch  o0  und  ax  bezeichnen  wollen.  Diese  beiden  Winkel 
wollen  wir  uns  nun  als  zwei  feste  unveränderliche  Winkel  vor- 
stellen, welche  sich  um  ihre  gleichfalls  als  fest  oder  unveränder- 
lich zu  denkenden  Spitzen  A0  und  Ax  herumdrehen  lassen,  und 
wollen  die  Schenkel  AqAi  und  AXAQ  dieser  Winkel  die  crura  din- 
gentia,  dagegen  die  Schenkel  A0A2  und  AXA2  die  crura  describentia 
nennen.  Die  Drehung  der  beiden  in  Rede  stehenden  Winkel  um 
die  Punkte  A0  und  Ax  wollen  wir  grosserer  Bestimmtheit  wegen 
immer  in  solcher  Weise  vor  sich  gehen  lassen,  dass  sich  ihre 
crura  diligentia  von  der  Seite  A0AX  oder  AXA0  des  festen  Drei- 
ecks AnAxA2  an  nach  den  Seiten  A0A2  und  AXA2  dieses  Dreiecks 
hin  bewegen.   Bringt  man  nun  die  beiden  festen  oder  unverän- 
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derlichen  Winkel  Oq  und  er,  durch  Drehung  um  A0  und  At  zuerst 
in  eine  solche  Lage ,  dass  ihre  crura  describentia  beide  durch  den 
Punkt  Az  gehen,  dann  in  eine  solche  Lage,  dass  ihre  crura  de- 
scribentia beide  durch  den  Punkt  As  gehen,  und  bestimmt  im  ersten 
Falle  den  Durchschnittspunkt  A3' ,  im  zweiten  Falle  den  Durch- 
schnittxpunkt  A4'  ihrer  crura  dirigentia,  legt  durch  die  Punkte  As' 
und  A4'  eine  gerade  Linie,  und  lässt  dann  die  beiden  Winkel  cr0 
und  erzürn  die  festen  Punkte  A0  und  Ax  sich  so  drehen,  dass 
der  Durchschnittspunkt  ihrer  crura  dirigentia  fortwährend  «uf  der 
io  Rede  stehenden  geraden  Linie  hin  gleitet,  so  beschreibt  bei 
dieser  Bewegung  der  beiden  Winkel  der  Durchschnittspunkt  ihrer 
crura  describentia  den  gesuchten,  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte 
A0,  Alt  A2»  A3t  A4  gehenden  Kegelschnitt. 

Dass  sich  aus  dieser  organischen  Beschreibung  des  gesuch- 
ten Kegelschnitts  auch  sogleich  eine  im  Ganzen  sehr  leichte  Be- 
schreibung desselben  durch  Punkte  ergiebt,  versteht  sich  von  selbst 
und  bedarf  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht.  Auch  wurde 
sich  auf  die  obige  organische  Beschreibung  die  Einrichtung  eines 
Instruments  zur  Beschreibung  der  Kegelschnitte  durch  gegebene 
Punkte  gründen  lassen.  Die  Angabe  einer  zweckmässigen  Ein- 
richtung eines  solchen  Instruments  wurde  ich  für  recht  ver- 
dienstlich halten. 

Vorstehende  Construction  eines  durch  fünf  gegebene  Punkte 
gehenden  Kegelschnitts  wollen  wir  nun  beweisen,  und  daran  noch 
verschiedene  andere,  wie  es  uns  scheint,  beachtenswerthe  Bemer- 
kungen knüpfen. 

Den  Punkt  A0  wollen  wir  als  Anfang  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  der  xy  annehmen,  die  Linie  A0AX  sei  der 
positive  Theil  der  Axe  der  x,  und  die  positiven  y  wollen  wir  aqf 
der  Seite  der  Linie  AQAl  nehmen,  auf  .welcher  der  Punkt  A^ 
liegt.   Die  Coordinaten  der  Punkte 

■ 

Aq»   At ,   A^t   Ait  A^ 
in  diesem  Systeme  seien  respective: 

0,  0;  al9  0;  ot,  6*;  a8,  6S;  a4,  64; 
wo  aber,  wie  sogleich  erhellet, 

ua=/f0^2.cosß0,    62  =  i40^S 
und  folglich,  weil 

A0AX  lA^^ai :  ^0^=sin  (ao+a^.-slnai , 
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also 


.        fft  sin  <*! 
0        8*111(00  +  «!) 


ist, 


-  Q\  cos c0 sin«!  8in  crn smorl 

aa~  sinfero-faj)  *      2~~  sinfob+a,) 

ist. 

Wir  wollen  nun  eine  beliebige  Lage  des  Winkels  a0  betrach- 
ten, die  durch  (At)AQ(A2)  bezeichnet  werden  mag.  Der  von  dem 
Schenkel  An(At)  mit  dem  positiven  Tlieile  der  Axe  der  x  einge- 
schlossene Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  an  nach  der  Seite  der  positiven  y  hin  von 
0  bis  360°  zähleo,  sei  y0,  so  ist 

2)  y  =  jrtang9»0 

die  Gleichung  des  Schenkels  AQ(At )  in  dem  Systeme  der  xy. 
Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  A0  ein  neues  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  der  x'y',  nebinen  A^(At)  als  den  positiven  Theil 
der  Axe  der  x' ,  und  den  positiven  Theil  der  Axe  der  1/  so  an, 
dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x'  an 
durch  den  rechten  Winkel  {x'y')  hindurch  zu  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  y'  zu  gelangen,  nach  derselben  Seite  hin  bewegen 
muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  so  ist 

3)  y'  =  *'  tang  «o 

die  Gleichung  des  Schenkels  A0{A^  in  dem  Systeme  der  x'y'. 
Weil  nun  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 
zwischen  den  Coordinaten  xy  und  x'y'  die  Gleichungen 

x=x' C08<p0 — y'sin9>0,  y  =zx'  Binq>0+y'  cos(p0 
Statt  finden,  aus  denen  umgekehrt 

x'  =  x  cos  <p0  -f y  sin  <p0 ,  y1  =  —  x sin  <p0 + y cos  tp0 
folgt,  so  ist 

—  x  sin  <p0 -+ y  cos  tp0  =  (x  cos  <p0  -+  y  sin  <p0)  tan  g  «o , 

also 

(cos  «o  cos  9>0  —  «in  «o  «in  9>o)  V  =  (*»n  «6  co«  9>o  +  cos  «b8*10  9o)  * » 
oder 
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y  cos  («o  +  <p0)  =  x  sin  (e^ + <p0) , 

oder 

4)  y  =  *tang(oo-f  <po) 

die  Gleichung  des  Schenkels  A0(AJ  in  dem  Systeme  der  xy. 

Durch  den  Punkt  At  wollen  wir  uns  ferner  ein  dem  primitiven 
Systeme  der  xy  paralleles  Coordinatensytem  der  xxyx  gelegt  den- 
ken, in  welchem  der  positive  Theil  der  Axe  der  xx  nach  der 
Richtung  des  negativen  Theils  der  Axe  der  x  hin  liegt,  der  po- 
sitive Theil  der  Axe  der  yx  aber  mit  dem  positiven  Theite  der 
Axe  der  y  eine  übereinstimmende  Lage  hat.  Dann  ist,  wenn  q>t 
in  Bezug  auf  den  Schenkel  AX(A0)  des  in  einer  beliebigen  Lage 
(A0)Ax(a^  gedachten  Winkels  eine  ganz  ähnliche  Bedeutung 
hat,  wie  <p0  '»>  Bezug  auf  den  Schenkel  Aa(Ax)  des  in  einer  be- 
liebigen Lage  {AX)A0{A^  gedachten  Winkels  «0,  ganz  eben  so 
wie  vorher 

5)  yi=^itang9>1 

die  Gleichung  des  Schenkels  AX(A0)  in  dem  Systeme  der  xxyx ,  und 

6)  yi=^itang(«1+9l) 

die  Gleichung  des  Schenkels  AX(A2)  in  demselben  Systeme.  Nun 
finden  aber  zwischen  den  Coordinaten  xy  und  xxyx.  offenbar  die 
folgenden  ganz  allgemeinen  Gleichungen: 

Statt,  so  dass  also 

xx~ax  —  x,  yx=y 

ist;  daher  ist 

7)  y=(«i—  ^)tang9>j 
die  Gleichung  des  Schenkels  AX(A0),  und 

8)  y  =  K — *)  taug  (ofi  +  tH) 

die  Gleichung  des  Schenkels  Ax(A^t  beide  Gleichungen  in  Bezug 
auf  das  System  der  xy  genommen. 

Hiernach  sind  folglich  für  irgend  eine  beliebige  Lage  der 
Winkel  «o  und  ax  die  Gleichungen  ihrer  crura  diligentia  in  dem 
Systeme  der  xy: 

9)  y  =  *tangg>o.  y  =  («i  — *)tanga>, 
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und  die  Gleichungen  ihrer  crura  describentia  in  demselben  Sy- 
steme sind: 

10)       y  —  *tang(cfc  +  90),   y  —  {ax  —  ^tang^  +<px). 

Legen  wir  jetzt  die  crnra  describentia  durch  den  Punkt  A3 
oder  (o3o3),  so  ist 

68  =  a3  tang  (a0  +  <p0) ,   63  =     —  flj|)  tang  K  +  <p, ) ; 
woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung 

to-g^  =  ^X?TaJ!£Ä.    tangyl  =  f3"(^rgi»)tangc' 
b™     «3 +63  langer»  *™     (öl_  «3)  +  63tanga, 

erhält,  so  dass  also  nach  dem  Obigen 

__  ^3  —  "atangcp  63  -  (rr,  -^tangor, 

*  ~"  «s  +  63  tang  a0  x >      -  (0l  -  „3)  +  £3  taug  «4      ~~  X) 

* 

die  Gleichungen  der  crura  dirigentia  sind;  und  bezeichnen  wir 
folglich  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  crura 
dirigentia  durch  az' ,  63',  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die 
Gleichungen: 

m 

h  ;_6a— g»ta»gqa   /    l  /_^3— (gi  ^«3)^«!  , 

D»  -a3  + Mango/»  '    °*  ~ (a4  - «3)  +^~t^S«7 (fl*        >  ' 

aus  denen  man  mittelst  leichter  Rechnung: 


■ 
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erhält,  so  dass  also  nach  dem  Obigen 

"4tangcr0  64  — —  o4)ta?iperi 


°4+  64  taug  a0 


—  «4) +  ^4  taug  Cf, 


die  Gleichungen  der  crura  dirigentia  sind ;  und  bezeichnen  wir 
folglich  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  A4*  der  crura 
dirigentia  durch  04',  b4' ,  so  haben  w  ir  zu'  deren  ßesimmung  die 
Gleichungen : 

64  -"fl4  +  Ä4tanga0,,*  •  b*  -(•.-•4)  +  64Ü^«7(<!l  *~"4  }> 
aus  denen  man  mittelst  leichter  Rechnung: 
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,    (o4+ 64  tang  c0)  \  o4 — —  q4)  tang  gi }    cos  ctp  cos  crt 

04  ~~  «1  ^4  cos  («0  +  «1 )  —  («l  «4  —  <* 4«4  —  W4)  sio  («o  +  «1) ' 
(64 — o4 tang  «0)  { 64 — (fl!  —  o4)  tang  oft )     cos    cos  cri  a 
4  ~~  <»i 64 cos  («ö  +  «1)  —  (cit «4  —  0404— 6464)  sin  («o  -f  at) 9 


16) 
erh&lt 

Theil  XXIV 


(04  cos  «o  +  64sin  cr0)  {  64  cos    —  (<rt  —  a4)  sin  gt }  «, 
Cj  64COS  (cf0  +  «x)  —  (fli  a4 — cr4a4  —  6464)  sin  (a0  -f  «7) ' 

(64  cos  ffq  —  fl4  sin  «0)  i  64  cos  <yt  —  (<it  —  n4)  sin  )  ax 
0,64  cos  («o  -f  «i)  —  (ava^  —  a4a4  —  6464)  sin  (e^  -f  a4) 
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Sei  nun 

17)  y  =  Ax+B 

die  Gleichung  einer  beliebigen  geraden  Linie.  Sind  dann  u,  r  im 
Allgemeinen  die  Coordinaten  des  Durchsc!initt>punkts  der  crura 
dirigentia,  so  hat  man,  wenn  dieser  Punkt  auf  der  durch  die  vor- 
stehende Gleichung  charakterisirten  geraden  Linie  liegen  soll, 
nach  0)  und  17)  die  folgenden  Gleichungen: 

18)  t>=tttang<p0,   e  =  (ai—  «)tang<p,,   v=:Au  +  B; 

and  sind  x,  y  die  Coordinaten  des  entsprechenden  Durchschnitts- 
punkts der  crura  describeritia,  so  ist  nach  10): 

19)  y  =  *tang(tf0  +  9>0)f   y  =  («1-x)tang(c1  + 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

.V — .T  tan  gcr0     ycosflp — .rsingp 
tang       a+ytangap  ~~  *  cos +  y  »in  *o ' 

#  y  —  ((ii  —  x)  tang  ^     y  cos «!  —  foi  —  . 

wng  9i  —  (ai  —  jr)  +  ^ tang  04  ~~  (<f4  —  x)  cos  «4  +  y  sin  «! ' 

also 

ycosgp — .Tsincrp   y  cos  crt  —     —  x)  sin  oft   

ü  — arcosop  +ysiu«0f<'    V  ~~  (nj  —  .r) cos«!  -f-ysina,  1 

folglich : 

y cos cf0 — 3: si n Cp  ^  _  y cos crt  —  (g,  —  3-) sin oft      _M)=^M  +  £. 
rrcosao  +  f/sinao        (aA  —  ^cos^  +  y  sin  a4  1 

Eliminirt  man  aus  diesen  zwei  Gleichungen  die  Grösse  ti,  so 
erhalt  man  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  für  die  Curve,  welche 
der  Durchschnittspunkt  (xy)  der  crura  descrihentia  beschreibt, 
wenn  der  Durchschoittspunkt  (110)  der  crura  dirigentia  sich  auf 
der  durch  die  Gleichung 

y-Ax+B 

charakterisirten  geraden  Linie  bewegt.   Aus  der  Gleichung 

ycostfp— jt  sin  «p       y  cos  ax (ax  —  x)  sin  ctt 
jrcosftp  +  ysinop"  ~  (at  —  ^cos^ +ysinai^  1 

vbalt  man  sehr  leicht: 
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u  =    (xcoRtty  f  ysincr0)  ( y  cos  et/—  {nx  —  x) sin cyj  l 


+  (y  cos a0  — sin  or0)  {  (o,  — #) cos  «t  -f  y sin  }l 
oder  nach  gehöriger  Entwicklung  des  Nenners: 

u=      coscf04  ysina0)|y  cos  at  —  (o^  -  a-)  sine,  |  at 
U  ~  a,y  cos  (a0  +  «, )  -  (a,  a: — a-ar — yy)  sin  (cr0  +  ^)  * 

Also  nach  dem  Obigen: 

(y  cos  «0  —  x  sin  cru)  { y  cos  er,  --  (flt  —  x)  sin  tft )  ff, 
o,  y  cos  (cf0  +  a, )  —  (ff  ^  —  xx  —  yy)  sin  («b  + 

(a:  cos  cr0  -f  y  sin  cr0)  }y  cos  er,  —  (ff,  —  x)  si n  tr, }  n, 
~~    fliycosCao  f  cf| )  —     .t  —  xx  —  yy)  si n  («0  +  «j )  +  ' 

woraus  sich  die  Gleichung 

I     (y  cos  a0  —  x sin  a0)  \ y  cos  or,  —  (ff,  — a:)  sin  <*,  }  <ij 
20)  j  =i4(acoso0+ysinaü)  {ycos«4  — («,— ^sinoj)«, 
l  +  £  |  ff,y  cos  (or0  +  <*, )  —  (o,a:  -  aar  -  yy)  sin(cr0  +  a, ) ) 

fSr  die  Curre  ergiebt,  welche  der  Durchschnittspunkt  der  crura 
describentia  beschreibt,  wenn  der  DurchscbniUspunkt  der  crura 
dirigentia  sich  auf  der  durch  die  Gleichung 

y=Ax+B 

charakterisirten  geraden  Linie  bewegt. 

Da  die  Gleichung  20)  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades 
zwischen  den  beiden  veränderlichen  Grössen  xf  y  ist,  so  ist  die 
in  Rede  stehende  Curve  jederzeit  ein  Kegelschnitt. 

Weil  die  Gleichung  20)  durch  x=0,  y=0  offenbar  befriedigt 
wird,  so  liegt  der  Punkt  A0,  dessen  Coordinaten  0,0  sind,  jeder- 
zeit in  dem  durch  die  Gleichung  20)  charakterisirten  Kegelschnitte. 

Offenbar  wird  aber  die  Gleichung  20)  auch  durch  a*=ff, ,  t/=0 
befriedigt,  und  es  liegt  daher  auch  der  Punkt  Alt  dessen  Coor- 
dinaten olf0  sind,  immer  auf  dem  durch  diese  Gleichung  cha- 
rakterisirten Kegelschnitte. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  A*  sind  nach  1): 
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Ol  cos <r0 «i n a,      ti\  «in fltp  sing! 
sin  (oo  +  «,)"'     sin(a0  +  C!) 

Führt  man  diese  Coordinaten  in  die  Gleichung  20)  ein,  so 
der  Zähler  des  Factors 

y  cos  ax  —  («r,  —  .r)  sin  (*| , 
wie  man  sogleich  ubersieht: 

ax  sin  a0  sin  er,  cos  ax  —  at  { sin  («o  +  c, )  -  cos «0     <*i  1 8in «i 
= ax  (sin  a0  sin  «!  cos ax  —  sin  «<>  sin  ax  cos  a,)  =  0 , 

und  der  Zähler  des  Factors 

axy  cos  («o +  cfj )  —  (a^  x  -      —  yy)  sin  (c^  +  «, ) 

wird 

ak*{  sin  oo  sin  «i  cos  («0+«i)  -  co«  «o  *™  *i  s'in  («o+«i  )  +  coscr0*sin  o,«  ) 

-fsincr0*sina,*  J 

C      sin  «o  cos  «o  sin  «j  cos*«t  —  sin  «<,* sin  er,*  +  sin  a0»  sin  «i*  i 
~*  1    t  — sinc^cosaosin^cos«!— 6osa02sinofl2  +  cos«fü2sincf1*  5 

=  0;  daher  wird  die  Gleichung  20)  auch  durch  die  Coordinaten 
des  Punktes  erfüllt,  und  der  Punkt  A*  liegt  daher  immer  in 
dem  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Kegelschnitte. 

Hieraus  sieht  man  also  zuvorderst,  dass  der  Kegelschnitt, 
welchen  der  Durchschnittspunkt  der  crura  describentia  beschreibt, 
wenn  der  Durchschnittspunkt  der  crura  diligentia  sich  auf  der 
beliebigen,  durch  die  Gleichung 

y=zAx\B 

charakterisirten  geraden  Linie  bewegt,  immer  durch  die  drei  ge- 
gebenen Punkte  A0t  Ax,  A2  geht. 

Specialisiren  wir  jetzt  die  durch  die  Gleichung 

y  =  Ax+B 

im  Allgemeinen  charakterisirte  gerade  Linie  dadurch,  dass  wir 
dieselbe  durch  den  Punkt  AJ  oder  (at'b9f)  legen»  «°  haben  wir 
die  Gleichung 

bt'  —  Aat'  +  B, 

also  nach  13): 
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(68  cos  «o — q3  sin  g0)  ( 63  cos  «t  —  (gt  —  ä*)  sin  at }  flt 
«i  63  cos  («o -f o, )  -  (a,  os  -  03113  -  4,63)  sin  («o + 

(aa  cos  cr0  +  63  sin  «p)  1 63  cos    —  (c^  —  q8)  sin  «f }  at  _ 
ö^cosCCü+a,)  — (a^a  —  a,^ —6368)  sin  (cto+ai)  + 

oder: 

(63  cos  a0  —  a,  sin  Oq)  { o8  cos  a,  —  (fli  —  a8)  sin  ax }  ^ 
=  A  (03 cos «0  +  63  sin  Oq)  { 63  cosai  —  (a4  —  as) sin at  J  at 
+  if  K  68  cos  («o  -f  a4 )  —     as  -  fljffg  -  6363)  sin  (a0+«i )  *  *» 

and  vergleichen  wir  nun  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  20), 
nämlich  mit  der  ^Gleichung 

(ycostf0—  arsinooJIycos«!  —  (o,  —  x)Binal\a1 
=  A  (x  cos  «o  +  y  sin  «0)  { y  cos  a,  —  (ax  —  x)  sin  «i  \  ax 
f  Ä(  «r,y  cos(«0  +  «,)  —  Kar- ara: -yy)sio  (oo  +  efj)  | , 

so  sehen  wir,  dass  diese  letztere  Gleichung  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  durch  x  =  a3,  y  =  63  erfüllt  wird,  und  dass  also 
der  durch  die  Gleichung  20)  cbarakterisirte  Kegelschnitt  unter  der 
in  Rede  stehenden  Voraussetzung  jederzeit  durch  den  Punkt  A3t 
dessen  Coordinaten  a8,  69  sind,  geht. 

Specialisirt  man  die  durch  die  Gleichung 

y  =  Ax  +  B 

im  Allgemeinen  charakterisirte  gerade  Linie  dadurch,  dass  man 
sie  durch  den  Punkt  A±  oder  (a^'b^)  legt,  so  lässt  sich  ganz 
auf  dieselbe  Art  wie  vorher  zeigen ,  dass  der  durch  die  Gleichung  20) 
charakterisirte  Kegelschnitt  durch  den  Punkt  AA,  dessen  Coordi- 
naten a4,  64  sind,  geht. 

Wenn  man  also  die  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

y=Ax  +  B 

charakterisirte  gerade  Linie  durch  den  Punkt  A9'  legt,  so  geht 
der  Kegelschnitt,  den  der  Durchschnittspunkt  der  crura  descri- 
bentia  beschreibt,  indem  der  Durcbschnittspunkt  der  crura  diri- 
gentia  sich  auf  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  bewegt, 
durch  die  vier  Punkte  AQf  Alt  A2,  A%.  Legt  man  dagegen  die 
durch  die  Gleichung 

y-Ax\B 
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im  Allgemeinen  charakterisirte  gerade  Linie  durch  den  Punkt  A±  , 
so  gebt  der  Kegelschnitt,  den  der  Durchscbnittspunkt  der  crura 
describentia  beschreibt,  indem  der  Durchscbnittspunkt  der  crura 
diligentia  sich  auf  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  bewegt, 
durch  die  vier  Punkte  A0,Alt  Ait  A4.  Wenn  man  also  die  durch 
die  Gleichnng 

y=Ax+B 

Im  Allgemeinen  charakterisirte  gerade  Linie  mit  der  durch  die 
beide'n  Punkte  A$  und  AJ  der  Lage  nach  bestimmten  geraden 
Linie  zusammenfallen  lässt,  so  gebt  der  Kegelschnitt,  den  der 
Durchscbnittspunkt  der  crura  describentia  beschreibt,  indem  der 
Durchschnittspunkt  der  crura  dirigentia  sich  auf  der  in  Rede 
stehenden  geraden  Linie,  weiche  also  durch  die  Punkte  AJ  und 
A±  der  Lage  nach  bestimmt  wird,  bewegt,  sowohl  durch  die  vier 
Punkte  A0,  Ait  A2>  Aif  als  auch  durch  die  vier  Punkte  Aüt  Alt 
folglich  durch  die  fünf  Punkte  A0i  Ax,  A2t  ^3»  ^4»  wo- 
durch die  Richtigkeit  der  obigen  Construction  des  durch  diese 
fünf  Punkte  gehenden  Kegelschnitts  vollständig  bewiesen  ist. 
Ueberbaupt  aber  enthalt  das  Vorhergehende  offenbar  eine  Anlei- 
tung zur  Beschreibung  der  Kegelschnitte  durch  drei,  vier,  fünf 
gegebene  Punkte. 

Wenn  man  die  Gleichung  20)  gehörig  entwickelt,  so  erhält 
sie  die  Form: 

!0=    { ax  sin  a0sin  «,  +  Aax  cos  cr0sin  av  +  Z?sin  (<*0  +  «1)  | 
—  |  aL  cos  «r0 cos  cfj  —  Aat  sin  «0 cos  ^  —  B sin  (cr0  -f  «x ) }  y* 
-f  a,  (sin(«0  — «,)  -\-  Acos(a0—-al)\xy 
—  o,  { sin  or0sin  ax  +  Aax  cos sin  ax  -f  i?sin  (a«,  +  a2) } .r 
+  ax  \  ax  cos  a0 sin  er,  —  Aax  sin  cr0sin  ax-\-B cos  (cr0 + ax)  }y, 
und  setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

i  Sl  =  rti2{sin(a0  —  a,)  +  ^cos(oo  -Cj)  j* 

22)    S    +  4to1sina0sincr1-f  ^o,  coscrosinofj +  Äsin(a0 

'    Xlffj  cosor0cosa,  —  ^fiisincfocosor,  —  Bsin^+a,)}, 

so  ist  bekanntlich,  jenachdem 

Ä<0,   Ä=0,  &>0 

ist,  der  durch  die  Gleichung  20)  oder  21)  charakterisirte  Kegel- 
schnitt respective  eine 
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< 

Ellipse,  Parabel,  Hyperbel. 

Die  Grosse  Sl  bringt  man  nach  gehuriger  Entwickelang  und 
einigen  leichten  Verwandlungen  auf  die  folgende  Form: 

i  Ä=«i2lsin(aö  +  a1)  +  ^cos(a0  +  al)P 

l  +4Ä{a,cos(cr0  f  a,)— ^o1sin(a0+a1)— Äsin(a0+«1)}sin(o0+«1). 

Weil  nun  aber 

ax*  I  sin  (cfo  +  «,)  +  A  cos<«0 + <*i )  )* + <»i a  t  cos  (t*0  -f  ax )  —  A  sin  I* 

=  fll*(l+^) 

und 

4Ä  { u  x  cos  (or0  +  *i)  —       sin  (<*o  +  <*i)  —    sin  (er0  -f  er, )  |  sin  (oq  +  al) 

—  Oi2  { cos  (ff0  +  aÄ)  — ^4  sin  («o + «, )  )9 
=— o,a{cos(<*0  -J-ttj)  —  ^lsin(cf0 -f  ofj)}a 
-|-  4^  B  \  cos  (ff0  +  at)  —  ^  sin  («o + c,) )  sin  (oq + er, ) — 4iB2  sin  (cr0 + «j)* 
=  —  { ot  [cos  (cr0  -f-  «j )  —  ^ sin  (or0  +  «,)]  —  2Z?sin  fe0  +  }a 
=  —  { at  cos  («o  -f  «4)  —  ^laj  sin  («b  +  a,)  —  2/?sin  («o  +  «j)  }* 
ist,  so  ist  auch:  , 

i  —  { a,  cos (a0 +*,)  -  Ja  x  sin (o©  +     — 2B sin  («o  +  «j)  }*, 

welches  der  einfachste  Ausdruck  sein  durfte,  auf  welchen  man 
die  Grösse  Sl  bringen  kann. 

Wenn  man  durch  die  vier  Punkte  A0,  Ax>  A2,  A3  eine  Para- 
bel beschreihen  will,  so  wird  man  die  Grössen  A  und  B  aus  den 
beiden  Gleichungen 

V(l  +  —  I ot  cos («o+crO  -  Aat  sin (of0+ÄJ)  —  2J£sin  K+«i) |*=0 
oder 

b3'=Aaz'+B, 

öj»  (1  +  A?)  cosec  («o  +  «j)«  -  { a,  cot     +  er, ) — Aat  —  W  )*=0, 

wo  fth*  <ra'  und  63'  ihre  aus  13)  bekannten  Werthe  zu  setzen  sind, 
bestimmen.  Denn  dann  geht  wegen  der  ersten  dieser  beiden 
Gleichungen  die  durch  die  Gleichung 
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y  =  Ax  +  B 

cbarakterisirte  gerade  Linie  durch  den  Punkt  (a^'b^')  oder  A^', 
also  nach  dem  Obigen  der  Kegelschnitt,  welchen  der  Durch- 
schnittspunkt der  crura  describentia  beschreibt,  indem  sich  der 
Durcbschnittspunkt  der  crura  dirigentia  auf  der  durch  die  Gleichung 

y  =  Ax  +  B 

charakterisirten  geraden  Linie  bewegt,  durch  die  vier  Punkte  A0, 
Atl  A%,  Az,  und  da  ausserdem  die  Gleichung  ß=0  erfüllt  ist, 
so  ist  dieser  Kegelschnitt  eine  Parabel. 


■ 


XXVI. 

Die  Lehre  vom  Schwerpunkte  in  der  elementaren 

Stereometrie. 

Von 

Herrn  E.  Essen, 
Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  Gymnasium  zu  Stargard. 


1)  Aufgabe.  Die  Summe  beliebig  vieler  Seiten- 
flächen eines  schief  abgeschnittenen  geraden  Prismas 
zu  finden. 

Auflösung.  Es  seien  Aß,  BC,  CD  drei  Grundkanten  des 
gegebenen  Prismas;  ab,  bc,  cd  die  entsprechenden  Seiten  der 
Schnittfläche;  F,  G,  H,  sowie  f,  g,  A,  die  Mitten  der  genannten 
Linien.  Alsdann  ist  die  Summe  der  drei  Paralleltrapeze  ABabt 
BCöc,  CDcd  gleich  der  Summe 

ABX  F/+  BCX  Gg  +  CDx  Uh 
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Dieser  Ausdruck  läset  sich  umformen.  Zu  dem  Ende  setzen  wir 
fest,  dass  wir  unter  den  zu  den  Punkten  F,  G\  H  gehörigen  Län- 
gen diejenigen  Seiten  verstehen  wollen,  deren  Mitten  diese  Punkte 
sind.  Dies  Torausgesetzt,  bestimmen  wir  auf  der  Linie  FG  einen 
Punkt  M  dergestalt,  dass  seine  Abstände  von  F  und  G  sich  um- 
gekehrt verhalten  wie  die  dazu  gehurigen  Längen.  Errichtet  man 
nun  in  M  ein  Loth  auf  der  Grundfläche  und  verlängert  es,  bis  es 
die  Gegenfläche  in  tu  trifft,  so  hat  man: 

(1)  (Ff-  Mm) :  (Mm-Gg)  =  FM:  GM, 

(2)  *  FM:GM=BC:AB, 
woraus  man  ableitet: 

ABx  Ff+  BCX  Gg  =  (AB+ BC)  X  Mm, 

Jetzt  möge  die  Summe  AB+BC  die  zum  Punkte  M  gehö- 
rige Länge  heissen.  Bestimmt  man  nun  wiederum  zwischen  M 
und  H  einen  Punkt  N  nach  dem  schon  oben  befolgten  Gesetz, 
nämlich  so,  dass  man  habe 

MN:  HN  =  CD:(AB  +  BC) , 

und  errichtet  sodann  in  N  das  Loth  Nn,  so  zeigt  sich  ähnlich 
wie  zuvor,  dass  man  habe: 

ABx  Ff+  BCX  Gg  +  CDx  Hh  =  (AB+  BC+  CD)  x  Nn. 

Um  also  die  Summen  beliebig  vieler  Seitenflächen  eines  Prismas 
der  vorausgesetzten  Art  zu  finden,  hat  man  die  Summe  der  Grund- 
kanten mit  einer  gewissen  Linie  zu  multipliciren,  die  senkrecht 
auf  der  Grundfläche  steht  und  bis  zur  Schnittfläche  geht.  Die 
Lage  dieser  Geraden  hängt  offenbar  von  der  Länge  und  Lage 
der  betreffenden  Grundkanten  ab. 

2)  Erklärung.  Um  den  erhaltenen  Ausdruck  bequemer  in 
Worte  fassen  zu  können,  machen  wir  folgende  Festsetzungen: 
Die  Mitte  einer  geraden  Linie  soll  auch  ihr  Centraipunkt  heissen. 
Mehrere  Linien  zusammen  heissen  ein  System  von  Linien.  Der 
Centraipunkt  eines  Systems  von  zwei  Linien  soll  derjenige  Punkt 
auf  der  Verbindungslinie  ihrer  Centraipunkte  heissen,  dessen  Ab- 
stände von  diesen  Punkten  sich  umgekehrt  verhalten,  wie  die  zu- 
gehörigen Längen.  Centraipunkt  eines  Systems  von  beliebig  vie- 
len Linien  soll  ein  nach  folgender  Regel  aufzusuchender  Punkt 
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genannt  werden:  Man  verbindet  nach  und  nach  zwei,  drei,  vier 
der  gegebenen  Linien  zu  einem  System  und  geht  jedesmal  von 
dem  Centraipunkt  de«  vorhergebenden  Systems  zu  demjenigen  des 
folgenden  fiber,  als  hätte  man  den  Centraipunkt  eines  Systems 
von  zwei  Linien  zu  suchen.  . 

- 

Fasst  man  nun  mehrere  Grundkanten  eines  geraden  Prismas 
zu  einem  Systeme  zusammen,  so  mag  das  im  Centraipunkt  dieses 
Systems  errichtete  Loth  die  Centralaxe  jener  Grundkanten  heissen. 

Hiernach  hat  man  nun  folgende  Regel:  Man  findet  die  Summe 
von  beliebigen  Seitenflächen  eines  schief  abgeschnittenen  geraden 
Prismas,  wenn  man  die  Summe  ihrer  Grundkanten  mit  der  zuge- 
hörigen, bis  zur  Gegenflärhe  verlängerten  Centralaxe  multiplicirt. 

Hierdurch  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  die  Summe  der  Sei- 
tenflächen eines  beliebigen  schief  abgeschnittenen  Prismas  zu  be- 
rechnen, da  sich  ein  solches  immer  in  zwei  gerade  schief  abge- 
schnittene PrismCn  zerlegen  lässt. 

3)  Aus  den  beiden  vorstehenden  Sätzen  ergeben  sich  sogleich 
nachstehende  Folgerungen : 

a)  Jedes  System  von  Grundkanten  hat  einen  bestimmten 
Centralpunkt,  und  es 'ist  bei  der  Aufsuchung  desselben 
gleichgültig,  welche  Ordnung  man  befolgt,  weil  man  sonst 
verschiedene  Ausdrücke  für  dieselbe  Oberfläche  erhalten 
wurde. 

t>)  Der  Centraipunkt  eines  aus  zwei  gleichen  Linien  gebil- 
deten Systems  liegt  in  der  Mitte  zwischen  den  Central- 
punkten  der  einzelnen  Linien. 

c)  Fallen  die  Centraipunkte  zweier  Systeme  zusammen,  so 
ist  derselbe  Punkt  auch  der  Centralpunkt  des  aus  beiden 
zusammengesetzten  Systems. 

,  d)  Der  Centralpunkt  des  Umfangs  einer  Figur  von  symme- 
trischer Gestalt  liegt  auf  der  Axe  der  Symmetrie,  und 
der  Centralpunkt  des  Umfangs  einer  regulären  Figur  ist 
der  Mittelpunkt  dieser  Figur. 

4)  Erklärung.  Centralpunkt  der  Fläche  eines  Dreiecks  heisst 
derjenige  Punkt,  in  welchem  sich  seine  drei  Mittellinien  durch- 
schneiden. 

5)  Lehrsati.  Mau  findet  das  Volumen  eines  schief 
abgeschnittenen  geraden  dreiseitigen  Prismas,  wenn 


Digitized  by  Goo 


in  der  elementaren  Stereometrie. 


347 


man  seine  Grundfläche  mit  dem  in  ihrem  Centraipunkte 
bis  zur  Gegenfläche  errichteten  Loth,  d.  b.  mit  der 
Centralaxe  seiner  Grundfläche,  multiplicirt. 

Beweis.   Man  hat  bekanntlich 

6' (/+!»  +  ») 

F=— 3  , 

in  welchem  Ausdrucke  G  die  Grundfläche,  ltm,n  die  Seitenkan- 
ten Aat  Bb,  Cc  vorstellen.  Halbirt  man  nun  AB  und  ab  bezüg- 
lich in  D  und  d,  so  ist  Dd=-^~.    Schneidet  man  vom  Fuss 

der  Mittellinien  CD  und  cd  den  dritten  Thcil  ah  und  sind  F  und 
f  die  Endpunkte  der  abgeschnittenen  Drittel,  so  steht  Ff  senk- 
recht auf  der  Grundfläche,  und  dabei  hat  man: 

Cc-F/  =  2(F/--Z)tf); 

mithin  ist  Ff=  +  3—  und  V~  GxFf. 

6)  Zerlegt  man  die  Grundfläche  eines  beliebigen  geraden  schief 
abgeschnittenen  Prismas  in  die  Dreiecke  Glf  G%i  G9....,  und  siud 
h>  h>  k  die  Centralaxen  dieser  Flächen  bis  zur  Gegenfläche  ge- 
rechnet, so  hat  man: 

V=z  Gxlx  +  G*k  +  G8A,  + . .. . 

- 

Dieser  Ausdruck  gestattet  dieselbe  Umformung  wie  der  frühere 
fiir  die  Oberfläche  und  giebt  zugleich  Anlass  zur  Einführung  des 
Centraipunkts  eines  Systems  von  Dreiecken,  wobei  ich  mich  jedoch 
nicht  aufzuhalten  gedenke. 

7)  Aufgabe.  Es  ist  in  einer  Ebene  MN  eine  Gerade 
PQ  gegeben  und  ausserdem  eine  Figur  ABCD....,  die 
aber  nur  auf  einer  Seite  der  Geraden  PQ  liegt;  es  soll 
das  Volumen  und  die  Oberfläche  desjenigen  Korpers 
gefunden  werden,  welcher  durch  ABCD...,  beschrie- 
ben wird,  wenn  die  Ebene  MN  um  die  Gerade  PQ  ge- 
dreht wird. 

Auflösung.  Man  suche  den  Centraipunkt  des  Umfange  und 
den  Centralptmkt  der  Fläche  der  gegebenen  Figur,  der  erstere 
möge  durch  U,  der  letztere  durch  V  bezeichnet  werden.  Alsdann 
theile  man  einen  der  Kreise,  welche  von  den  Punkten  A,  B,  C, 
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D,        U,  V  beschrieben  wurden  ,  in  2»  Theile,  lege  durch  sämmt- 

llcbe  Theilpunkte  Ebenen,  die  jedesmal  auch  durch  PQ  gehen; 
dann  werden  offenbar  alle  genannten  Kreise  in  2n  Theile  getheilt 
Zieht  man  nun  an  alle  diese  Kreise  im  ersten,  dritten,  fünften, 
überhaupt  in 'jedem  ungeraden  Theilpunkte  Tangenten,  so  schnei* 
den  sich  je  zwei  benachbarte  Tangenten  desselben  Kreises  in 
derjenigen  Ebene,  die  durch  PQ  und  den  zwischenliegenden 
Tbeilpunkt  geht.  Sänimtliche  Tangenten  bestimmen,  wenn  man 
von  denjenigen  absieht,  welche  durch  die  Centraipunkte  der  er- 
zeugenden Figur  gehen,  einen  aus  lauter  schief  abgeschnittenen 
Prismen  bestehenden  ringförmigen  Körper,  und  der  senkrechte 
Durchschnitt  sämmtlicher  Prismen  ist  der  erzeugenden  Figur  con- 
gruent.  Folglich  erhalt  man  die  Oberfläche  jenes  ringförmigen 
Körpers,  wenn  man  dtfn  Umfang  der  Figur  mit  dem  Umfange  des- 
jenigen regulären  Vielecks  multiplicirt,  dessen  Seiten  den  Kreis, 
der  vom  Centraipunkte  des  Urafangs  der  erzeugenden  Figur  be- 
schrieben wurde,  tangiren.  Denkt  man  sich  die  Anzahl  der  2n 
Theile  in's  Unendliche  wachsend,  so  nähert  sich  die  Oberfläche 
des  betrachteten  Körpers  ohne  Ende  der  Oberfläche  des  gegebe- 
nen Umdrehuugskörpers,  während  sich  jenes  reguläre  Polygon 
dem  umschlossenen  Kreise  nähert;  mithin  erhält  man  die  Ober- 
fläche des  Umdrehungskörpers,  wenn  man  den  Umfang  der  er- 
zeugenden Figur  mit  dem  Umfange  desjenigen  Kreises  multiplicirt, 
der  vom  Centraipunkte  des  ersteren  Umfanges  beschrieben  wurde. 

Ganz  Analoges  ergiebt  sich  für  das  Volumen  desselben  Körpers. 

8)  Erklärungen.  Man  versteht  unter  dem  Centraipunkte 
eines  Kreisbogens  denjenigen  Punkt,  welchem  sich  der  Centrai- 
punkt einer  gebrochenen  Linie  mit  gleichen  Seiten  ohne  Ende 
nähert,  wenn  man  die  Anzahl  dieser  Seiten  in  s  Unendliche  wach- 
sen lässt. 

Man  versteht  unter  dem  Centraipunkte  eines  Kreissegments 
denjenigen  Punkt,  dem  sich  der  Centraipunkt  einer  über  der 
Sehne  des  Segments  stehenden  Figur,  die  dem  Bogen  dieses  Seg- 
ments einbeschrieben  ist,  ohne  Ende  nähert,  wenn  man  die  Zahl 
der  Seiten  dieser  Figur  ohne  Ende  wachsen  lässt. 

Man  denke  sich  den  Bogen  AB  in  n  Theile  getheilt  und  die 
Theilpunkte  durch  Sehnen  verbunden;  x%  sei  der  Abstand  des 
Centraipunkts  der  entstandenen  gebrochenen  Linie  von  einer  be- 
liebigen Geraden  PQ,  F%  die  Oberfläche  des  Körpers,  welcher 
erzeugt  wird ,  wenn  jene  gebrochene  Linie  um  PQ  gedreht  wird, 
F  die  vom  Bogen  AB  mittelst  derselben  Umdrehung  erzeugte 
Oberfläche.    Alsdann  bat  man 
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FH  =  clxnnln> 

wofern  man  nocb  durch  In  die  Länge  der  gebrochenen  Linie  be- 
zeichnet. Denkt  man  sich  nun  n  in's  Unendliche  Machsend,  so 
nähert  sich  Fn  ohne  Ende  cler  Grösse  F,  ln  der  Länge  /  des 
Bogens  AB;  mitbin  nähert  sich  auch  xn  ohne  Ende  der  Grosse 
F 

Nimmt  man  noch  eine  zweite  Linie  P'Q'  an  und  bezeichnet 

jetzt  durch  y«,  was  vorhin  durch  xn  vorgestellt  wurde,  so  nähert 

F' 

sieb  yn  ohne  Ende  der  Grosse  »  indem  man  durch  F'  dieje- 
nige Oberfläche  bezeichnet,  welche  durch  Umdrehung  des  Bogens 
AB  um  P'Q'  entsteht.  Mithin  ist  der  Schwerpunkt  des  Bogens 
AB  ein  Punkt,  dessen  Abstände  von  PQ  und  P'Q'  bezüglich  gleich 
F  F 

jjj  und  gleich  g^j  sind ,  d.  h.  es  ist  ein  vollkommen  bestimmter 
Puokt. 

9)  Aufgabe.  Den  Schwerpunkt  eines  Bogens  AB 
to  finden. 

Auflosung.  Augenscheinlich  liegt  der  Centraipunkt  eines 
Bogens  auf  demjenigen  Durchmesser,  welcher  durch  seine  Mitte 
geht;  man  hat  daher  nur  seinen  Abstand  vom  Mittelpunkte  zu 
bestimmen.  Denkt  man  sich  den  Bogen  AB  um  einen  mit  der 
Sehne  AB  parallelen  Durchmesser  gedreht,  so  ist  die  vom  Bogen 
AB  beschriebene  Zone  bekanntlich  gleich  2m X  Sehne  AB;  mit- 
hin ist  der  Abstand  des  gesuchten  Centraipunkts 

r.TtX Sehne  AB 
Borgen  AB 
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XXVII. 

M  i  s  c  e  I  I  e  n. 


Antsog  not  einem  Brief»  des  Herrn  Doctor  G.  F.  W.  Bachr  in  Gro- 
ningen an  den  Herausgeber. 

Permettez  moi  encore  de  vous  communiquer  une  reroarque  que 
j'ai  fa'ite  en  lisant  dans  un  des  archives  (que  je  n'ai  pas  j>res  de 
moi  ä  l'instant)  une  demonstratio!)  de  la  proposition  „que  le  carre 
de  Tbypotenuse  d'un  triangle  rectangle  est  egal  a  la  somme  des 
carres  des  deux  autres  cotes. "  Peut  etre  on  Fa  faite  avant  moi. 
Cette  proposition  ne  serait  qu'un  cas  particulier  de  la  suivante: 

Si  sur  les  deux  cotes  AB  et  BC  (Planche  IX.  Fig.  5.)  d'un 
triangle  quelconque  on  construit  des  parallölogrammes  quelconques 
ABBE  et  BCFG,  et  qu'on  prolonge  les  cÄtes  ED  et  FG,  qui 
se  coupent  en  //;  on  aura,  en  tirant  HB,  qui  coupe  le  cote  op- 
pose  en  J,  et  en  prenant  J  K—  HB ,  apres  avoir  acheve  le  paral- 
lelogramme  ACE  AI,  que  ce  dernier  parallelogramme  est  egal  ä 
fa  sonime  des  deux  premiers. 

La  demonstration  est  assez  simple ;  car  en  prolongeant  LA  jus- 
qu  a  la  rencontre  JS  avec  EH,  on  aura  A BCD  =  ABIS1H=  BHSA 
*=JKAL,  et  de  meine  on  aura  QCFG  —  JKCM,  etc.,  etc. 

Maintenant  si  B  est  un  angle  droit,  et  qu'au  lieu  des  paral- 
lel ogrammes  on  construit  les  carres  des  cotes,  on  aura  par  cette 
construction  eile  meine,  BH  =  AC '=  JA';  car  le  triangle  BUH 
est  alors  e"gal  et  semldablc  au  triangle  ABC  et  BH  sera  perpen- 
diculaire  ä  AC.  Ainsi  le  the'oreme  du  carre  de  Ihypotenuse  serait 
nn  corollaire  de  cette  derniere  proposition  que  je  viens  d'enoncer. 

Voici  encore  une  construction  de  geometrie,  que  je  u'ai 
encore  rencontree  dans  aucun  Ii  vre  eMementaire,  et  pour  moi  assex 
curieuse  par  la  circonstauce  qu  elle  me  fut  proposee  dans  un  exa- 
men  il  y  a  deja  18  ans: 

Si  dans  un  paral.  ABCD  (Planche  IX.  Fig.  6.)  on  tire  les  dia- 
gonales AC  et  BD,  et  par  leur  point  de  rencontre  EF  parallele 
au  cdte*  BC;  puis  FB  et  par  le  point  de  rencontre  G,  GH  paral- 
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tele  a  BC;  puis  HB  et  par  te  point  de  rencontre  J,  JK  paral- 
lele ä  BC,  etc. ;  on  aura  EF=\BCt  GH=\BC,  JK=lBC,etc; 

la  n*™  ligne  parallele  ä        sera  egale  ä  ^-yXBC.  Lademon- 

stration  est  tres  simple,  et  peut  etre  eile  vous  seroble  bonne  poar 
les  exercices  des  commencaiits. 

II  s'en  suit,  si  GH  est  la         et       la  (n  +  l)«»»«  ligne  paral- 

2  2 

leleä£C  et  posant  Z)C=2,  ^=^71»  C^=;T+2%  Partant 
HK=  1 


(n  +       +  2)  -  (n +!)(>«  + 2)  * 

2 

Ainsi  les  segments  tels  que  Dl\  FH,  HK,  etc.  seraient  l'inverse 
des  nombres  triagonaux,  et  comnie  leur  somme  est  e^gal  au  c6t4 
DC=2  on  aura,  par  la  geometrie:' 


Von  dem  Heransgeber. 

I. 

r 

Wenn  in  Taf.  IX.  Fig.  7.  O  der  Mittelpunkt  des  um  das  Drei- 
eck ABC  beschriebenen  Kreises,  dessen  Halbmesser  wir  durch 
r  bezeirhnen  wollen,  ist,  und  auf  die  Halbmesser  OA,  OB,  OC 
in  A,  B,  C  Perpendikel  errichtet  werden,  so  entsteht  ein  neues 
Dreieck  A'B'C,  dessen  Seiten,  indem  die  Seiten  des  Dreiecks 
ABC  wie  gewöhnlich  durch  o,  6,  c  bezeichnet  werden,  wir  auf 
die  in  der  Figur  angedeutete  Weise  durch  a-f  ß,  ß-\-y,  y-f«  bt> 
zeichnen  wollen.  Die  Flächeiiraume  der  beiden  Dreiecke  ABC 
und  A'B'C  seien  respective  A  und  A'. 

Dann  ist  bekanntlich 
16z/'»=     {(«  +  /3)  +  (/J  +  y)  +  (y  +  a)IXl-(a+/J)  +  (/5+y)  +  (y+a)| 

xi(«+/3)-GHy)+(y+«)ix|  +  ÖS+y)-(y+«)l, 

also 

*)  Ich  habe  diesen  Brief  des  rerehrten  Herrn  Verfassers  wegen  sei- 
nes interessanten  Inhalts  ganz  abdrucken  lassen;  man  rergl.  aber  auch 
die  Noten  des  Herrn  Prof.  Stecskowski  in  Krakau  in  ThLXXIl.  S.  354. 
Thl.  XXUI.  S.  359.  O. 
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1)  ^'»  =  a/Jy(«  +  |S+y). 

Nun  ist  aber  auch 

A'  =  i(a  +  ß)r  +      +  y)r  +  i(y  + 

also 

2)  ^  =  (a  +  /5  +  y)r. 
Vergleicht  man  2)  mit  1),  so  erhält  man: 


Auf  der  Stelle  erhellet  die  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichungen : 
4)        A  +  \A'=W>,   B  +  iß'  =  90°,  C+iC=W. 

Nun  ist  offenbar 

A'  —  A  =  i«*sin  A'  +  4/3*sin        iy»sin  C . 

also  nach  4): 

A'-A  =  i««  sin  24  +  i|3*sin2B  +  *y*sin2C. 

Aber 


a 

ia=zas'm\A' =  acosA,  a=2cosAf 
ib  =  ß8\niB'=ßcosB,  ß=2^B'9 
4c  =  ysin4C/=ycosC,  Y=^c> 

also  nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  leicht  findet: 

5)  A'  —  A  =      tang  4+6*  tang  2*  +  c*  tang  C). 
Weil  offenbar 

a  =  rtaog4,  |3=rtangB,  y=rtangC 
ist,  so  ist  nach  3) 

r8  tang  A  tang/?  tang  C 
T  —  r(tang A  f  tang/?  +  tang C)* 

also 

6)  tang4+tangB+tang  C=  tang  AttngB  tang  C, 

eine  bekannte  Relation  zwischen  drei  der  Bedingung 

4  +  B  +  C=180° 

genugenden  Winkeln. 
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Nach  3)  und  den  vorher  gefundenen  Ausdrücken 

 a_   b  c 

w-2co8^,  P^2^B'  y-2Jo7C 


ist: 


abc 


4  8 cos  A  cos  B  cos  C 

2  Vcos^cosÄ^cosCy 
woraus  sich  leicht  die  folgende  Relation  erglebt: 

coSi4  co8.fi    cos/?  cosC  .  cosC  cos^ 


_  /iy 


a        6  6        c     r    c  a 

Auch  ist  nach  1): 

8)  Jt9  =  1  -    q   ,    6    .    C    (  a     I     6     .  _£\ 
'  16  cos  ^ '  co3 /f  *  cos  Cycos /I  Tcosß  cosC/ 

Nach  2),  und  weil  nach  dem  Obigen 

a  =  rtangy4,   0=rtang2?,  y=rtangC 
ist,  ist  auch: 

9)  =  r*  (tang  ^+ tang  #  + tang  C), 
also  nach  6): 

10)  A'  =  r*  tang  A  tang  ß  fang  C 

Im  Vorhergehenden  ist,  was  wohl  zu  beachten  ist,  fiberall 
angenommen  worden,  dass  der  Mittelpunkt  O  des  um  das  Drei- 
eck ABC  beschriebenen  Kreises  innerhalb  dieses  Dreiecks 
liege.  Wie  man  »ich  zu  verhalten  hat,  wenn  O  ausserhalb  des 
Dreiecks  ABC  fallt,  bedarf  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht. 
Wir  thei]en  das  Obige  nur  mit,  weil  es  vielleicht  eine  zweck* 
massige  Uebung  für  »Schüler  abgeben  kann,  ohne  uns  auf  eine 
weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  einzulassen. 


IL 

Geometrischer  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise, 
welche  zwei  gegebene  Kreise  berühren. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  die  beiden  gegebenen  Kreise 
von  den  gesuchten  Kreisen  von  Aussen  berührt  werden  sollen. 

Theil  XXIV.  24 
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muelien. 


Berührungen  von  Innen  gestatten  natürlich  eine  ganz  ähnliche  Be- 
handlung, was  wir  hier  nicht  weiter  berühren,  weil  das  Folgende 
nur  den  Zweck  hat,  zur  Uebung  bei  dem  Unterrichte  benutzt  zu 
werden. 

Die  Halbmesser  der  beiden  gegebenen  Kreise  seien  r  und  r,. 
Den  Mittelpunkt  des  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Krei- 
ses nehme  man  als  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordiuatensysteros 
jler  xy  an,  und  lege  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  durch  den 
Mittelpunkt  des  mit  dem  Halbmesser  rx  beschriebenen  Kreises. 
Die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise  von 
einander  sei  a.  Sind  dann  o  der  Halbmesser  und  w,  v  die  Coor- 
dinaten  des  Mittelpunkts  irgend  eines  der  gesuchten  Kreise,  so 
bat  man  offenbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

«HcJ  =  (rfp)2, 
(11 -o)2  + ^(n+p)*; 

und  findet  nun  die  Gleichung  des  zu  bestimmenden  geometrischen 
Orts,  wenn  man  aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  q  eli- 
roinirt.  Zieht  man  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  ab,  so 
erhält  man: 

a*— 2au  =r  ri*— r*  -f  2  (r,  —  r)  p , 

«2  —  2nu  +  rg  — r,» 
2(ri-r) 


und  folglich 


aa— 2au  —  (r  —  r,)J 


Daher  ist  die  Gleichung  des  Orts: 

tt  +ü  -  4(r-rA)* 

Au«  dieser  Gleichung  folgt: 

_  ( „2  „  2q  k  -  (r  -  r, )» |»  -  4  (r  -  r, )»  n» 
P-  4(r-r,)»  ' 

also,  wenn  man  den  Zähler  in  Factoren  zerlegt: 

10*-^-^^)*  +  2(r-rl)u\\a*-2au-(r-rl)*-2(r-rt)u\ 

4(r-ri)*  ' 

oder,  wenn  man  in  jedem  der  beiden  Factoren  des  Zählers  u* 
addirt  und  subtrabirt: 
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«_  ( (a  —  11)»  —  (r  - r,  —><)«)  ( (a — u)«— (r  -  rt  +  «)«) 

4(r-r.)» 

Zerlegt  man  nun  jeden  der  beiden  Factoren  de»  Zählers  von  Neuem 
in  awei  Factoren,  so  erhält  man: 

.  _  (a-r  +  r,)(a  +  r -r,)(q -r -t-i^— 2n)  (o  -f  r— rt—  2») 
8  -  -  4(7=^  ■' 

also:  • 

•  =  :t  2(r-ri)  * 

Mittelst  dieser  nicht  ganz  uninteressanten  Formel  lassen  sich 
für  jedes  u  die  entsprechenden  v,  wenn  dieselben  überhaupt  mög- 
lich sind,  berechnen.   Das  Weitere  bleibe  dem  Leser  überlassen. 


III. 

Wenn  ABCDEF  in  Taf.  IX.  Fig.  8.  ein  sogenanntes  vollstän- 
diges Viereck  ist  und  AB—a,  BE=zb,  AD=c,  DF=dt  BC=e, 
CFz=f,  CD=g,  CE  =  h  gesetzt  wird,  so  findet  zwischen  den 
acht  Grössen  a,  b,  c,  d,  e,  f,  ff,  h  immer  eine  Gleichung  oder 
Relation  Statt,  die  auf  folgende  Art  leicht  gefunden  werden  kann. 

Offenbar  hat  man  die  Gleichung: 

A  ADE  f  A  CDF=  &ABF  +  A  BCE, 

also  nach  einem  bekannten  Satze  von  dem  Inhalte  des  Dreiecks: 

(a  +  A)csina:  -f-  rf^sintc  =  (c-f  rf)asinx-f-6esiut>. 

In  den  Dreiecken  ADE  und  ABF  ist  aber: 

sin  x :  sin  xo  =  ff  -f  h :  a  -f-  6 , 
sin  a;:  sine  =  e  +  /':c  +  tf; 

also 

ff  +  o  .  c  +  rf  . 

«inu>=  — -rsinx,   sin  c  = —7-7.  sin x 

und  folglich,  wenn  man  diese  Werthe  von  sinte  und  sin«  in  die 
obige  Gleichung  einführt  und  dann  durch  sin 4;  dividirt: 

(0  +  6)c  +  ^£±2  =  (c+rf)o  +  «.i±£ 
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Hebt  man  ac  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  auf,  so  wird 
dieselbe : 

oder 

•      ,  c+d  a-f  6 

oc—oe — 77=00  —  uo — .—7  » 

also,  wie  man  sogleich  Obersieht: 

.  cf—  de      _  ah — bg 

oder 

*>  ($  +  Ä)  (cf-  de)  =  d  (e  +  f)  (ah  -  fy)  , 

oder 

6  ff  +  A  c/"—  de 
d'TVf'aT^bg-1' 


Man  kann  auch  auf  folgende  Art  zu  dieser  Relation  gelan- 
gen.   Offenbar  hat  man  die  Gleichung: 

A  ABF  -  A  CDF=  A        —  A 

also 

(e  +  f)  a  sin  t>  —fgsmy  =  (o;  -f-  Ä)  c  sin  te  —  eA  siny ; 
aber  in  den  Dreiecken  ÄCE  und  CZ)F: 

sin^:sinr  =  b:h, 
ein  y :  sin  w=d:f; 

also 

sine  =  £siny,  sin«?  =  £siny; 
folglich  nach  dem  Obigen: 

<« +/)  ^  - <^  +    f  -  *A, 

oder 
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oder 

*>f  __a(e  +  f)-\-  be     e(a  +  b)  +  af 
dh~~~ c{g  +  h)  +  dg~~  g(c  +  d)  +  ck\ 

Diese  Relation  auf  die  obige  Form  zu  bringen  hat  keine  Schwie- 
rigkeit, und  wir  verweilen  daher  dabei  nicht  länger. 

Man  kann  sich  der  obigen  Gleichungen  in  vielen  Fällen  mit 
Vortheil  bei  dem  Beweisen  anderer  Sätze  bedienen.  Um  hierzu 
ein  Beispiel  zu  geben,  wählen  wir  den  interessanten  Satz  von 
Älonge*),  dass  der  Schwerpunkt  einer  dreiseitigen 
Pyramide  in  der  Mitte  der  geraden  Linie  liegt,  welche 
die  Mittelpunkte  zweier  gegenüberstehenden  Kanten 
der  Pyramide  mit  einander  verbindet. 

Wenn  AFGH  in  Taf.  IX.  Fig.  9.  eine  dreiseitige  Pyramide  ist, 
so  findet  man  deren  Schwerpunkt  bekanntlich  auf  folgende  Art, 
wie  in  jedem  Lehrbuche  der  Statik  bewiesen  wird.  Man  halbire 
GH  in  E,  ziehe  AE,  und  nehme  BE  =  \AE,  so  ist  B  der  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  AGH,  und  der  Schwerpunkt  der  Pyramide 
wird  ferner  erhalten,  wenn  man  FB  zieht  und  BC"=lFB  nimmt, 
wo  dann  C  der-  Schwerpunkt  der  Pyramide  sein  wird. 

Soll  nun  der  Satz  von  Monge  richtig  sein,  so  müssen  in  dem 
vollständigen  Vierecke  AB CDEF  (Taf.  IX.  Fig.  8.)  die  Verhältnisse 

BE  ,  BC_X  AD  ,  CD  . 
AM"*'    CF~*9   DF~  '  VE~~' 

oder 
oder 

a=2b,  /=3e,  d=c,  h=g 

der  Gleichung 

6  g  +  h  cf —  de  ^ 

d*  e\f '  ah—6g~ 

Genüge  leisten.  Führt  man  aber  die  obigen  Werthe  von  o,  f9 
d,  h  in  diese  Gleichung  ein,  so  erhält  man  wirklich 


*)  Monge  hat  dienen  Salz  zuerst  in  der  Correipoodance  «ur 
l'4cole  imperiale  pol  ytechnique.  II*  Volume.  No.  Ier.  Jan- 
Tier  1809*  p.  3.  initgctheilt  und  auf  zwei  verschiedene  Arten  bewiesen. 
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b  2y  See  —  ce  b  g  2ce  

c  te'2bff-bg—~c'2e'~ty—lt 

so  <lass  also  die  in  Rede  stehenden  Verhältnisse  der  Gleichung 

b  g  +  h  cf—tle 
d'e  +  fah-bg-  1 

in  der  That  genfigen,  und  der  Satz  von  Monge  also  richtig  ist 
Wählt  man  zum  Ben  eise  die  Gleichung 

bf  _  a(e+f)  +  be 
dh—c(g  +  h)  +  dg' 

so  muss  sein: 

3be  _  8be+be _%e _3be 
cg  ~  2cg  +  cg~Zcg~  ~cg ' 

was  also  wirklich  der  Fall  ist. 


IV. 

•  * 

A  u  f  g  a  b  e. 

Wie  gross  ist  der  Korper,  welcher  durch  Unidreh- 
ung eines  mit  der  Urehungsaxe  DF  fest  verbundenen 
Dreiecks  ABC  entsteht,  wenn  die  Verlängerungen 
zweier  Seiten  AB  und  AC  die  Axe  unter  den  Winkeln 
c  und  ß  in  einem  Abstände  DF=a  schneiden,  und  wenn 
die  verlängerte  dritte  Seite  BC  in  der  Mitte  E  von  DF 
auf  DF  senkrecht  steht?   (Taf.  IX.  Fig.  10.) 

Auflösung. 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  bei  der  Umdrehung  des  Drei- 
ecks ABC  entstandenen  Körpers  durch  F,  so  ist  offenbar,  wenn 
AG  auf  DF  senkrecht  steht: 

V^ln.BEP.DE+lTt.CFP.EF—ln.AGi.DF 
=  Ina  ({BE2  +  \CE*—AG*). 

Aber 

2?£=iatang«,   C£=iatang/J,  AG^^^l 


also 
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Es  ist  aber 

tang  o»  + tang  ^  /IV 
8  Vcota  +  cotjS/ 

tanga^-Hang/?2  tanga*tangft2 
8  (tang  a  +  tang  0)* 

tanga*  +  tangfi*  fange*  tang  fl*  

8  tang  a2  +  tang/^2  +  *2  taug  alang  ß 

_  (tangaa-f  tan  gft2)a  -f  2  tangatangft(ta n gq*  f  ta nftß2) — 8  tanga^tanc^ 

8  (lang  a  >  tang/3)'2 

tangc^^tanga^tangjy  f  fang/34  +  2tgatg  ft(tga2— 2tgatgff-Hgj32) 
~~  8(tanga  +  taug 

V 

(tang«2  —  tang  ff*)*-f  2  fange  tang/?  (tang«  —  tangft)* 

8  (taug  u  \-  tang  ß)2 

(tanga  —  tang ß)2\  (fange  +  tang/?)»  +  2  fang«  tang  ff) 

8(tango  +  tangj3)a 

= *  Cl?«+£ffD* (tango* + 4  tongB  ung  ß + ",og'i2) 

=  J  '(«»»g^KUnnotans/J  +  tang/S«); 

also 

Auch  ist 

tangqg  +  tangff»  _  /IV 
8  Vcota  +  cot/?/ 

.  (sin(a — ß) )  2  „  ( ,  .     2  tang  a  fang  ß  j 

=  »      ■       ,  p      (tanga  +  tangP)«   1  +  t*          «  ,  ^ 

<  8in(«-|- p) '    N     n  or/  (       (tanga  +  tan«,' p)*  J 

—l  1  /*    j  »in(g  +  ft)  j  »  j  2sinaco8a8in/?co8/3i 

jsin(a  +  /3)t    *  icosacosfff     '1  +        sin(a  +  /3)*  f 

—  i  i  «"(«  — P)  f  *  j  l  •  8»n2a8in2/3  j 
leosacosffi     .    +  2sin(q  +  /3)»i  ' 

also 

r     1    ♦,t8'n(a-/3)J  '  j  8in2agin2/?} 
F=24Ä<!  jcosacoa/jf     l 1  +  28.n(«  +  /3)*J  ' 

Setzt  man 
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•0  wird 


1  na*\  6in^-ft  (' 
24  <cosacos/?cosg>' 


V. 


Poissons  Wahlspruch  war  folgender:  „La  vie  n'est  bonne 
qu'a  deux  choses:  ä  faire  des  mathöraatiques  et  ä  les  professer." 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Lehramts -Praktikanten  Leopold 
Stizenberger  zu  Heidelberg  an  den  Herausgeber. 

Erlauben  Sie,  dass  ich  Ihnen  einen  auf  alte  Geometrie  ge- 
stutzten Beweis  des  Lehrsatzes,  dass  sich  die  drei  Mittellinien 
des  Dreiecks  in  einem  Punkte  durchschneiden,  mittheile.  leb 
glaube,  dass  der  erwähnte  Lehrsatz  durch  alte  Geometrie  nicht 
einfacher  und  eleganter  bewiesen  werden  kann. 


Wenn  man  die  drei  Seiten  eines  Dreieckes  ABC 
(Taf.  IX.  Fig. 41.)  in  den  Punkten  Z>,  E,  F  halbirt  und 
diese  Punkte  mit  den  gegenüberliegenden  Spitzen  C, 
A,  B  des  Dreieckes  durch  gerade  Linien  verbindet,  so 
schneiden  sieb  letztere  in  einem  Punkte  O  innerhalb 
des  Dreieckes. 

Beweis.  Zuerst  ziehe  man  die  Geraden  AE  und  CD;  diese 
müssen  sich  nothwendig  in  irgend  einem  Punkte  O  innerhalb  des 
Dreieckes  ABC  durchschneiden.  Verbindet  man  nun  den  Punkt 
O  einmal  mit  der  Spitze  B,  dann  mit  dem  Mittelpunkte  F\on  AC, 
so  lauft  der  Beweis  darauf  hinaus,  darzuthun,  dass  BOF  eine 
gerade  Linie  ist.  Zieht  man  durch  die  Mittelpunkte  D,  E,  F  die 
Geraden  DE  und  EF,  so  läuft  jede  derselben  mit  der  gegen- 
überliegenden Seite  des  Dreieckes  ABC  parallel  und  ist  jeweils 
die  Hälfte  davon;  daraus  folgt:  ZDEA=:EAC  und  Z.  EDC 
=zDCA,  also  \DOE oo  AOC.  Es  findet  daher  die  Proportion 
statt:  OE:  OA  —  DE:AC=  1:2;  da  zudem  FE=IAB  und 
OEF=z  BAO,  so  müssen  auch  die  Dreiecke  EOF  und  BOA 
ähnlich  sein;  demnach  ist  Z  EOF  =  BOA,  was  nur  stattlinden 
kann,  wenn  BOF  eine  gerade  Linie  ist 


(Institut.  1855.  Nr.  1103.  p.168.) 
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ie  Orientirung  des  Messtisches  nach  zwei  gegebenen 

Punkten. 

Von 

Herrn  Professor  K.  Bret/mann 

an  der  k.  k.  Forstlehran^talt  zu  Mariabrunn. 


Die  Aufgabe  des  Rückwärtseinschneidens  nach  zwei  oder  drei 
ihrer  Lage  nach  gegebenen  Punkten  gehört  unstreitig  unter  die 
wichtigsten  Aufgaben  der  ganzen  Geodäsie,  da  man  durch  Lösung 
derselben  im  Stande  ist,  aus  der  bekannten  Lage  dieser,  wenn 
auch  ganz  unzugänglichen  Punkte  die  Lage  beliebig  vieler  ande- 
rer Punkte  zu  bestimmen,  und  so  die  Vermessung  einer  ganzen 
Landesstrecke  auf  die  bekannte  Lage  von  zwei  oder  drei  gege- 
benen Punkten  zu  gründen. 

Es  haben  sich  daher  auch  die  berühmtesten  Geometer,  wie 
Lambert,  Delambre,  Bessel,  Bohnenberger  u.  a.  m.  mit 
dieser  Aufgabe  beschäftigt  und  zu  ihrer  Lösung  die  scharfsinnig- 
sten Methoden  angegeben,  von  denen  sich  aber  gleichwohl  viele, 
der  auszuführenden  komplizirten  Konstruktionen  wegen,  für  die 
Praxis  nur  wenig  eignen. 

Namentlich  hat  die  Aufgabe  des  Rückwärtseinschneidens  nach 
drei  ihrer  Lage  nach  bekannten  Punkten  —  die  sogenannte  Po* 
thenotische  Aufgabe  —  eine  vielfache  Bearbeitung  gefunden,  und 
wir  besitzen  zu  ihrer  direkten  Lösung  mittelst  des  Messtisches 
mehrere  Methoden,  unter  denen  sich  vorzüglich  die  von  Bohnen- 
berger und  Bessel  angegebene  durch  Scharfsinn  und  Eleganz 
auszeichnet. 

Th.il  HIV.  25 
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Trotzdem  wenden  aber  die  meisten  Praktiker  znr  Losung  die- 
ser Aufgabe  mittelst  des  Messtiscbes  fast  ausschliesslich  nur  da* 
von  dem  sächsischen  Major  Lehmann  zuerst  angegebene  Nähe- 
rungsverfahren  an,  da  sie  durch  dieses  unter  allen  Umstanden  an- 
wendbare Verfahren  eben  so  sicher  und  in  der  Regel  schneller 
zum  Ziele  gelangen. 

Viel  seltener  als  die  P  othenotisebe  Aufgabe  kam  bis  jetzt 
bei  Messtischaufnahmen  die  Orientirung  des  Tisches  nach  zwei 
gegebenen  Punkten  in  Anwendung,  und  es  dürfte  der  Grund  hier- 
von darin  zu  suchen  sein,  dass  alle  bekannten  Auflösungen  die- 
ser Aufgabe  ziemlich  komplizirt  sind  und  eine  zweimalige  Auf- 
stellung des  Messtisches  nothwendig  machen.  Das  nachstehende 
Verfahren  der  Orientirung  des  Messtisches  nach  zwei  gegebenen 
Punkten  erheischt  nur  eine  einmalige  Aufstellung  des  Tische« 
über  dem  zu  bestimmenden  Punkte,  und  scheint  sich,  obgleich 
es  die  richtige  Lage  des  gesuchten  dritten  Punktes  nur  näherungs- 
weise liefert,  durch  leichte  und  sichere  Ausführbarkeit  für  die 
Messtischpraxis  besonders  zu  empfehlen. 

Zur  Begründung  dieses  Verfahrens  muss  ich  jedoch  ein  paar 
geometrische  Sätze  vorausschicken. 

Erster  Satz. 

Halbirt  man  in  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  XI.  Fig.  1.)  die 
zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels  ACB  gezogene 
Gerade  EF  im  Punkte  gl9  und  schneiden  sich  die  durch 
die  Punkte  C  und  gv  gezogene  Linie  CDX  und  die  bei- 
den Transversalen  EB,  FA  nicht  in  einem  Punkte,  so 
ist  auch  die  Linie  EF  nicht  parallel  zur  Seite  AB. 

Beweis. 

Man  denke  sich  durch  den  Punkt  C  und  den  nicht  auf  der 
Linie  CDX  liegenden  Durchschnittspunkt  O  der  beiden  Transver- 
salen die  Linie  CD  gezogen,  so  besteht  nach  einem  bekannten 
geometrischen  Satze  die  Gleichung: 

CE .  AD .  BF  =  CF.BD.AE. 

Wäre  nun  die  Linie  EF,  trotzdem,  dass  sich  die  drei  Transver- 
salen CDX,  EB,  FA  nicht  in  einem  Punkte  schneiden,  doch  zur 
Seite  AB  parallel,  so  bestünde  die  Proportion 

CE.EA=CF:FB, 
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welcher  folgt: 

CE.BF=CF.EA. 

Man  hätte  daher  auch  mit  Rucksicht  auf  die  obige  Gleichung: 

AD  =  BD  =  \AB. 

Unter  der  Voraussetzung  der  parallelen  Lage  der  Linien  AB.  und 
EF  bestunden  aber  auch  die  Proportionen : 

CE:CA  =  Egl:ADl, 

CE:CA=EF:AB; 

aus  welchen  folgt: 

Egx  :ADX  =  EF:AB, 
An  —  EVi ' Aß 

oder,  da,  der  Konstruktion  gemäss,  Egx  =\EF: 

AD=^™  =  \AB. 

Wäre  demnach,  trotzdem,  dass  sich  die  drei  Transversalen  des 
Dreieckes  ABC  nicht  in  einem  Punkte  schneiden,  die  Linie  EF  . 
doch  parallel  zur  Seite  AB,  so  tnusste  die  Gleichung 

AD=ADX=.\AB 

bestehen!  welche  eine  Absurdität  ausspricht;  folglich  kann  auch 
die  Linie  DE  nicht  parallel  zur  Seite  AB  sein. 

Zweiter  Satz. 

Halbirt  man  in  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  XL  Fig.  2.) 
die  Linie  EF  in  g  und  schneiden  sich  die  durch  den 
Halbirungspunkt  g  gezogene  Linie  CD  und  die  Trans- 
versalen EB  und  FA  in  einem  Punkte  O,  so  ist  auch 
die  Linie  EF  parallel  zur  Seite  AB. 

Beweis. 

Wäre  unter  dieser  Voraussetzung  die  Linie  EF  nicht  paral- 
lel zu  AB,  so  Wesse  sich  durch  den  Punkt  E  eine  andere  Linie 
EFX  parallel  zur  Seite  AB  ziehen.  Denkt  man  sich  nun  wieder 
die  Transversalen  EB  und  FXA  gezogen ,  so  kann  die  Transver- 

25* 
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sale  FXA  nicht  durch  den  Durchschoittspunkt  O  der  Halbirungs- 
linie  CD  mit  der  Transversale  EB  gehen,  wenn  nicht  auch  EF, 
mit  EF  zusammenfallt.  Schneiden  sich  aber  die  drei  Transver- 
salen CD,  EB  und  FXA  nicht  in  einem  Punkte,  so  ist  nach  dem 
ersten  Satze  auch  EFX  nicht  parallel  zur  Seite  AB.  Da  sieb 
nun  dasselbe  von  jeder  anderen,  durch  den  Punkt  E  gezogenen, 
nicht  mit  EF  zusammenfallenden  Linie  beweisen  lässt,  so  mosi 
auch  EF  parallel  zur  Seite  AB  sein. 

Aufgabe. 

Es  sei  die  Entfernung  zweier  Punkte  A  und  B  (Tut  XV 
Fig.3.)  auf  dem  Felde  auf  dem  Messtischblatte  in  der 
Verjüngung  ab  gegeben;  man  soll  die  Lage  c  eines 
dritten  Punktes  C  in  der  Natur  auf  dem  Tischblatte 
bestimmen,  wenn  man  sich  weder  auf  den  Punkten  A 
und  B,  noch  auch  in  der  Liuie  AB  oder  ihrer  Verlän- 
gerung mit  dem  Messtische  aufstellen  kann. 

Auflosung. 

Man  halbire  die  auf  dem  Tischblatte  gegebene  Verjüngung 
der  Linie  Aß  auf  dem  Felde  in  dem  Punkte  g,  stelle  den  Mess- 
tisch  über  dem  Punkte  C  so  auf,  dass  die  Verjüngung  ab  auf  dem 
Tischbiatte,  dem  Augenmaasse  nach,  eine  zur  Linie  AB  auf  dem 
Felde  parallele  Lage  hat,  und  befestige  sodann  das  Tischblatt. 
Hierauf  lege  man  das  Visirlineal  an  die  Punkte  a,  6,  visire  nach 
den  gleichnamigen  Punkten  A,  ß  auf  dem  Felde  und  ziehe  diese 
Visirrichtungen  nach  rückwärts  aus,  bis  sich  dieselben  auf  dem 
Tischblatte  in  einem  Punkte  c  schneiden,  welcher  eine  vorläufige 
Verzeichnung  des  gleichnamigen  Punktes  C  auf  dem  Felde  lie- 
fert. Hätte  man  bei  der  Aufstellung  des  Messtisches  in  C  die 
parallele  Lage  der  Linien  ab  auf  dem  Tischblatte  und  AB  auf 
dem  Felde,  dem  Augenmaasse  nach  zufällig  getroffen,  so  wäre 
nach  dem  beschriebenen  Vorgange  auch  c  die  richtige  Verzeich, 
nung  des  in  vertikaler  Richtung  unter  ihm  liegenden  Punktes  C 
auf  dem  Felde. 

Um  nun  die  parallele  Lage  der  Linien  ab  und  AB  und  so- 
mit auch  die  Richtigkeit  der  Verzeichnung  des  Punktes  c  zu  prü- 
fen, ziehe  man  durch  den  Punkt  c  auf  dem  Tischblatte  und  den 
Halbirungspunkt  g  der  verjüngten  Linie  ab  eine  Linie  cD  von 
unbestimmter  Länge  gegen  die  Gerade  AB  auf  dem  Felde  aus, 
lege  das  Visirlineal  an  den  Punkt  a  auf  dem  Tischblatte,  visire 
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nach  dem  Punkte  B  auf  dem  Felde  und  bezeichne  den  Durch- 
schnittspunkt o  dieser  Verrichtung  mit  der  gezogenen  Linie  cD 
durch  einen  ganz  feinen  Punkt.  Nun  lege  man  das  Visirlineal  an 
den  Punkt  b  auf  dem  Tischblatte,  visire  nach  dem  Punkte  A  auf 
dem  Felde  und  sehe  zu,  ob  diese  Visirrichtung  durch  den  Punkt 
o  auf  dem  Tischblatte  hindurchgebt.  Ist  diess  wie  in  Taf.  XI.  Fig.  3. 
der  Fall,  so  schneiden  sich  die  beiden  Transversalen  bA,  aß 
und  die  Halbirungslinie  cD  in  einem  Punkte,  und  es  ist  nach  dem 
zweiten  Satze  ab  parallel  zur  Linie  AB  auf  dem  Felde,  folglich 
auch  der  Punkt  c  auf  dem  Tiscbblatte  die  richtige  Verzeichnung 
des  vertikal  unter  ihm  liegenden  Punktes  C  auf  dem  Felde,  den. 
man  durch  Einlothung  jederzeit  leicht  ßnden  kann.  Trifft  aber 
die  Visirrichtung  durch  die  Punkte  b  und  o,  wie  in  Taf.  XI.  Fig.  4., 
nicht  nach  dem  Punkte  A,  sondern  etwa  nach  />,  so  ist  nach 
dem  ersten  Satze  ab  nicht  parallel  zu  AB  %  folglich  auch  die  Lage 
des  Punktes  c  auf  dem  Tischblatte  nicht  richtig  bestimmt.  Die 
Lage  der  Visirrichtung  boD  gegen  die  Transversale  bA  gibt  uns 
aber  ein  Mittel  an  die  Hand,  zur  richtigen  Bestimmung  dieses 
Punktes  zu  gelangen. 

Man  wird  nämlich,  um  die  noch  nicht  parallele  Lage  der  ver- 
jüngten Linie  ab  auf  dem  Tischblatte  gegen  die  Linie  AB  auf 
dem  Felde  zu  verbessern,  das  Tischblatt  so  drehen  müssen,  dass 
eich  dabei  die  Visirrichtung  boD  der  Lage  der  Transversale  bA 
nähert.  Stellt  man  sodann  das  Tischblatt  fest,  legt  das  Visir- 
lineal abermals  an  die  Endpunkte  a4,  bx  der  verjungten  Linie  axbx 
in  ihrer  jetzigen,  durch  die  vorgenommene  Drehung  des  Tisch- 
blattes veränderten  Lage,  visirt  nach  den  gleichnamigen  Punkten 
A,  B  auf  dem  Felde  und  zieht  diese  Visirrichtungen  nach  rück- 
wärts aus,  so  ergibt  sich  in  ihrem  Durchschnittspunkte  ct  eine 
neue  Verzeichnung  des  vertikal  unter  ihm  gelegenen  Punktes  C 
auf  dem  Felde. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  neuen  Verzeichnung  des  Punktes 
C  zu  prüfen,  ziehe  man  wieder  durch  den  Punkt  c,  auf  dem 
Tischblatte  uod  den  Halbirungspunkt  gx  der  verjüngten  Linie 
in  seiner  jetzigen  Lage  eine  leine  Bleilinie  cltji J  von  unbestimm- 
ter Länge  gegen  die  Gerade  AB  auf  dem  Felde,  lege  das  Visir- 
lineal an  den  Punkt  a, ,  visire  nach  dem  Punkte  B  auf  dem  Felde 
und  bezeichne  den  Durchschnittspunkt  ot  dieser  Visur  mit  der 
Halbirungslinie  etgtJ  durch  einen  feinen  Punkt.  Hierauf  lege  man 
das  Visirlineal  an  die  Punkte  bx  und  ox  und  sehe,  ob  die  durch 
diese  Punkte  angegebene  Visirrichtung  genau  auf  den  Punkt  A 
auf  dem  Felde  trifft,  oder  man  lege  das  Visirlineal  an  den  Punkt 
bx  auf  dem  Tischblatte ,  visire  nach  dem  Punkte  A  auf  dem  Felde 


Digitized  by  Google 


- 

366  K-  Breymann:   DU  Orlentirung  des  Messtisches 


und  sehe,  ob  diese  Visirrichtung  durch  den  bereits  auf  dem  Tisch- 
blatte  festliegenden  Punkt  Oj  hindurchgeht.  Ist  diess  der  Fall, 
so  ist  nunmehr  r?16l  parallel  zur  Linie  AB  auf  dem  Felde  und 
der  Punkt  c,  auf  dem  Tischblatte  die  richtige  Verzeichnung  des 
in  vertikaler  Richtung  unter  ihm  liegenden  Punktes  C  auf  dem  Felde, 
welcher  durch  Einlothung  jederzeit  leicht  gefunden  werden  kann. 

Sollte  aber  die  Visirrichtung  bYox  noch  nicht  genau  nach  dem 
Punkte  A  auf  dem  Felde  hinweisen,  so  drehe  man  das  Tischblatt 
abermals  in  der  Richtung,  dass  sich  dabei  die  Visirrichtung  btox 
der  Richtung  der  Transversale  bxA  nähert,  und  wiederhole  das 
oben  beschriebene,  sehr  schnell  zu  bewerkstelligende  Verfahren 
60  lange,  bis  die  beiden  Transversalen  und  die  Halbirungslinie 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  in  welchem  Falle  dann  die  Ver- 
jüngung ab  parallel  zur  Linie  AB  auf  dem  Felde  und  der  durch 
Rückwärtseinschneiden  erhaltene  Punkt  c  auf  dem  Tischblatte  die 
richtige  Verzeichnung  des  vertikal  unter  ihm  liegenden  Punktes 
C  auf  dem  Felde  ist.  Einige  Wiederholungen  dieses  in  sehr  kur- 
zer Zeit  auszuführenden  Verfahrens  werden  bei  nur  einiger  Uebung 
genügen,  um  den  beabsichtigten  Zweck  zu  erreichen. 

Dieses  leicht  und  mit  grosser  Scharfe  ausführbare  Verfahren 
zur  Orientirung  des  Messtisches  nach  zwei  gegebenen  Punkten 
erheischt  nur  eine  einmalige  Aufstellung  des  Messtisches  über  dem 
zu  bestimmenden  Punkte,  und  liefert  daher  die  Verzeichnung  eines 
dritten  Punktes,  besonders  wenn  die  gegebenen  und  der  zu  be- 
stimmende Punkt  weit  von  einander  entfernt  sind,  in  der  kürze- 
sten Zeit.  Dasselbe  scheint  daher  zu  graphischen  Triangulirun- 
gen  vorzüglich  anwendbar  zu  sein  und  dürfte  die  jedenfalls 
komplizirtere  Pothenotiscbe  Aufgabe  in  den  meisten  Fällen 
entbehrlich  machen. 

Ein  minder  scharfes  Resultat  liefert  diese  Methode  des  Rück- 
wärtseinschneidens  nur  in  dem  Falle,  wenn  der  zu  bestimmende 
Punkt  C  zu  nahe  an  den  beiden  gegebenen  Punkten  A  und  B 
liegt,  weil  dann  die  Lage  der  Linie  cD  (Taf.  XI.  Fig.  3.)  durch 
die  zwei  sehr  nahe  an  einander  liegenden  Punkte  c  und  g  auf 
dem  Tischblatte  nicht  mit  der  notwendigen  Schärfe  bestimmbar  ist 

In  dem  erwähnten  Falle  liefern  aber  auch  alle  übrigen  Me- 
thoden zur  Festlegung  des  Punktes  C  gegen  die  gegebene  Linie 
AB  keine  scharfen  ^Resultate,  weil  sodann  die  Winkel  an  A  und 
B  zu  spitz,  der  Winkel  bei  C  aber  zu  stumpf  wird,  welcher  Fall 
bei  Triangulirungen  jederzeit  vermieden  werden  soll  und  auch 
vermieden  werden  kann,  da  die  Wahl  der  Netzpunkte  dem  Geo- 
ineter  in  der  Regel  frei  steht. 
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Zweite  Auflösung 

mit  Hilfe  eines  Winkelmessers,  welcher  die  gemessenen  Winkel 

in  Gradmaass  angibt. 

Man  begebe  sich  nach  dem  Punkte  C  (Taf.  XI.  Fig. 5.),  nehme 
eine  Schnur  EF  von  beliebiger,  jedoch  nicht  zu  geringer  Länge, 
deren  Mittelpunkt  G  kennbar  bezeichnet  ist,  und  lasse  dieselbe 
durch  zwei  Gehilfen  zwischen  den  Schenkeln  CA,  CB  des  Win- 
kels ACB  so  ausspannen,  dass  deren  Endpunkte  E,  F  auf  die 
Schenkel  CA,  CB  zu  liegen  kommen  und  die  Lage  der  durch 
die  ausgespannte  Schnur  dargestellten  Linie  EF  dem  Augenmaasse 
nach  parallel  zur  Linie  AB  auf  dem  Felde  ist.    Nun  lasse  man 
im  Halbirungspunkte  G  der  Schnur  ejnen  Visirstab  vertikal  ein- 
stecken und    markire  die  Visirrichtung  CG  durch  einen  in  der 
Verlängerung  dieser  Linie  vertikal  eingesteckten  Visirstab.  Hier- 
auf bestimmt   der  im  Endpunkte  E  der  ausgespannten  Schnur 
stehende  Beobachter  gemeinschaftlich  mit  dem  Beobachter  in  C 
den  Durchschnittspunkt  O  der  Verrichtungen  CD,  EB,  welcher 
durch  einen  ini  Punkte  O  vertikal  eingesteckten  Visirstab  bezeich- 
net wird.    Um  nun  die  parallele  Lage  der  Linien  EF  und  AB 
tu  prüfen,  visirt  der  am  andern  Endpunkte  F  der  ausgespannten 
Schnur  stehende  Beobachter  nach  A  und  sieht  zu,  ob  diese  Visir- 
richtung durch  den  bereits  bezeichneten  Durchschnittspunkt  O  der 
Transversalen  CD  und  EB  hindurch  geht.     Ist  diess,  wie  in 
Taf.  XI.  Fig.  5.,  noch  nicht  der  Fall,  so  ist  nach  dem  ersten  Satze 
die  Linie  EF  auch  nicht  parallel  zur  Linie  AB,   folglich  auch 
die  Linie  AB,  welche  von  der  verlängerten  Halbirungslinie  CO 
in  D  geschnitten  «wird,  in  diesem  Punkte  nicht  halbirt,  und  es 
zeigt  dem  in  F  stehenden  Beobachter  die  durch  die  Punkte  Ö 
and  A  gelegte  Visirrichtung,  welche  im  Punkte  Ft  in  die  Seite 
#C  des  Dreieckes  ABC  einschneidet,  dass  er  den  Endpunkt  F 
der  Schnur  in  der  Visirrichtung  CB  dem  Winkelpunkte  C  näher 
rücken  müsse.   In  demselben  Verhältnisse  wird  aber  auch  der  in 
E  befindliche  Beobachter  das  Ende  E  der  ausgespannten  Schnur 
in  der  Visirrichtung  CA  dem  Punkte  A  nähern  müssen,  um  die 
noch  nicht  parallele  Lage  der  Linien  AB  und  EF  zu  verbessern. 
Wiederholt  man  nun  bei  der  jetzigen  verbesserten  Lage  der  Schnur 
das  oben  angegebene  Verfahren ,  so  wird  man  nach  einigen  Ver- 
suchen leicht  dahin  gelangen,  dass  sich,  wie  in  Taf.  XI.  Fig. 6.  die 
drei  Transversalen  CD,  EB  und  AF  in  einem  Punkte  O  schneiden, 
welcher  durch  einen  vertikal  eingesteckten  Visirstab  bezeichnet  wird. 

Mit  Rücksicht  auf  den  zweiten  Satz  ist  sodann  die  ausge- 
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spannte  Schnur  EF  parallel  zur  Linie  AB  und  auch  diese  Linie 
in  dem  in  der  Verlängerung  von  CO  liegendem  Punkte  D  halbirt. 

Bei  dieser  Konstruktion  darf  jedoch  die  Schnur  EF  nicht  zu 
kurz  sein,  weil  ausserdem  die  Lage  der  Linie  CO  durch  die  zu 
nahe  an  einander  liegenden  Punkte  C  und  G  nicht  mit  der  not- 
wendigen Schärfe  bestimmt  Herden  konnte.  Ist  der  gemeinschaft- 
liche Durchschnittspunkt  O  der  drei  Transversalen  CD,  BE,  Ah 
auf  dem  Felde  bereits  durch  einen  vertikal  eingesteckten  Yisirstab 
bezeichnet,  so  stelle  man  den  Winkelmesser  mit  dem  Mittelpunkte 
seines  Horizontalkreises  vertikal  über  dem  Punkte  C  auf  dem  Felde 
auf  und  messe  die  Winkel  ACO  —  o  und  ACB=C,  welche  nebst 
der  bekannten  Länge  der  Linie  AB  zur  Bestimmung  der  Lage 
des  Punktes  C  gegen  die  gegebene  Gerade  AB  ausreichen. 

Man  hat  sodann  in  dem  Dreiecke  ABC: 

AB.  sin  B 


"sin  C 


AB.8\n(B+C). 
sinC 

# 

und  in  den  beiden  Dreiecken  ACD  und  BCD: 

AB.smm      AB.a\n(B+  C—  o) 


AC= 


2  sino  2  sino 


Rr_    AB.  sinn       AB.  sin(/?-f-C — o) 
2sin(C-o)  —      2sin(C-o)  ' 

- 

Durch  Gleichsetzung  dieser  Ausdrücke  für  die  Seiten  AC  und 
BC  ergibt  sich: 

sin#_sin(ff+  C—  o) 
sioC~~       2sino  ' 

sin(g-f  C)  _  sin (B  +  C—o)m 
sinC     ~    2sin(C-o)  ' 

und  durch  Division  der  letzteren  Gleichung  durch  die  erstere : 

sin(g-f-C)_  sino 
s'inB     ""sin(C—  o)' 

BinBcoaC  ^cosBsinC _  sino 

ein  2*  -sin(C-o)' 

,  sino 
cos  C  +  cot Äsin  C  =  ,;B(C_o) > 
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810  O 


C0,*8iut-S^(c=7rC08C' 


Um  diesen  Ausdruck  für  die  Kotangente  des  Winkels  B  zur 
logarithmischeo  Berechnung  bequemer  einzurichten,  setze  man 


sin  o 


COty=;  HioVsUHC-o)' 
woraus  endlich  folgt: 

cotÄ=coto>-cot  C= 

sinGsinqp 

Die  Seiten  AC  und  Vergeben  sich  nunmehr  aus  den  Ausdrücken : 

AP—  AB'6*nß—AB.8m(B+  C—o) 
sinC    -         2sli^  * 

BC:=1AB>sMB+C)      ^.sin(fl  +  C-o) 
sinC        ~      2sin(C-o)  ' 

Soll  die  Lage  des  Punktes  C  durch  rechtwinkli  ge  Koordinaten 
bestimmt  werden,  und  sieht  man  dabei  die  gegebene  Gerade  AB 
als  Abscissenaxe  und  den  Punkt  B  als  Anfangspunkt  der  Koor- 
dinaten an,  so  ergeben  sich  für  die  Koordinaten  des  zu  bestim- 
menden Punktes  C  die  Ausdrücke: 

Absc.  C=BC.co*B=AB  Q cos B 

sin  C 

* 

Ord.  C=*C.slnfl=^  8i0<g+C>si"* 

sin  C 
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Die  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel,  aus  einem 
neuen  Gesichtspunkte  dargestellt. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Jedem  Astronomen  ist  es  bekannt,  welche  grosse  Vereinfachung 
aller  die  elliptische  Bewegung  der  Planeten  um  die  den  einen  Brenn- 
punkt der  elliptischen  Bahn  einnehmende  Sonne  betreffenden  Formeln 
durch  die  Einführung  der  sogenannten  excentrischen  Anomalie,  über- 
haupt des  excentrischen  Kreises,  bewirkt  wird.  In  der  Theorie  der 
Ellipse  an  sich  in  der  Geometrie  hat  man  von  diesem  vortrefflichen 
Hülfsmittel  bis  jetzt  noch  gar  keinen  Gebrauch  gemacht.  Zufäl- 
lig habe  ich  die  Bemerkung  gemacht,  dass  viele  diesen  Kegel- 
schnitt betreffende  Sätze,  insbesondere  die  bekannten  Sätze  von 
den  conjugirten  Durchmessern,  auf  überraschend  einfache  Weise 
durch  das  in  Rede  stehende  Hülfsmittel  betviesen  werden  können; 
dass  ferner  dasselbe  noch  in  vielen  anderen  Fällen  vortreffliche 
Dienste  leistet  und  selbst  zu  verschiedenen  neuen  Eigenschafren 
der  Ellipse  führen  kann.  Ferner  ist  mir  die  Bemerkung  nicht  ent- 
gangen, dass  ähnliche  Dienste,  wie  die  Einführung  des  in  Rede 
stehenden  Kreises  in  der  Theorie  der  Ellipse,  die  Einführung  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  in  der  Theorie  der  Hyperbel  zu  leisten 
im  Stande  ist,  wenn  auch  freilich  auf  nicht  ganz  so  einfache  und 
elegante  Weise  wie  im  ersten  Falle,  wovon  der  übrigens  ziemlich 
leicht  ersichtliche  Grund  im  Folgenden  «besonders  hervorgehoben 
werden  soll.  Meine  Untersuchungen  über  diesen,  wie  es  mir 
scheint,  sehr  interessanten  Gegenstand  will  ich  mir  in  der  vor- 
liegenden  Abhandlung  den  Lesern  des  Archivs  mitzutheilen  er- 
lauben, und  gebe  mich  der  Hoffnung  hin,  dass  die  Einführung  der 
in  Rede  stehenden  Hülfsmittel,  durch  welche  viele  Rechnungen 


Digitized  by  Google 


aus  einem  neuen  Gesichtspunkte  dargestellt.  371 

eine  überraschend  einfache  und  elegante  Gestalt  annehmen,  in 
die  analytische  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel  späterhin  noch 
manche  erfreuliche  Früchte  tragen  wird.  Ich  werde  mich  freuen, 
wenn  diese  Abhandlung  zu  weiteren  Untersuchungen  Aber  diesen 
oach  meiner  Meinung  sehr  interessanten  Gegenstand  Veranlassung 
giebt,  da  ich  hier  eine  vollständige  Erschöpfung  desselben  nicht 
zur  Absicht  gehabt  habe. 


I. 

Die  Ellipse. 
{.  1. 

Von  den  beiden  in  dem  Mittelpunkte  C  (Taf.  XII.  Fig.  1.)  einer 
Ellipse  sich  schneidenden  Axen  AAl=z2a  und 26  dieser 
Ellipse  sei  AAX  die  Axe  der  x  und  BBX  die  Axe  der  y,  und  CA 
und  CB  seien  die  positiven  Tlieile  dieser  Axen,  so  ist  bekanntlich 

©•+■©-• 

die  Gleichung  der  Ellipse.  Ceber  der  Axe  AAi  =  2a  als  Durch- 
messer, also  aus  dem  Mittelpunkte  C  und  mit  dem  Halbmesser 
CA=za,  beschreibe  man  einen  Kreis;  und  wenn  nun  P  ein  belie- 
biger, durch  die  Coordinaten  x,  y  bestimmter  Punkt  der  Ellipse 
ist,  so  sei  P'  der  Durchschnittspunkt  der,  der  Coordinate  y  ent- 
sprechenden Linie  PQ,  wenn  man  dieselbe  nöthigenfalls  gehörig 
verlängert,  mit  dem  (Iber  AAL  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreise.  Zieht  man  dann  CP1 ,  so  soll  der  von  dieser  Linie  mit 
dem  positiven  Theile  CA  der  Axe  der  x  eingeschlossene  Winkel, 
indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  CA  der  Axe 
der  x  an  nach  dem  positiven  Theile  CB  der  Axe  der  y  hin  von 
0  bis  360°  zählt,  durch  u  bezeichnet  werden.  Die  erste  Coordi- 
nate des  Punktes  P'  ist  offenbar  x,  und  die  zweite  Coordinate 
dieses  Punktes  «ollen  wir  durch  y'  bezeichnen.  Dann  ist  offen- 
bar in  völliger  Allgemeinheit: 

x  =  acosu,  y'  =  aa\nu. 

Nun  ist  aber 

©•♦©■-" 
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■ 

also 

«)'-©•  - 

und  folglich,  weil  y  und  y'  offenbar  immer  gleiche  Vorzeichen 
haben,  y  =  ^y';  also  nach  dem  Obigen,  weil  y'  =  «sin«  ist : 

y  =  6  sin  ti. 

Daher  können  wir  durch  Einführung  des  Winkels  u  die  Coordi- 
naten  x,  y  eines  jeden  Punktes  der  Ellipse  immer  in  völliger 
Allgemeinheit  unter  der  Form 

x  =  acos ii,  y  =  bs'u\u 

darstellen. 

In  Ermangelung  eines  besseren  Namens',  der  auch  späterhin 
in  der  Lehre  von  der  Hyperbel  zweckmässig  Anwendung  finden 
könnte,  wollen  wir  den  über  der  Axe  AAV  als  Durchmesser  be- 
schriebenen Kreis  überhaupt  den  Hülfskreis  nennen,  und  der 
dem  Punkte  (xy)  der  Ellipse  entsprechende  Wickel  u  soll  die 
Anomalie  dieses  Punktes  genannt  werden*). 

{.  % 

Wir  wollen  zuerst  die  allgemeine  Gleichung  einer  durch  zwei 
Punkte  der  Ellipse,  deren  Anomalien  ti  und  ut  sind,  gehenden 
Geraden  entwickeln. 

Bezeichnen  wir  die  gesuchte  Gleichung  durch 

y  =  Ax  +  B, 

60  ist,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  acostt,  6 sin«  und 
acostii,  6sint/i  die  Coordiuaten  der  beiden  gegebenen  Punkte  sind  : 


")  In  der  Astronomie  heisst  der  Winkel  u  die  excentrische  Anoma- 
lie, im  Gegennati  zn  den  beiden  anderen  Anomalien,  der  wahren  und 
der  mittleren  Anomalie.  Die  Einführung  neuer  Benennungen  hat  in  der 
Mathematik  immer  Schwierigkeiten  und  Bedenklichkeiten,  und  ich  bin 
im  Allgemeinen  kein  Freund  von  denselben.  Im  vorliegenden  Falle  war 
aber  die  Einführung  einer  besonderen  Benennung  für  den  Winkel  u  nicht 
wohl  zu  umgehen,  und  ich  habe  deshalb  den  Namen  Anomalie  gewählt, 
um  zugleich  an  den  astronomischen  Ursprung  der  hier  zu  entwickelnden 
Theorie  zu  erinnern. 
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6sinu  =a^cosM  -f  B, 

b8\nul  =  aAco8ul  +  B\ 

und  die  gesuchte  Gleichung  hat  also  eine  der  beiden  folgenden 
Formen : 

y  —  6sinu  =  ^(ar—  acosu), 
y  —  6sinif|  =  ^  (.t — acost^). 
Ferner  ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden: 

6(sintt — sin  Hj)  =  <l<4(cosu  — costt|), 

also 

6  sinti  —  sinn,  6 

—  i  =  coti(u  +  Wi); 

a  costf-cosui        a      *v  17 

und  die  gesuchte  Gleichung  der  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte 
der  Ellipse  gehenden  Geraden  ist  folglich: 

y  —  6  sin  u = — •  ^  cot  ^(m  +  ti,)  (x  —  a  cos  ti) 

oder 

y — 6  sin  t<i  =  coti("  +  Mi)    — acoBUx)' 

a 

Leicht  bringt  man  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  aber 
auch  auf  die  folgende  Form : 

bx cosi(w  +  ti,)  -f  aystn  i(w  +  w,) 

=  ab  { cos  J(k  +  ux)  cos  t<  +  sin  \(u  +  m, )  sin  u ) , 

also  auf  die  Form: 

64?  cos  4(m  -f-  Ui)  +     sin  J(m  +  Mi  )  =  «6  cos  J(ti— urf. 

Die  Gleichung  des  Durchmessers  der  Ellipse,  welcher  der  durch 
diese  Gleichung  charakterisirten  Geraden  parallel  ist,  ist: 

y=  —  ^arcotJ(M  +  t<i)' 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Sehne  der  Ellipse,  deren  End- 
punkten die  Anomalien  u  und  ut  entsprechen,  durch  s,  so  ist . 

=  a2 (cos  u — cos  uv  )a  -f  6*  (si n  u  —  sin  ti,  )a 

oder 

t»  =  4<iVin  i(i<— ti^sin  i(u  +  u{p  +  4o*sin  4(ti  - 1^)»  cos  i(«  +  Ux)\ 

r 

Digitized  by  Google 


374        Grunert:   Die  Theorie  der  FMtpse  und  Hyperbel, 
also  : 

j»  =  4sin  i(«  - 1,,  )*  |  a»sin  \(u  +  ti, )»  +  6*cos  J(«  +  uj*  J. 

J. .  3.  i 

Die  Gleichung  des  durch  den  durch  die  Anomalie  u  bestimm- 
ten Punkt  der  Ellipse  gehenden  Durchmessers  derselben  sei 

yzzzAx, 

so  ist,  weil  acosu  und  6sint*  die  Coordinaten  des  in  Rede  stehen- 
den Punktes  der  Ellipse  sind: 

b8inu  =  aAcosu, 

b 

woraus  sich  A  =  -t&ngu  ergiebt.  Daher  ist  die  Gleichung  des 
in  Rede  stehenden  Durchmessers  der  Ellipse: 

b  . 
y=-xtang«. 


§.  4. 

Wir  wollen  nun  auch  die  Gleichung  der  Berührenden  der  Ellipse 
in  dem  durch  die  Anomalie  u  bestimmten  Punkte  derselben  suchen. 

Lassen  wir  die  Anomalie  u  sich  um  Au  verändern,  so  ist  nach 
§.  2.  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  durch  die  beiden  Punkte 
der  Ellipse,  deren  Anomalien  u  und  u-\ -Au  sind,  geht: 

b  , 

y  —  ba\uu  =  —  -  cot(«  +  lAu)  (x  —  acosu) 

oder 

.  .  b  coswcos^m  —  s\nu8in\Au 

y  —  osin«=: —  •-;  r-j — :  .  ,  .  (x — a  cosu) 

9  a  siuucosi<4u  fcosMsin£z/tiv  ' 

b  cos« — 8inutans\Au  , 

=  —  -  .  —  A   v  -  •  ,  ( x  — *  a  cos  u)  • 

a  sin  u  +  cos  m  tang  \Au  1 

Lasst  man  nun  Au  sich  der  Null  nähern  und  geht  dann  zu  der 
Gränzgleichung  über,  so  ist  diese  Gränzgleichung  die  gesuchte 
Gleichung  der  Berührenden  der  Ellipse  in  dem  durch  die  Ano- 
malie u  bestimmten  Punkte  derselben.  Auf  diese  Weise  ergiebt 
sich  aus  dem  Vorhergehenden  för  diese  Berührende  sogleich  die 
Gleichung: 
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y —  6sintf=  —  ^cotti(x  —  ocos  u), 

die  man  auch  sehr  leicht  auf  die  elegante  Form 

costi    ,  sinti  . 


^costt  -f*^  sin  n  =  1 

bringt. 

Die  Gleichung  der  Normale  der  Ellipse  in  dem  durch  die  Ano- 
u  bestimmten  Punkte  derselben  ist 


y  —  b sin  u  =  ^  tang  u  (x  —  a  cos  u) 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

aas  sin  u—by  cos  u  =  (a2  —  b2)  sin  u  cos  ti , 


COS  Ii      8111  II 

Die  erste  Coordinate  des  Durchschnittspunkts  der  Berührenden 
mit  der  Axe  der  x  ist  nach  dem  Obigen  asecu.  Bezeichnen  wir 
nun  die  von  diesem  Durchschnittspunkte  an  gerechnete  Subtan- 
Sente  der  Ellipse  für  den  durch  die  Anomalie  u  bestimmten  Punkt 
derselben  durch  S,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten: 

a cos  ii  =  a sec  u  +  S, 

woraus  sogleich 

5=  —  a  sin  u  tang  u 

folgt. 

Die  erste  Coordinate  des  Durchschnittspunkts  der  Normale 

a*  0a 

m'»t  der  Axe  der  x  ist  nach  dem  Obigen   cos  u.  Bezeich- 

a 

nen  wir  nun  die  von  dem  Fosspunkte  der  Ordinate  des  durch  die 
Anomalie  «  bestimmten  Punktes  der  Ellipse  an  gerechnete  Sub- 
normale in  diesem  Punkte  durch  St ,  so  ist  nach  der  Lehre  von 
der  Verwandlung  der  Coordinaten: 

— - —  cos  u  =  a  cos  ti -f  Slt 


V 
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woraus  sogleich 

S.  —  cos  u 

1  a 

folgt 

Es  ist  also,  wie  aus  den  beiden  für  S  und  «St  gefundenen 
Ausdrücken  sieb  sogleich  ergiebt: 

Die  Aufgabe:  durch  einen  beliebig  gegebenen  Punkt  (fg)  eine 
Berührende  an  die  Ellipse  zu  ziehen,  gestattet  jetzt  eine  ungemein 
leichte  Auflösung.  Denn  aus  dem  Obigen  erhellet,  dass  man  den 
Berührungspunkt  der  gesuchten  Berührenden  mit  der  Ellipse  er- 
hält, wenn  man  dessen  Anomalie  u  mittelst  der  aus  dem  Vorher- 
gehenden sich  unmittelbar  ergebenden  Gleichung 

— cosii-r-£sinu=l 
a  o 

bestimmt.  Um  diese  Gleichung  aufzulösen,  bringe  man  sie  auf 
die  Form 

/  .  an  .     .  , 

—  (COStl-f  ^8IDtl)  =  lv 

und  bestimme  den  Htüfswinkel  a  mittelst  der  Formel 

tanga>  =  ^, 

wo  dann 

/  cos(tt— a>)    t  a 

— .  -  =      also  cos(«  —    =    cos  (o 

a       cos  ö>  / 

ist. 

Aus  der  Gleichung 

cos(k—  m)  a 
cos  O)      ~  f 


folgt  auch 


also 


oder 


cos  w  —  cos  (u  —  a>)  f —  a 
cos cd  +  cos (k —  (o)~~  f+a' 

f—a 

taog  \u  tang  (\u  -  w) = jr^ 
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fang'«  tar)gi"~ tanSm  —f—Q 
1  +  tang.a>  tang  iu  /*+«' 


woraus  sich 


2/*  /*—  a 

tang  iu*  —  y~-  tang  co  tang  = 


und  durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung 


i       /"sin  o)  J:  V     —  oacos  o>a 
tangu"-  (/>a)cosö> 

ergieht,  wo  ich  mich  bei  der  keiner  Schwierigkeit  unterliegenden 
weiteren  Discussion  dieser  Gleichung  nicht  aufhalten  «rill. 

Leicht  leitet  man  aus  der  Gleichung 

-  cos  «  +  r  sin  u  =  1 

•a  b 

♦ 

auch  die  beiden  Formeln 

cosu  _&Ydb  ff  V a2ff*  + b2f*^aVÄ 

sin u  _aiff^f  V^*jj*  +  ty*=ifi& 

ah ,  in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander 
heziehen.    Also  ist  auch: 


_b  a*<]  T  f  V^V  +  6  Y2  -  q«6» 
ang"  -  "  •  (,y±  g  y fly  +  ^  — 26a' 

Wollte  man  durch  den  Punkt  (fy)  eine  Normale  an  die  Ellipse 
ziehen,  so  musste  man  u  aus  der  Gleichung 

af  sin  u  —  bfi  cos  u  =  (a2  —  6a)  si  n  m  cos  u , 

oder  aus  der  Gleichung 

f  q  n«  — 6» 

■ß  sin«  — ^-cosw  = — ^r—  sin m cos m, 

oder  aus  der  Gleichung 

--^tangti+-^-s.nu  =  0 

bestimmen. 

Theil  XX IV.  26 


Digitized  by  Google 


378        Grüne  rl    Die  Theorie  der  £Ufpse  und  Hyperbel, 
Weil 

2  tan  piw       •  1— tangltt* 

aiDM=l+tangUi*'   C08t4=l  +  tangi^ 

ist,  so  kann  man  die  Gleichung 

f  .        g  o«-6»  . 

— ^C08M  =  — ^ —  610  U  COS  M 

auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen: 

^tangiu(1  +tang  (1  -  tangiw«)=^^  tang  *«  (  1  -  tang  \u*), 

welche  Gleichung,  gehörig  entwickelt,  die  Form 

f«a„g^  +  2(£  +  ^>ng4«.+2(f-^>nB4.-f=0 

annimmt. 

- 

}.  5. 

» 

Nach  §.  3.  und  §.  4.  sind  die  Gleichungen  zweier  conjugirten 
Durchmesser  überhaupt: 

y=^artang«   und  y= — -arcot«. 

Bezeichnen  wir  die  Coordiitaten  der  Durchscbnittspunkte  des 
ersten  dieser  beiden  Durchmesser  mit  der  Ellipse  durch  A*,  Y,  so 
haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen 

Also  ist 

(|J  (1  +  tangu*)  =  (~  )*  secu»=l , 

und  folglich  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander: 

X=  ±acosuy  Y=±bs\nn. 

Bezeichnen  eben  so  A', ,  Y\  die  (Koordinaten  der  Durch  sehn  itts- 
punkte  des  zweiten  der  beiden  obigen  conjugirten  Durchmesser 
mit  der  Ellipse,  so  haben  wir  su  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 
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Also  ist 

(j*y  (1  +  cot «*)  =  (jf)*  cosecti*«  1 , 

und  folglich  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander : 

Bezeichnen  wir  nun  die  beiden  conjugirten  Durchmesser  durch 
2/1  und  2ß,  so  ist 

A*=X*+  F4  =a»costi*  +  ©«sinn*. 


woraus  sich,  wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  zu  einander 
addirt,  unmittelbar  die  bekannte  merkwürdige  Gleichung 

ergiebt. 

Auch  ist,  wie  sogleich  erhellet: 


§.  6. 

Wir  wollen  jetzt  den  von  den  beiden  durch  die  Gleichungen 

y=-a:tangtt,   y=  —  -xcotu 

charakterisirten  conjugirten  Diametern  eingeschlossenen  Winkel 
durch  0  bezeichnen,  so  ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  ana- 
lytischen Geometrie: 

b 

-(tangtf  +  cottt) 

tongÖ*  =  \  p  

1  —  ^tangucotu 

also,  wie  man  leicht  findet: 

f  aW  iaV>* 

ta0S  6  -  (fl*  —pp  8in  tta  c©a  u*  ~  (a*  -  6*)* sin  S 


Weil 


nun 


.  ^_  tangfl2 
stntP=1  +  tangö2 


26» 
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* 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

sin  ff  -  ft26a  +  (a,  _  6a)a  8in  ut  cos  M2 

oder 

8,n    ~  4«262  +  (a2  -  62)2  sin  2ti» ; 

also,  da  sind  immer  positiv  ist,  wobei  natürlich  vorausgesetzt 
wird,  dass  man  den  Winkel  0  nicht  grosser  als  180°  nimmt: 

ab 

sin0= 


V  «2G2  +  (a*  -  o2)2  sin  «*  cos  «* 
oder 

.  2a6 

8,0  ö~  +  (a2— ^s^u2 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  nun: 

A*B*  =  («acos  u*  +  62sin  m2)  (a*sin  *a  +  6*cos  w2) 
=  (a4  -f-  64)  sin    cos  u2  -f  a262  (sin  n4  -f-  cos  w4) 
=  (a4+64)sini<acostt2+o262(sini<*  +  costi*— 2  sin  w2  cos  t*2), 

also 

A^B*  =  a262  +  (a2-62)2sinM2cost<2, 
folglich  nach  dem  Obigen: 

smö  =  Ä*iß ' 

woraus  sich  unmittelbar  die  bekannte  merkwürdige  Gleichung 

ab=z  AB  sind 

ergiebt. 

Bezeichnen  wir  die  beiden,  von  den  auf  der  positiven  Seite 
der  Axe  der  x  liegenden  Theilen  der  durch  die  obigen  Gleichun- 
gen charakterisirten  conjugirten  Durchmesser  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigen- 
den Winkel  durch  5  und  c3t ,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analy- 
tischen Geometrie  bekanntlich : 

-     b  b 
tang  o  =-  tangw,   tangw,  =  —  -cotw. 
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Also  ist 

o2 

tang  w  lang  q1  =  —-^  tang  m  cot«  =  —  ^ , 

woraus  sich  anmittelbar  die  bekannte  merkwürdige  Gleichung 

62  +  a2  tang  ö  tang  ö,  =0 

ergiebt 


.  8.7. 

Wir  wollen  nun  auch  die  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf 
das  System  der  beiden  durch  die  Gleichungen 

y  =  -j-tangii  und  y  =  — -arcot« 

charakterisirten  conjugirten  Durchmesser  als  Axen  der  X  und  Y 
suchen.  Zu  dem  Ende  betrachte  man  eine  beliebige,  der  Axe  der 
Y,  d.  h.  dem  durch  die  Gleichung 

b 

y  —  xco\u 

a 

charakterisirten  Durchmesser  parallele  Sehne  der  Ellipse;  so  ist, 
wenn  «cos  17,  b sin  U  die  Coordinaten  eines  beliebigen  der  beiden 
Durchschnittspunkte  dieser  Sehne  mit  der  Ellipse  sind,  deren 
Gleichung  offenbar: 

y  —  6sin  £7=  —  ^- cot u(x  —  a cos  U). 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Durcbschnittspunkts  die- 
ser Sehne  mit  der  Axe  der  X,  d.  h.  mit  dem  durch  die  Gleichung 

b  # 

charakterisirten  Durchmesser,  durch  &lt  yl ;  so  haben  wir  zu 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

y,=-x,tangtt, 

y,  —  6  sin  C7=— jcott*(ari  —  acos  C7)  *» 

aus  denen  sich  mittelst  eiüer  sehr  einfachen  und  leichten  Rech- 
nung die  beiden  Formeln 
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jtj  =  acosticos(u  —  U),  yi  =6sin«cos(«—  U) 
ergeben.  Nun  Ist  offenbar 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

X*  =  («*  cos  u*  +  6»sin  ti»)  cos  (u  -  ü)* 
Ferner  ist  offenbar 

F»=  (*|— actis  17)*  +  (y,—  6  sin  t7)*, 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

F*  =  a*{costfCos(?/ —  ü)  —  cost7}*  -f  6*1  sin  mcos  (m —  U) — sin  C7l*. 
Nun  ist  aber 

cos  u  cos  (t*  —  U) — cos  (7=  —  sin  u  (sin  u  cos  C7  —  cos  tisin  V) , 
sin  m  cos  (u  —  £7)  —  sin  V  =    cos  u  (sin  u  cos  17  —  cos  tisin  V  )  \ 

also 

cos  m  cos  (u  —  17)  —  cos  Ü  t=—  sinusin  (ti  —  (7), 
sin  «  cos  (m  —  17) —  sin  17=    cos  u  sin  (u — (7); 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

F*  =  (a*sintt*  +  6*  cos  t<*)  sin  (ti-  t/)* 

Daher  haben  wir  jetzt  die  beiden  Gleichungen : 

X2  =  (a*cos  m*  +  6*  sin  u*)  cos  (u  —  C7)*, 
Y%  «  (a*sio  «*  +  o*cos«*)  sin  (t«  — 17)* 
Nach  §.  5.  ist  aber 

A2  —  a2  cos  a*  +  6*sin  «*, 
fl*=a*sint<*  +  o*costi*; 

folglich 

A*=i*»cos(u-t7)*,  r*=£»sin(«-C7)» 

oder 

g)*=cos(«-C7)*,  (£)*=sin(««-l7)*; 
woraus  sich  unmittelbar  die  Gleichung 
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ergiebt,  welche  die  gesuchte  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf 
die  beiden  durch  24,  2B  bezeichneten  coojugirten  Durchmesser 
als  Axen  der  X,  Y  ist. 


§.  8. 

Im  Vorhergehenden  sind  die  wichtigsten ,  bis  jetzt  bekannten 
Eigenschaften  der  Ellipse  bewiesen  worden.  Wir  wollen  jetzt  zu 
einigen  anderen  Eigenschaften  derselben  übergehen,  welche  weni- 
ger bekannt  sein  dürften. 

Die  Anomalien  zweier  Punkte  der  Ellipse  seien  wieder  u  uod 
«i,  so  ist  nach  §  2  die  Gleichung  der  durch  diese  beiden  Punkte 
bestimmten  Sehne  der  Ellipse»  deren  Länge  wir  durch  $  bezeich« 
nen  wollen: 

y — 6  sin  u  =  —  ^  cot  {(u  +  «,)  (x—  a  cos  u) , 

and  für  j*  haben  wir  nach  demselben  Paragraphen  den  Ausdruck: 
«*  =  4 sin i(w  -«,)*{ «*sin  i(«  +  «i )2  +  &*cos  i(*  +  "t)a I- 

Die  Gleichung  des  der  Sehne  *  parallelen  Durchmessers  der 
Ellipse,  den  wir  durch  D  bezeichnen  wollen,  ist 

b 

y  =  —  -xcoti(«  +  «i). 

Bezeichnen  wir  die  (Koordinaten  der  Durchschnittspunkte  die- 
ses Durchmessers  mit  der  Ellipse  durch  X,  Y,  so  haben  wir  zu 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

F=-*XcoU<«  +  »,),  (f)' +(|)*=1; 

aus  denen  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander  leicht  folgt; 

X=  ±  a sin  Um  +  ut ) ,    F=To cos  i(u  +  ut). 

Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (XY)  gehenden  Berlin- 
den der  Ellipse  ist,  wie  aus  §.  4.  sogleich  folgt: 


oder 
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3 


ergeben. 


also  na 


Ferne 


D  conjugirten  Durch 
Hollen,  ist  folglich 


>=  X 


—  xtangi(M  +  u,). 
als*  * 

y.  twm  «irdtnaten  Her  Durchschnittspunkte  dieses 

f:*r"'*t*m  jt*  Qipse  durch  Xt,  F, ,  so  haben  wir  zu 
^  n***'"'8**^  _-  j<  Ueichunffen : 


der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 


<Jem  Vorhergehenden : 

*><  ^  

p  ==iVr«Vini(ii  +  m,)2  +  6*cos._(« +  «_)*, 

A  -  *  V^2cos  i(ti  + 1/.)*  -f    «in  Um  +  tr,  )* 

de»  ^urc*1  ^,e  ^oor('inaten  "cos"»  Asin«  bestimmten 
^      Kllipse  wollen  wir  jetzt  eine  dem  Durchmesser  />,  pa- 
Pn»kt  der     P  -:ehen,  so  ist  deren  Gleichung  nach  dem  Vor- 


y  _ bsw  u  =  -  'ang  i(u  +  ff, )     -  n  cos  «) , 

Air  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  dieser 
«od  wenn       cjupge  durch  x*  n  bezeichnen,  so  haben  wir  zu 

©'<?)•='•     '  . 

B_Äsinti--tengi(«  +  M1)(r-acosM); 
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oder,  wie  man  leicht  findet: 

©'♦©•-«■ 

£sin \{u  +  ti,)  —  |cosi(«  +  ti,)=-  sin  Hm— «i). 

Dorch  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  leicht: 
jr 

-  =  -  sin  i(M— t4,)sin  i(M  +  ux)  ±  cos J(m  -  ti,)  cos  J(m  +  «,) , 
•  n 

^  =    sin  Hm — ti, )  cos  l(u  +  i#, )  ±  cos  i («  —  ti, )  sin  Km  +  m, ) ; 

also: 

r=±acosjM"J,    »  =  ±6rioj^j. 

Folglich  ist 

f , *  =  a2(cos  n  +  cos  ti,  )2  +  62  (sin  u  +  sin  n,  )2 

oder 

4o2C08  l(l£  — «,)*C'0S  J(M  +  M,)2  +  4A2COS  J(M  —  Ml)28ill  i(M  +  «,)«, 

also: 

*,2  =  4cos  i(M  -  ii,)2 1  a2cos  Km  +  m,)2  +  62sin  l(u  +  ti,  )2 }. 
Aus 

i2=48inJ(M— ti,)2|fl2sini(M  +  fi,)2  +  62co8i(M  +  M,)2!, 
D*=4{  ««sin  1(m  +  m,  )2  +  62cos  J(m  +  ti,)2 } 

» 

und 

2 = 4  cos  Hm  -  m,  )2 1  a2  cos  Hm  f  ti,  )2  +  62sin  J (ti+w,  )2 1 , 
Z),2  =  4 1  a2  cos  Hm  -f  m,  )2  f  6« sin  Hm  +  ti, )2 1 

folgt : 

i2  =  Z)2 sin  Hm— Iii)2,   *12  =  Z>,2cos  Hm— ii,)2; 
also  immer 

was  eigentlich  wieder  die  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf  das 
System  zweier  conjugirter  Durchmesser  ist 
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6*    6*  X 

und  die  Gleichung  des  dem  Durchmesser  D  conjugirten  Durch- 
messers, den  wir  durch  Z>,  bezeichnen  wollen,  ist  folglich  nach 
der  vorstehenden  Gleichung: 

b*  X 

also  nach  dem  Obigen: 

yzr-artangUtt  +  M!). 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  diese* 
Durchmessers  mit  der  Ellipse  durch  Xl9  Y\ ,  so  haben  wir  zu 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

r^^tangi^  +  tti),    (jjff  +  =  1 ; 

aus  denen  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander  leicht  folgt:  * 

Xt=z±a  cos  i(*  -f  «i) ,    F,  =  +  b  sin  \{u  +  «,). 

Weil 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

D  =2  V* a*sin  i("  +  "i)2  +  62cosT(m  +  tfj*. 
/>j  =  2  V*  «2cos  i(«  +  i/!)2  +  62  sin  i(M  +  «, )«. 

Durch  den  durch  die  Coordinaten  acosu,  osinti  bestimmten 
Punkt  der  Ellipse  wollen  wir  jetzt  eine  dem  Durchmesser  Z),  pa- 
rallele Sehne  $x  ziehen,  so  ist  deren  Gleichung  nach  dem  Vor- 
hergehenden : 

y  —  6sini<  =  ^  tangi(w  +  n{)  (x  —  acosu), 

und  wenn  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  dieser 
Sehne  mit  der  Ellipse  durch  jr,  w  bezeichnen,  so  haben  wir  zu 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen 

n  —  ä  sin  «  =  -  tang  i(w  -f  m,  )  (jr  —  a  cos  **) ; 
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oder,  wie  man  leicht  findet: 

©■♦©■-•■ 

x  ti 

-sin \{u  +  Ki)  -  ^  cos|(m  +  ti,)  =-  ein  ;(«-*!). 
Durch  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  leicht: 

£  =  -  sin  i(t* — «, )  sin  i(ti  +  Ul )  ±  cos  \  (ti  -  ut )  cos  i(u  +  ti, ) , 
•  n 

^  =    sin  i(u  —  «, )  cos  i(w  +  «, )  ±  cos  i(n  —  M, )  sin  i(tt  +  ti, ) ; 

— 

also: 

r=±acosj"J,    „  =  j-6sinj^j. 

Folglich  ist 

#,*  ==  a*(cos  tt  +  cos  ti,  )*  -f  o*  (sin  u  +  sin  ti, )* 

oder 

4«*cos «,)*™s  i(«  +  tt,  )*  +  4©*cos Mi)asin  i(«  +  «,)*, 

s 

also : 

*,*  =  4cosi(M-  Mi)4 1  aacos  1(k  +  «,)*  +  6*  sin  l(u  + ti,)*}. 
Aus 

■ 

i*= 4sin  *  (m — ti,)*  |  n*siii  i(w  +  «,  )*  +  A*cos  U«  +  m,)*I, 
0* = 4  { a*  sin  H«  +  ti,  )*  + 1>*  cos  i  (n  +  ti,  )* } 

und 

f ,* = 4 cos  \(u  -  m,  )*  |  a* cos  i(n  +  ti, )*  +  6*sin  J (k+k, )* 1 , 
Z),*  =  4  { a*  cos  i (m  -pti,  )*  f  62  si n  i(«  +  ti,  )*  I 

folgt : 

**=Z>*8inJ(«— ti,)*    *,*  =  /),*  cos  J(ti— ti,)*; 
also  immer 

+(*)•=■■ 

was  eigentlich  wieder  die  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf  das 
System  zweier  conjugirter  Durchmesser  ist 
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Fällt  man  von  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  auf  die  Sehne  s 
ein  Perpendikel,  so  ist  dessen  Gleichung  nach  dem  Obigen: 

y  =  ^*tang  ;(*  +  «,), 

und  wenn  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  dieses 
Perpendikels  mit  der  Sehne  *  durch  71,  J|>  bezeichnen,  so  haben 
wir  zu  deren  Bestimmung  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

—  b  si  n  u  =  —  -  tot  \{u  +  w, )  ( * — a  cos  ti) 


oder: 


P  =  £xtÄng;(K  +  «i)» 


bl  cos  i(tt  +  m,)  +     sin  i(n  +  ux)  =  ab  cos \{n — ttj  ). 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  leicht: 

_      oo*  cos  \  (u — «t )  cos  |  (tt  -f  ttt ) 
a* sin  i(«  +    )2+  Ä2cos ;(«  +  «,)*' 

Ä        a*6cosl(u —  if!)  sin  J(tt-fW|)_ 
V  ~~  a*sin i («  +  iij )*  +  6* cos ;(tt H-m^** 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  der  Sehne  s  von  dem  Mittel- 
punkte der  Ellipse  durch  qt  so  ist 

also 

0*6*0084(1*  —  t«i)* 
V  =  a*sin  i(«  +  «,)*  +  6*  cos  i(«  +  *,)»' 

und  folglich  nach  dem  Obigen:  - 

4a*62 

?*  =     /«-COSi(w  — l^)2 

oder 

cos  !(«-«!)»=  J^. 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

** 

siol(ii  — !/!)»  =  2)», 
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welche  Gleichung  sich  auf  verschiedene  Arten  umgestalten  lassen 
wGrde. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  der  Sehne  i,  von  dem  Mittel- 
punkte der  Ellipse  durch  qx ,  so  ist  naturlich  ganz  eben  so : 


Addirt  man  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  zusammen 
und  verbindet  damit  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung 

so  erhält  man  die  Gleichung 
Ferner  ist 


also  : 


woraus  sich 


ergiebt.   Auch  ist 
folglich 

//*Z>1*  =  4<z*6*.^,  4a*6»=Z>»ZM.Z2i. 

Sind  j,  i',  *"  drei  dem  Durchmesser  Z)  parallele  Sehnen,  deren 
Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  respective  g,  tff  q" 
sind,  so  ist  nach  dem  Obigen: 


388        Crvnerl:   Die  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel, 


riß  _ ,  i  _  . 

Multiplicirt  man  diene  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

^'V*-y"V*,   o"V-?V»,  r/V2-o'V 
und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Relation: 
(?V*  -  q'  V)  -f  (q'  V*  -  ?"V*)  +  {q» V  -         =  0 , 

» 

oder 

?Va-*"*)  +  o'»(«"*-**)  +  -i'*)=0, 

oder 

,*(/»_,»*)  +  +  »"»(9*-»'*)  =0. 

Wer  Vergnügen  an  der  Ableitung  solcher  allerdings  beroer- 
kenswerthen  Relationen  findet,  dem  wird  das  Obige  vielfache  Ge- 
legenheit zur  Uebung  seines  Scharfsinns  darbieten.  Aber  die 
Mathematik  ist  an  dergleichen  Dingen  so  unendlich  reich,  dass 
auf  dieselben  in  der  That  nur  ein  geringer  Werth  zu  legen  ist, 
was  hier  im  Vorbeigehen  einmal  nicht  unbemerkt  bleiben  mag, 
weil  jetzt  Mancher,  der  einmal  eine  einigermassen  beraerkenswerthe 
Relation,  etwa  nur  bei'm  ebenen  Dreieck,  gefunden  hat,  immer 
gleich  meint,  eine  grosse  mathematische  Entdeckung  gemacht  zu 
haben,  und  darüber  staunt,  was  das  an  sich  so  einfache  ebene 
Dreieck  für  eine  merkwürdige  Figur  sei.  Wrer  fleissig  arbeitet 
und  nur  ein  Fünkcben  mathematischen  Scharfsinns  besitzt,  findet 
solche  Dinge  alle  Tage.  Wie  wenig  Werth  in  wissenschaftlicher 
Rücksicht  ich  selbst  in  Bezug  auf  meine  Person  auf  dergleichen 
Dinge  lege,  mag  man  aus  dieser  gelegentlichen  Bemerkung  ent- 
nehmen. Man  freu't  sich  darüber,  wenn  man  sie  gefunden,  einen 
Augenblick,  macht  dann  aber  nicht  gleich,  wie  jetzt  hin  und  wie- 
der geschieht,  viel  Aufhebens  davon,  als  hätte  man  eine  grosse 
mathematische  Entdeckung  gemacht. 

Durch  zwei  Punkte  der  Ellipse,  deren  Anomalien  Uq  und  w, 
sind,  wollen  wir  uns  Berührende  an  die  Ellipse  gezogen  denken, 
so  sind  nach  §.  4.  deren  Gleichungen: 
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- 

bxcos  «o  -f  ay  sin    = a6 , 

cos  «!  -f     sin  u,  =  ab. 

Bezeichnen  nun  x,  y  die  Coordinateo  des  Durchschnittspuukts 
dieser  Berührenden,  so  ist,  wie  man  aus  diesen  Gleichungen 
leicht  findet: 

arsin(w0  — »i)=  aCsiniio  — sinwj, 
ysin(r/0  —  m,)  =  —  6  (cos  Mo — cosi*i); 

also 

cosKtiQ  +  tf,)  sinUtfo  +  Kj) 

aC08i(«o  — «,)'     y  COS'(Mo-««l)* 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernungen  des  in  Rede  stehenden 
Durcbschnittspunkts  von  den  durch  die  Anomalien  t/0  und  nx  be- 
stimmten Berührungspunkten  respective  durch  Eon  und  Euo,,so  ist 

£„,,'  =  „»I  cos«,-™^^!*  +  4»|sin,0-sin^  +  a'>, 

COsi(tto  — Mj)     1  u     cosiO'o —  Mi) 

o      o,  cosJ(«o  +  "i)to  .       .  sinU«o+ 

2=a2  cosn.  r;-         ,  2-f  o2  smtt.  r-p*  ^l2; 

10  1     cosi(w0  — «,)'  1  cosi(K0-"i) 

also,  weil 

cos  u0  COS  l(f/0  —  t!| )  —  cos  !("o  +  "1)  =  —  *'"> *in  K«o  —  "l )  » 
siniiyCos^Mo -f-  K|)  —  sin£(«o  +  «,)  =    cos  w0  sin  i(«o  —  «1) 

und 

cos«,  cos U«o  —  "1)  —  c°s  l(«o  +  "l)  =    sin ti,  sin  i(t/u—  t^) , 
sin«!  cos  i(«o  —  ux)  —  sin  J("o  +  «1)  =— cos«,  sin i(w0— «1) 
ist,  offenbar: 

£o»i* = *anff  »  («0  —  «1  )2  (aa  sin  «oa + 62cos  Uq2)  , 
Ex  ,02 = tang  i(w0  -  u,  )2  (a2  si  n  ut  2 + 62  cos  ut  2) ; 

folglich:, 

Ep,!2  _  g2sinti02  +  62cosi/02 
jE,,02     o2sinti12  +  62cos«,2' 

Auch  ist 

(  +  62(cosi/0  — cosw^CcosMo+costtj)  1 
=4tangi(«0— tii)2(a2sin(w0— M|)sin(tt0-ffi,)— 62sin(w0— ti|)sin(ti0-f-t£|))> 
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also: 

Et  ,0«= 4  («»-6»)  sin  («o  -  **, )  «in  («o  +  «,)  tang  i(uo  -  «i)*- 


Wir  wollen  uns  jetzt  in  drei  Punkten  der  Ellipse,  deren 
mallen  w0,  ult  sind,  Berührende  an  die  Ellipse  gezogen 
ken.  Die  Entfernungen  des  Durchschnittspunkts  der  ersten 
zweiten  Berührenden  von  den  durch  die  Anomalien  Uq  und  tfj  be- 
stimmten Berührungspunkten  seien  J£0,,  und  ElHt\  die  Entfernun- 
gen des  Durchschnittspunkts  der  zweiten  und  dritten  Berührenden 
von  den  durch  die  Anomalien  tit  und  u*  bestimmten  Berührungs- 
punkten seien  Elf%  und  E%n  ;  die  Entfernungen  des  Durchschnitts- 
punkts der  dritten  und  ersten  Berührenden  von  den  durch  die 
Anomalien  w„  und  «o  bestimmten  Berührungspunkten  seien 
und  £0,a;  dann  ist  nach  dem  Obigen: 

£o.iÄ_«**»""oa  +  **co8  «o2 


also  offenbar 


oder 


\  ,02     o*  sin  «! 1  +  6*  cos  t/x  2  ' 

aasin  ii^*  +  6*  cos  tij* ' 

E%K>*  o*sin  Mta  +  b*co»uS . 
£o,t»  ~~  ««sin  «0a  +  6*cos  i^2 ' 


E     *    J£     2    Z\  2 

x-,i  »a  ^  •c<a*o    _  | 

^l»09    ^2>1  *  ^0»«2" 


welche  Relation,  in  dem  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  an- 
gedeuteten Sinne,  vielleicht  auch  einige  Beachtung  verdienen  dürfte. 
Bei'm  Kreise  versteht  sich  diese  Relation  natürlich  von  selbst,  da 
in  diesem  Falle 

^o»i  ==-^'iio»         —  ^'»■os='^o»e 

ist. 


§.  io. 

Um  die  Anwendung  der  Anomalien  auch  bei  einem  schwie- 
rigen! Lehrsätze  und  einer  schwierigem  Aufgabe  zu  zeigen,  wol- 
len wir  mittelst  derselben  in  diesem  Paragraphen  zuvorderst  das 
folgende  berühmte  Theorem  fär  die  Ellipse  beweisen,  weiches 
für  den  Kreis  bekanntlich  von  Pascal  gefunden  und  mit  dem 
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Namen  des  Hexagrammum  mysticum  belegt,  späterhin  auf  alle 
Kegelschnitte  erweitert  worden  ist: 

Wenn  man  je  zwei  gegenüberstehende  Seiten  eines 
beliebigen,  in  eine  Ellipse  beschriebenen  Sechsecks 
bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkte  verlängert,  so  lie- 
gen die  drei  Durchschnittspunkte,  welche  man  auf 
diese  Weise  erhält,  jederzeit  in  einer  geraden  Linie.  ' 

Das  in  die  Ellipse  beschriebene  Sechseck  sei 

AqAi  A%  A$  A+Afi 

und  die  Anomalien  der  Punkte 

A0 ,  A\ ,  A% ,  A 9 ,  A+ »  A& 

seien  respective 

«<Ot  «I  ,  tl^,  tl,,  tt4,  tf5. 

Dann  sind  nach  }.  2.  die  Gleichungen  der  Seiten 

AoAit  ^'lA^t  A2A2,  A^A^t  A^A^t  A^Aq 
nach  der  Reihe: 

oarcosi(K0  +  m,)  -f  «ysin i(Mu  +  Mi)  =»flAcosi(t/0  —  ut) , 
bx  cos  -f-  m^)  -f-  ags\n  +  «2)  =  ab  cos  £(ti|  —  m^), 
bx  cos  \{u*  +  m3)  +  /iy  sin  Kw^  +  =  06  cos^u*— «,) , 
for cos  i(»/3  -f-  m4)  -f-  o^sin  i(ti3  -f-  u4)  =  abvos  ^(«3  —  m^), 
bx  cos  i(u4  +  f  a#  sin  }(ti4  +  u6)  =  06  cos  £("4  -  Mft) , 
&r cos  £(m6  +  tio>  +  fl.y sin i(i/5  -f  u0)  =  ö&cos '«0) • 
Die  gegenüberstehenden  Seiten  des  Sechsecks  sind: 
A0Ait  A^A^\  AlA1l1  A^A6;    A2Ait  AaA0\ 

und  bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
dieser  drei  Paare  gegenüberstehendet  Setted  nach  der  Reihe  durch 

so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  drei  folgenden  Systeme 
zweier  Gleichungen: 

6r0cos  i(w0  +  Mi)  +  atf0  sin  i(Mo  +  mä)  =  a6  cos  J(m0  —  m,)  , 

6r0  cos       +  M4)  +  an0  sin  Ku,  +  M4)  =  a6  cos  1(m,  —  i^) ; 
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6jr,  cosUti!  +m»)  +a9i*ini(«i  +  «1)=fl*co8;(M1  -14), 
bXi  cos  i(«4  +  «0)  +      sin  K«4  +  wft) = cos  i(«4  —  «*) ; 

6r,cosi(^  +  w8)  -f  at)t  sin  i(wa  +  w3)= cos  «(m*—  m3). 
Ar4  cos       +  «0)  +  "»2  sin  i("ö  +  Mo)  =  06  cos      —  «o)- 
Hieraus  erhalten  wir  sehr  leicht: 

■ 

=     siiiUno-ftiQcosUtfs— «4)  .    a 

O  KJn  ?        4-  ##.  —  »/-  — 


•      1  /         I         \            1  /  \ 

sin  i(iio  +  tf|)  cos  .*  («'s — «4)  — 

•  sin  i(«3  +  m4)  cos  H«o — 

«1) 

sin  IftL»  +  Mi 

 Mi   Ua) 

COS  J(w0  +  llj  )  COS  i(f/3  —  M4)  — 

cos£(w3  +«4)  cosiCuo— 

•«,) 

sini(w<>  +  Wi 

— M3-M4) 

sinU«i  +t#4)cosU«4  —  «»)  — 

8in  i(M4  -1  tl5)C08i(M,— 

■«,) 

«in  i(n/  +  wa 

-W4-Wö) 

COS  i(W|  +  W*)  COS         —  Mö)  — 

■  cos  5(^4  +  »#5)  COS  i(tl|  — 

w*) 

sin  ?(w,  f  Ks 

—  tt4  —  M6) 

«in  4(tt2  +  wa)  cos  J(m6  —  «o)  — 

sin  \(w5  +  Wo) cos  ;(t/a  — 

W3) 

sin  i("2  i  "3 

—  «5 -  Wo) 

cos  1  (t/4 + us)  cos  i  (wa — — 

cosUWö  +  WrOcosU«*  — 

sin  i(ii2  +  w3 

—  W6  — tl0) 

Wir  «vollen  nun  die  Gleichung  der  durch  die  beiden  Durch 
schnittspunkte  (jr0no)  unü<  (riMi)  gehenden  Geraden,  welche  bekanntlich 

■0  *1 

ist,  entwickeln,  wobei  es  also,  weil  wir  die  Coordinaten  r0,  «o 

schon  kennen,  hauptsächlich  auf  die  Bestimmung  des  Bruchs  —  - 

^o""ri 

ankommt. 

Die  beiden  Gleichungen 
br0  cos  i(uo  -r  wt)  +  a%  sin  Uwo  +  w,)  =  ab  cos  K«b  -  t<i) , 
6r0cos  i(w3  -f  w4)  -f  on0  sin  J(m3  +  «4)  =  a6  cos  4(tf,  —  04) 
kann  man  auf  die  folgende  Form  bringen  i 

6  (*o — 't )  cos  i(w0  +  «i)  +  o  (n0 — »1 )  sin  4(«0 + ut ) 

1 

= a6  { cos  i(«o  —  w, )  —  ±  cos  U«o  +  Wi)  —    sin.i(tto  +  ti, ) } , 
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0  (*0  —  *1 )  COS  i(«3  +  "4)  +  «  (»0  —  WI )  S,n  « («3  +  M4> 

r  !)■ 

—  06 { cos  K«3  ~  «4)  L  cos  J(t/S  -f 1/4)  —  v  sin  ^("3  +  "4)  I- 

Durch  Einführung  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Werthe  Ton 
und  y  erhält  man  mittelst  ganz  leichter  Reductionen  sogleich: 

cos  i(i/0  -  ux )  —  -jj-  cos  1  (w0  f  Wl )  -  ^  sin  j(m0  +  m,  )  =  cos  K«o ~  «1) 

8inS(«b  — "«)  cos  UM4— ttfl)— cos  ''(«1  —  M2)«inU"o-f  «1  — «4  —»fr) 
+  sin  i  («!  +  u2  -  m4 — Mft) 

Addirt  man  nun  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens, 
so  ist  der  Zähler  des  dadurch  hervorgehenden  Bruchs: 

cos  J(w0  —  «i)  sin       -J-  w2 — m4 —  «6) 

+  sin  i(««o  -  «a)  c°s  i("4— mö)  —  cos       -  w^) sin  J("o  +  "1  —  «4— w6> 

—  i  sin  i(n0  +  114  —  t*4  —  w4)  —  4  sin  i(w0  —  Sifj  —  1^  +  w4  +  «») 

4-  4  sio  i (w0  —  «a  + 1/4  -  "0)  +  i s,n  Uw0  —  »'2 — «4  +  "ö) 

—  i  sin  J(v0  +  wa  -  t/4  —     —  l  sin  4(m0  -f  2«!  —  ua  —  t/4— 1/6) 

=     J  sin  J("o  —  «2  +  "4—  Md)  —  * 8,n i(wo  —      —  w*  +  M4  +  "5) 
+  i  sin  J("o  —  v2  -  m4  +  1/5)  —  i  sin  \(u0  f  2m,  —  m2  — 1/4—  tift) 

—  sin      —  v6)  cos  i(w0  —  «1  —  «a  +  w4) 

-  sin  U«i  -  f6)  cos  i("o  +  Ui  -  i/a  -  w4) 

2 sin  i(«o  —  1^)  sin  J(«i  —  w4)  »in  l(ut  —  us). 

Auf  ähnliche  Art  ist,  wie  man  leicht  findet: 

COS  J(«3  —  «4)  —      C0S  «("3  +  M4)  ~       81  n  *(M3  +  w4^  =  COS  J(t*j  —  «4) 

sin  \(u9  —  t^cosKtfr  —  «a) -f  cos l(f/4— sin U«i  -f  Ka— 1/3  —"4) 

siniCiij  +  Ka—f^-tiö)  ' 

und  subtrahirt  man  nun  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens, so  ist  der  Zähler  des  dadurch  hervorgehenden  Bruchs: 

Tlieil  XXIV.  27 


Digitized  by  Google 


394         Gruner  t:   Die  Theorie  der  Ellipse  vnä  Upper  bei, 

COSi(tt3— M4)«i0i(M,  +tt2  — W4  — llft) 

—  S'l n  >  (Mj  —  M5)  C08  \  (Ut  —  M2)  —  COK  \ (M4  —  M5)  8*10  J(«,  +  {<£  —  Mj  - 

=    i  sin  l(ux  +  tia— w3  —  wa)  +  i  sin  J(«i  +  ti^  +  ms  —  2i*4  —  tift) 
~  i  sin       -«i  +  «s-«6)ll  «in  4(«i  —  «s  —  «a  +  «•) 

—  i  sin  K«i  +     ~  «3  —  w»)  —  *  sin  i(wt  -f  i/Ä  —     —  2a4  + 

=    i  sin      —  "a— "3  +  m6)  -  i  *»»       +  w2  —  m,  -  2«4  +  u5) 

—  i  sin  »(mj  —  «2  +  Ha  —  w6)  +  ?  sin  UMi  i  «2  +  Ms  —  *«4  ~  "») 
=-  sin  4(ti2  —  w4)  cos  J("i  ~  "3  —  «4  +  "») 

+  sin  »(1/2  —  «4)  cos  i(Mi  +  Mi — M4  —  mö) 
=  -  2 sin  4(Mj  -  «4)  sin  U^— m4)  sin  i(«3  —  mö)- 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

6(*o  —  ri)cosi(M0-|  ttt)  -f  fl(»ü—Wi)s»nKWo  +  Wi) 


sintfu,  +««— *4~«Ä)  f+sin;(u0^fi2)sinU«l-ti6)siniK+«4)! 

o  (»0  -  »1 )  sin  i  (m0  +  «1  —  «3  -  «4) 
_     2o6sin%(Mi-tt4)      j  si"i(^-«4)«inKw3-««)cosi(tt0+«1) 

~  Sin  ,(^+«2  —  M4~«6)  (  +8^4(1^— M2)sini(Ml— M6)«>fli(«8+tt4) 

erhält. 

Die  erste  eingeklammerte  Grosse  ist: 


2ab  sin  1(^0 ~  «g)  *'n  ^("i  -  "4)  sin  Sfy  -  t^) 
sii»i("i  +M«— M4  — M&) 


6  (To  ~  *i )  cos  \(uz  +  m4)  +  a  (n,,  —  t>, )  sin  •  («3  +  «4) 


2nb  sin  4(«i  -  «4)  sin  \(u2—  «4)  sin j(*/a--  «a) . 
sin,U"i+M«-M4  — w6) 


woraus  man  nun  ferner  leicht» 


&0\>— ri)sin4(l/o  +  t<i  -"3  —  «4) 
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\  cosi(«,  -  «3  -  ti4  +  M6)8in  i(«o  "f  «1) 

-  i  cos  i("2  +  «3  -  «4-  «5)  i(«o  +  "1) 
+  \  cos  JK  - «,  —  w2  f  m5)  sin  4(w,  +  u4) 

-  i  cos  i(i/0  -f  uv  —  Ma— m6)  sin  U"s  +  «4) 
=   i  »in  i(w0  +  "i  +  "2—^3  -  "4  + 

+  i  «'■«  i("0  +  «1  ~  "a  +  «3  +  «4-  l*a) 

-isinU"o  +  «i+««  +  ^-«4-"ö) 

-  ]  sin  \  (u0  +  f/j  —  u2  -  i/3  +  ti4  + 1/5) 

+ 1  si»  i(«0 — "i  —  «2  +  "3  +  «4  +  «ö) 

-  i  sin  \(u0  —  ut  —  tia  - 1«3 —?i4  +  w6) 

-  i  sin  i(«0  -I-  ^  -  t/a  +  «8  -f  uA  -  u5) 
+ 1  sin  l(uQ  +     -        «3-  w4  _  Wa) 

=  isinU"0  —  Mi-«a  +  W3  +  «4  +  "5) 
+ 1  sin  J(«o  +  «1  +  «a— «3— «4  +  «4) 
-f  1  sin  i(-  m0  +  «j  +  m4  -f  u3  + 1#4  -  m6) 
~isinK-"0— m,  +«2  +  m3  +  m4  +  mö) 
- 1  sin  K«0  +  «1  —  «2 — «8  +  M4  +  Wft) 
- 1  sin  i(«0  +  «i  +  +  «3  -  M4-  mö)- 
Die  zweite  eingeklammerte  Grösse  ist: 

•  cos  4C2— «3  -  u4  +  ji6)cos  i(u0  -f  Ml) 

-+\ COS  i(W2  +  «3  ~  «4  -  «ö)  COS  i(«0  +  ttj) 
+  •  COS  i(M0  -~  «!  —  Ma  +  tl6)  COS  i(«3  +  I/J 

-  I  COS  i(W0  +  Ml  —  «2  ~  «6)  COS  U*S  +  «4) 
=       i  C08i(M0  +  U,  -f  t/a-M3  —  tt4-f  Mö) 

+  \  COS  i(«0  +  «1  —  M2  +  «3  +  M4  —  «ö) 
~  i  COS  i(M0  -f  tf  t  +  l/2  +  «3  -  M4  -  M5) 

-  iC0SH«0  +  «l  —  "2-«3  f  «4  +  »s) 
+  {C08i(w0  —  Mj  — Ma  +  tt3  +  M4  +  K4) 
+  *  COS  .Kilo      M|       U2  —  M3  —  M4  -f  Mj|) 

-  i  COS  i(tt0  +  «!  —  «2  +  W8  +  «4  -  «5) 
~  i  COS  +  «!  -  t/2  —  «,  -  tl4  -  l/5) 

=:  i  COS  K"0- "l  ~  «2  +  "3  +  «4  +  «5) 
+  iC0S*("0  +  «1  +  «2  -  «3  -  «4  +  H) 
+  J  COS  i(~  W0  +  "l  +  «2  +  «3  +  M4  —  Mft) 

-  i  COS  i(—  «0  -  «1  +  «2  f  «8  +  «4  +  «5) 

-  icOSiK  +  Mi  -W2  —  «3  +  "4+Mi>) 

-  i  COS  i(«0  +  «1  +  «2  +  V*  —  *4  —  M6)' 

27* 


i 
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Setzen  wir  also  der  Kürze  wegen: 

M=  sin  i("o  -  «,  —  +  "3  +  "4  -r  Ma) 
+  sin  i(M0  +  «1  +  —  «s  —  »4  +  Ma) 
+  sin  J(—  «o  +  "1  +  Ms  +  M8  +  «4  -  **) 

-  sin  i(—  w0 — «,  +  m2  +  m8  +  tf4  4  «b) 

* 

-  sin  i(tf0  +     —  w2  —  M3  +  M4  +  w6) 

-fillUwO  +  Wl  +«*  +  M3-M4-*5) 

und 

jV  =  COS  i(«0  -  Wl  -  "*  +  l43  +  M4  +  M&) 
+  COS  l(«b  +  «,  +  «*  -  «3  -  «*4  +  «4) 

+  COS  «(—  "0  +  Ml  +  H  +  M8  +  M4 ~  Mft) 
_  cos         u0  -  Ul  +  t/a  +  «3  +  W4+  M6) 

-  COS  J(W0  +  «I  —  W-2  -  M3   I  W4  + 

-  COS  i("o  +  Ml  +  M2  +  «3  —  «4  —  ^)  » 

so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

und  die  Gleichung  der  durch  die  beiden  Durchschnittspunkte 
(jr0n0)  und  (X1M1)  gehenden  Geraden  ist  folglich: 

oder,  wie  sogleich  erhellet,  auch: 

Um  nun  die  Gleichung  der  durch  die  beiden  Durchschnittspunkte 
(Xitfi)  und  (JVk)  gehendeu  Geraden  zu  finden,  müssen  wir,  wie 
aus  dem  Obigen  auf  der  Stelle  erhellet,  in  der  Gleichung 


für 

respective 


y-«0=--.^(^-r0) 


M0»     Ml»     "»>     "s»     M4»  U5 
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Ml  »  ttS»     M4»     U6>  ^0 

wetzen.  Dadurch  gehen  r0,  w0  in  jif  n(  über,  und  wenn  nun  JU9  N 
in  M' ,  A7  ubergehen,  so  ist  die  Gleichung  der  durch  die  Durch- 
schnittspimkte  {?\X)X)  und  (r2na)  gehenden  Geraden: 

6  jfV' 

y — vi= —  -•  jür/(^-Ti). 

Nimmt  man  nun  aber  die  in  Rede  stehende  Substitution  in  der 
Grosse  M  vor,  so  erhält  man: 

r 

M'  =    sin  i(u0  +  m,  —  wa  —  «3  -f  u4  +  uft) 
+  sin  i(«0  +     +  Ma  +  «s  -  tt4  - 
+  sin  i(  -  «o — «i  +  «4 + m8  +  ti4+  uö) 

—  Sin  ;(M0  -  «!  -  «t  +  M8  +  «4  +  «•) 

-sin  i(a0  +  «!  +  M,— «3 — «4  +  «4) 

—  Sin  i(— «0  +  «! +Ma  +  «*8  +  «4-M6) 

=  - sin  - + 1/8  +  «4  -f  w6) 

—sin  i("o  +  Mi  +  «a — «3  —  w4  +  mä) 

— sini(— tlo  +  Mj +lia  +  M,  +  «4—M6) 

-f-  sin  i(—  m0  -  «1  +  "2 + "s  +  K4  +  mö) 

+  sin       +  «i  -  "*  —  «'s  +  «4  +  wi) 

+  sin       +  «i  +  k*  +  «3  —  «4  -  mö). 

Nimmt  man  die  in  Rede  stehende  Substitution  in  N  vor,  so 
erhält  man: 

+  co8j("o  +  "i        +  "3  —  M4—  U6> 

+  COS  i (—  tl0  —  Mj  +      +  M5  +  U4  +  tf6) 

—  COS  i(M0  —  Ut  — 1*4      M3  +  W4  +  Mft) 

—  COS  J («o  +  «1  +  "2  —  1*3  —  «4  +  tt5) 

—  COSi(- "0  +  «l+MtB  +  «3  fM4— Mö) 
=  —  COS  i(M0  -  M,  -  f#2  +  M3  +  «4  +  M6) 

—  COS  i(«0  +  "l  +  H  —  «3  -  M4  +  "*) 

—  COSi(— Wo  +  M|+«a  +  «3  +  M4~M5) 

+  COS  J  (~  «0  ~  «1  +  M2  +  «3  +  M4  H  M  6  ) 
+  COS  i(w0  +  M4  -  tt^-  M3  +  U4  +  M&) 

+  COSi(w0  +  Wi  +*'2+«3  — W4  — M6). 

— 

Digitized  by  Google 


398         Gruner t:   Die  Theorie  der  Ettipxe  und  Hyperbel, 

Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  von  M' ,  iV'  mit  den  obigen 
Ausdrücken  von  M,  N,  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle: 

M'^-M,  iV'  =  -iV;   also       =  ^ 

und  die  Gleichung  der  durch  die  Durchschnittspunkte  (ri»i)  und 
gehenden  Geraden  ist  also  nach  dem  Vorhergehenden: 

b  N 

.V  —  »i  =  ---  ^(x-jr,). 

Ganz  durch  dieselbe  Gleichung  wurde  aber  nach  dem  Obigen  auch 
die  durch  die  Durchschnittspunkte  (r0n0)  und  (r,!^)  gehende  Ge- 
rade cbarakterisirt.  Also  liegen  die  drei  Durchschnittspunkte  (jr0n0)> 
(Wi)*  111  emer  un(*  derselben  geraden  Linie,  welches  der 

zu  beweisende  Satz  war. 

Der  aus  dem  Vorhergehenden  sich  ergebende  Ausdruck  der 
Gleichung  der  Geraden,  in  welcher  die  drei  Durchschnittspunkte 
jedes  der  drei  Paare  von  Gegenseiten  des  in  die  Ellipse  beschrie* 
benen  Sechsecks  liegen,  durch  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse 
und  die  Anomalien  der  sechs  Ecken  des  Sechsecks  scheint  mir 
an  sich  sehr  bemerkenswerth  zu  sein  und  ist  als  das  Hauptresul- 
tat der  vorhergehenden  Untersuchung  zu  betrachten.  Die  Grosse 
b  N 

—  -  •  -jj  ist  bekanntlich  die  trigonometrische  Tangente  des  auf  die 

aus  der  analytischen  Geometrie  bekannte  Weise  genommenen 
Neigungswinkel  der  in  Rede  stehenden  Geraden  gegen  die  Axe 
2a  der  Ellipse. 

§.  II. 

Wir  wollen  nun  die  folgende  Aufgabe  auflösen: 

In  eine  Ellipse  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  des- 
sen  Seiten,  nöthigen falls  gehörig  verlängert,  durch 
drei  gegebene  Punkte  gehen. 

Die  Geschiebte  dieser  für  den  Kreis  zuerst  Castillon  von 
Gramer  vorgelegten  Aufgabe  ist  bekannt,  und  man  weiss,  wie 
ungemein  weitläufig  die  von  Lagrange,  Euler,  Lexell  gege- 
benen analytisch  -  trigonometrischen  Auflösungen  derselben  sind, 
namentlich  den  so  sehr  einfachen  Constructionen  von  Giordaoo 
di  Ottajano,  Malfatti  u.  A.  gegenüber.  Die  neuere  analy- 
tische Geometrie  hat  allerdings  auch  bei  dieser  Aufgabe  sehr 
Vieles  geleistet,  und  bat  dieselbe  bekanntlich  auf  alle  Kegel- 
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schnitte,  ja  auf  beliebige  in  dieselben  zu  beschreibende  Vielecke, 
deren  Seiten  shmmtlich  durch  gegebene  Punkte  gehen  sollen, 
erweitert,  worüber  ich  hier  nichts  weiter  sagen  will,  weil  diese 
neueren  Untersuchungen  bekannt  genug  sind.  Neben  den  bekann- 
ten analytischen  Auflösungen  dürfte  jedoch  auch  die  folgende,  an 
sich  ziemlich  einfache  Auflösung  der  auf  die  Ellipse  erweiterten 
Aufgabe  einen  Platz  verdienen  und  den  zweckmässigen  Gebrauch 
.der  Anomalien  bei  der  Auflösung  von  die  Ellipse  betreffenden 
Aufgaben  zu  zeigen  geeignet  sein. 

# 

Die  Coordinaten  der  drei  gegebenen  Punkte,  durch  welche 
die  Seiten  des  in  die  Ellipse  zu  beschreibenden  Dreiecks  gehen 
sollen,  seien  f,  g;  fXi  gx;  f2,  g%.  Die  Anomalien  der  drei 
Spitzen  oder  Ecken  des  gesuchten  Dreiecks  seien  ti,  t^,  ti^;  so 
sind  nach  $.  ±  die  Gleichungen  der  Seiten  desselben : 

tarcos     +     +     sin ^(m-I-mJzs  06 cos i(u  —  «,), 

1 

krcog;(M,  -f  u2)  +  (tysiniCt*!  -f  ?/2)=a6cosl(u1  — 
bx  cos  \{u^  -f  u)  +  ay  sin  \{u^  +  u)  =  ab  cos  i(w2  —  w) ; 

und  sollen  nun  diese  Seiten  nach  der  Reihe  durch  die  Punkte  (fff)t 
(f\9\)*  (fvfft)  gehen,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  drei  Ano- 
malien m,  «t ,  m2  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

bf  cos  i(«  -f      -f  ag  sini(i*  +  ux)  r=  «6 cos  i(M  —  Mi) » 

tyi  cos       +  wa)  -f  a^j  sin  J(m,  -f  u^)  =  a6  cos       —  w*) , 

6/»cos  £(***  +  «)  +  <J02s',n  4(M2  +  M)  =  "6  cos  J(m*  —  «). 

Die  zweite  und  dritte  dieser  Gleichungen  bringt  man  sehr  leicht 
auf  die  Form : 


{ 6/i  cos  ;»/,  +  agt  sin  —  ab  cos  it/j }  cos  in.2 
=  { bfi  sin  i«i  —      eosjMi  +  abs\i\\u{  ;  sin  i«2 , 

{ 6/"a  cos \u  -f-  o/fasin  in  —  ab  cos  4« }  cos 
=  {6/isin     — n^cosiu  +  ab  sin  i«)  sin  iif^; 


woraus 


taug  Iiis 


bfx  cos  j«t  4  agi  sin  jnt  — aoeos  «t*! 
6/i  sin  JWj  —  1117,  cos \ux  +  a6  sin iuj  ' 


tang  iw, 


%  cos  \u  -{•  agt  sin  j?i  —  ab  cos  Ju  # 


6/2  sin  i«  —  a  focos  Ju  -f  n&sin  in  * 
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also  die  Gleichung  ' 

bfi  cos  \ul  -f  agx  sin  ±hx  —  abcoa  {ux 
bfx  sin  iw,  — agx  cos \ux  -f  ab  sin  \ux 

6/a  sin     —  /i^2  cos  «w  +  ab  siu  i« 

folgt.  Multiplicirt  man  diese  Gleichung  nun  mit  dem  Producte 
der  beiden  Nenner  der  vorstehenden  Bruche,  so  bringt  man  die- 
selbe nach  einigen  einfachen  Reductionen  und  Verwandlungen 
sehr  leicht  auf  die  folgende  Form  s 

0  =  (aViifc  +  6Y,/i  -  o*ä«)  «in  i(« —«i )  -  <*b(fi9*  -ffM  ™*  •(«-  «i ) 
+  ab*  (fx  -  f%)  sin  i(u  +  Wl )  -  a*b  {gx  ~  g2)  cos  ;(«  +  «,) 

oder. 

o=a-/rif-^f)-«»-'.)+ß-f-f-f)«=«»i(«-»,) 

-  (4  -  5) sin «- + «■> + (f  -  I)  co8ic + ■»>• 

FOhrt  man  nun  in  diese  Gleichung  den  aus  der  ersten  der  drei 
Fundamental  -  Gleichungen  sich  ergebenden  Werth 

■ 

f  n 
cosj(tf— u,)  =  ^cosi(u  f  «i)  +  |sin  J(w-f- u,) 

ein,  so  erhält  man; 

-  UU'6-7TT;-U""i/lsl,,1("+ll|) 

oder: 

=    «(l-J4)f-(l-^J)flcoS.(»  +  «.) 

-io-f-f)5-a-f-?)^w«-+-.). 
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und  setzen  wir  der  Kürze  wegen: 


«  ,     f\  f%    fix  9i 

a'~ä~"b~b 

n     9  9\sf%    n    Q_  92. fi 

a ' a  "6*6 
«o  haben  wir  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

F  G 
«ili;(<£  — tiA)=  -C08j(M  -I-  ttj)  +  j  sin  i(«  +  «i) . 

COS  i(U  —  M, )  =  j-  COS  }(«  +  Ml)  +  f  sin  *(«  + 

Aas  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  man  quadrirt 
und  dann  addirt,  die  Gleichung:  . 

J  =  —y-  cos  4(M  +       -f  — ^  *in  J(«  +  Wl )» 
+  2 — «»nK«  +  «i)coai(n  +  M|), 

also: 

Fa  +  /^    1+C0S(M  +  Mt)  1  —  C08(tt  +  tt,) 


oder: 


+  — Pysin(ti  +  Wl) 


i  Fl±d  +  9l 
l~    In*    ~  '  26* 


Wie  man  mittelst  dieser  Gleichung  «  -f-  «j  bestimmen  kann, 
ist  bekannt  genug  und  bedarf  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht. 
Hat  man  aber  K-f-t^  gefunden,  so  siod  im  Obigen,  wie  ebenfalls 
auf  der  Stelle  erhellet,  Formeln  genug  enthalten,  mittelst  welcher 
sich  alle  drei  Anomalien  der  Ecken  des  gesuchten  Dreiecks  be- 
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stimmen  lassen,  wodurch  dann  dieses  Dreieck  selbst  gefunden  ist. 
Den  theil weise  sehr  weitläufigen,  oben  erwähnten  analytischen 
Auflösungen  für  den  Fall  des  Kreises  gegenüber,  scheint  mir  die 
vorstehende  Auflösung  für  den  allgemeineren  Fall  der  Ellipse  wohl 
hinreichende  Einfachheit  zu  besitzen,  und  durfte  wohl  geeignet 
sein,  den  Gebrauch  der  Anomalien  auch  bei  der  Auflösung  ande- 
rer Aufgaben  zu  empfehlen,  was  der  hauptsächlichste  Zweck  des 
Obigen  ist. 

Nachträglich  will  ich  noch  bemerken,  dass  ich  aus  der  obi- 
gen Gleichung  zwischen  cos (u  +  u^  und  sin(u  +  Ui)  den  folgend 
Ausdruck  für  tangi(u-f-Ui)  abgeleitet  habe: 


tangi(«  +  «i)=  G*V<? 

1        6»  ~~ 


{.  12. 

Diese  leicht  weiter  auszudehnenden  Untersuchungen  über  die 
Ellipse  wollen  wir  mit  den  folgenden  Betrachtungen  über  deren 
Quadratur  beschliessen. 

Wenn  wir  annehmen,  dass  der  Halbmesser  r  der  Ellipse  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  y  hin  den  Winkel  <p  und  den  entsprechenden  ellip- 
tischen Sector  5  beschrieben  habe,  so  ist  bekanntlich 


Die  dem  Endpunkte  des  Halbmessers  r  in  der  in  Rede  stehen- 
den Lage  desselben  entsprechenden  Coordinaten  und  dessen  Ano- 
malie seien  x,  y  und  u,  so  ist 

*=rcosa?,  y  =  rsing>  und  x  =  acotiU,  y  =  6sinw; 

also 

rcosg>  =  acosu,  rsing>  =  6sititt; 
woraus  «ich  auf  der  Stelle 

ra  =  a*cos    +  oasin  «• 

ergiebt.    Ferner  ist: 


Digitized  by  Google 


aus  einem  neuen  Gesichtspunkte  dargestellt.  403 

cos  qxhr  —  rsin  ipdtp  =  —  a  sin  udu , 
&\n<pdr+rco8<pd<pz=    b  cos  udu  ; 
also,  wenn  man  dr  eliminirt: 

rdcp  =  («  ei  n  u  sin  y  -f  b  cos  u  cos  g>)  du , 


woraus 


also 


r*9qp  =  ( a  sin  m  .  r sin  <p  -f  b  cos  m  .  r  cos  9) du 
=  (asinu.osinu  +  6cosu.acosu)da 
=  ab(a\nu*  +  co8U*)du, 


folgt,    Dafcer  ist 

J* 9  r*o>  —  ab  j*   du  —  abu , 

O  O 

- 

folglich  nach  dem  Obigen: 

S=±,tbu, 

welche  Formel  jedenfalls  sehr  bemerkenswert  ist. 

Für  eine  andere  Anomalie  w,,  welcher  der  elliptische  Sector 
St  entspricht,  ist 

Ä,  =  labtH , 

also 

S,—  5  =  ia6(M,—  u). 

Das  den  Anomalien  u  und  Wj  entsprechende  elliptische  Segment 
sei  S,  so  ist  offenbar,  wobei  Taf.  XII.  Fig.  2.  zur  Erläuterung 
dient,  in  völliger  Allgemeinheit: 

5  —  5,  —  S—irr,  sin  (9,  —9). 

Aber 

rr,  sin      —  q>)  =  r,  sin  <pt .  r  cos  ?>  —  r,  cos  9, .  rsin  9 
sr6sinM,  .«cosu— «cos«, .osinu 
=  ab  (sin  w,  cos  u  —  cos  ««  sf  n  «) 
=  ^6sin(Ut  -ti), 

also 
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5=  Äi  —  5—  iaÄsinfMj  — u)  =  \ab{ux — u  —  siniX —  u)\, 

wobei  immer  ut  >  u  vorausgesetzt  worden  ist. 

Ist  2  der  elliptische  Sector,  welchen  der  von  dem  in  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x,  insofern  2a  die  Hauptaxe  und 
als  Axe  der  x  angenommen  worden  ist,  liegenden  Brennpunkte 
der  Ellipse  ausgehende  Vector  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  x  an  bis  zu  dem  Endpunkte  des  Halbmessers  r  beschrieben 
hat,  so  ist,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird,  in  völliger 
Allgemeinheit: 

£  =  S—  Jersinqp  =  S  —  }e6sinu, 

wo  e  die  ExcentricitSt  der  Ellipse,  d.  h.  die  Entfernung  des  in 
Rede  stehenden  Brennpunkts  von  dem  Mittelpunkte  bezeichnet. 
Also  ist  nach  dein  Obigen: 

2  =  \abu—\ebs\i\u  =  ±b  (au  —  e sin  u) , 

f 

oder : 

£  =  \ab  (ti  — -sin?«)» 
cz  • 

und  folglich,  weil 


ist: 


e=\ra*-b*  =  a\  1  -  (~y 

4 

\ 

Z=ia6{fi-sinuyri- 


II.   Die  Hyperbel. 
§.  13. 

Von  den  beiden  in  dem  Mittelpunkte  C  (Taf.  XII.  Fig.  3.)  der 
in  der  Figur  durch  vollständig  ausgezogene  Linien  dargestellten 
Hyperbel  sich  schneidenden  Axen  AAx  =  2a  und  Bßl=2b  dieser 
Hyperbel  sei  AAX  die  Axe  der  x  und  BBX  die  Axe  der  y,  und  CA 
und  CB  seien  die  positiven  Theile  dieser  Axen,  so  ist  bekanntlich 


©•-(0= 
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die  Gleichung  der  Hyperbel.  Ueber  der  Axe  AAt  =  2<r  beschreibe 
man  die  in  der  Figur  durch  punktirte  Linien  dargestellte  gleich- 
seitige Hyperbel  als  eine  Htilfsh  y  per  bei,  so  nie  wir  früher  bei 
der  Ellipse  den  Hülfs  kreis  beschrieben;  und  wenn  nun  P  ein 
beliebiger,  durch  die  Coordinaten  »r,  y  bestimmter  Punkt  der  ersten 
Hyperbel  ist,  so  sei  P1  der  Üurchschnittspunkt  der,  der  Coordi- 
nate  y  entsprechenden  Linie  PQ,  wenn  man  dieselbe  nöthigen- 
falls  gehörig  verlängert,  mit  der  über  AAi  als  Axe  beschriebenen 
gleichseitigen  Hyperbel.  Zieht  man  dann  CP1 ,  so  soll  der  von 
dieser  Linie  mit  dem  positiven  Theile  CA  der  Axe  der  x  einge- 
schlossene Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven 
Theile  CA  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile  CB  der 
Axe  der  y  hin  von  0  bis  360°  zählt,  durch  u  bezeichnet  werden. 
Die  erste  Coordinate  des  Punktes  P1  ist  offenbar  xf  und  die  zweite 
Coordinate  dieses  Punktes  wollen  wir  durch  y'  bezeichnen.  Dann 
ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit,  wenn  CP  =r'  gesetzt  wird: 

x  —  r'cosuf   y  =  r'sinit. 

Nun  ist  aber 

©■-©■-■  (?/-«)'=" 

also 

r'*  (cos  u«—  sin  m«)  =  r'*  cos  2m  =  «* , 

folglich 

V cos  2m  ' 

*o  r'  nur  dann  reell  ist,  wenn  cos 2m  positiv  ist    Folglich  ist 

n  cos  u 
x  =  —  , 

V  cos  2m 

und  weil  wegen  der  obigen  Gleichungen 

(?)'=(*)•  *  »•=>• 

*ko,  da  y  und  y'  offenbar  immer  gleiche  Vorzeichen  haben, 
6 

J^jV  »*t,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

br'  .  6  sin  u 

y  =  —  sin  u  ==  77==  . 
«  V  cos  2m 

D«'ch  den  Winkel       den  wir  auch  hier  die  Anomalie  des 
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Punktes  {xy)  nennen  wollen,  lassen  sich  also  die  Coordinaten 
x,  y  dieses  Punktes  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

flcosw  b  sin« 

X~~  VcÖ8&  y~VwÖu' 

Der  Grund,  dass  diese  AusdrCcke  bei  Weitem  nicht  so  einfach 
sind  wie  die  entsprechenden  AusdrCcke  bei  der  Ellipse,  liegt  im 
Wesentlichen  in  der  geringeren  Einfachheit  der  Gleichung 

cos       sin  ti*  =  cos  2« 

im  Verhältnis««  zu  der  Gleichung 

cos  »*  +  sinK*  =  l. 

Die  Anomalien  gewähren  daher  bei  der  Hyperbel  weniger  Vortheile 
als  bei  der  Ellipse,  weshalb  ich  mich  auch  hier  mit  der  ersteren 
Curve  in  geringerer  Ausführlichkeit  als  mit  der  letzteren  beschäf- 
tigen werde. 

Man  kann  auch  noch  die  folgenden,  aus  dem  Obigen  sich 
unmittelbar  ergebenden  Ausdrucke  von  ar,  y'  merken: 

acosu        ,  ub\wu 

X       ^C^S^m'     ^  V^COS'i« 

Sollen  die  gefundenen  Ausdrucke  der  Coordinaten  reell  sein,  so 
muss  cos 2m  positiv  eein.  Theilen  wir  nun  das  Intervall  0  bis  2» 
in  die  sechs  folgenden  einzelnen  Intervalle: 

0  bis    \  n, 

1  3 

4*    -  4*> 

3  4 
4*  » 

4  5 

in    »  4*» 

5  7 
4ff    »»  4Ä» 

7  8 

so  Hegt,  wenn  u  in  diesen  Intervallen  liegt,  2ti  beziehungsweise 
in  deu  folgenden  Intervallen: 
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0 

bis 

1 

cost*  positiv, 

1 
1 

2* 

»» 

Q 

o 

»» 

negativ, 

3 

2* 

»» 

2  ' 

»» 

■ 

positiv , 

4 

2" 

»# 

0 

2*' 

•■ 

positiv, 

> 

5 

4* 

»» 

7 

>» 

negativ, 

i 

2" 

»» 

8 

2*' 

»» 

positiv. 

Also  sind  die  obigen  Ausdrucke  der  Coordinaten  nur  dann  reell, 
wenn  m  in  den  folgenden  Intervallen: 


d.  h.  in  den  Intervallen: 


0 

bis 

J 

4* 

3 

4* 

>» 

4 

4 

4* 

»» 

5 

7 

4* 

>» 

8 

0 

bis 

1 

4 

3 

r 

*> 

7 

4* 

»• 

8 

4* 

Hegt.  In  allen  übrigen  Fällen  sind  die  obigen  Ausdrücke  der 
Coordinaten  imaginär. 

* 

§  14. 

Zu  der  bisher  betrachteten  Hyperbel,  deren  Scheitel  A,  Ax 
und  deren  Axen  AAX  =  2a  und  Bßl=2b  waren,  wollen  wir  jetzt, 
wie  Tat  XII.  Fig.  4.  zeigt,  eine  zweite  Hyperbel  beschreiben,  deren 
Scheitel  B,  Bx  und  dereo  Axen  BBk=2b  und  AAX  »2a  sind. 
Dann  ist  offenbar 
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die  Gleichung  dieser  zweiten  Hyperbel,  und  die  Gleichungen  un* 
serer  beiden  Hyperbeln  sind  daher 

weshalb  uir  im  Folgenden  diese  beiden  Hyperbeln  respective  die 
positive  Hyperbel  und  die  negative  Hyperbel  nennen 
wollen  *). 


§.  15. 

Wir  wollen  jetzt  die  Gleichung  der  Geraden  suchen,  welche 
durch  die  beiden  Punkte  der  Hyperbel  **)  geht,  deren  Anomalien 
u  und  tii  sind. 

Bezeichnen  wir  die  gesuchte  Gleichung  durch 

y  =  A.i  +  B, 

so  ist,  weil  nach  {.  13.  die  Coordinaten  der  beiden  gegebenen 
Punkte 

ocosm         b  sinu        _    o  cos  m,         b  sin«, 

und 


V  cos  2m      V  cos  2m         V  cos  2m,      V  cos  2m, 
sind : 

6sinM        a  ocosm  _ 


V  cos  2m        V  cos  2m 

6sinM,  ocosm, 

-  •  -z— — r^_—     vi  — ^  t=.  -f-  o ; 

V  cos  2m,        V  cos  2m, 

und  die  gesuchte  Gleichung  hat  also  eine  der  beiden  folgenden 
Formen : 

6sinM  ocosm  s 

y   =A{X—  ~t  r=r) , 

Vcos2m  V  cos  2m 

osuim,  cos«!  v 

9     V  cos 2m,       V  \fcM%H 


*)  Wollte  man  eine  ähnliche  Constructton  auch  bei  der  Ellipte  machen, 
•o  wurde  offenbar  die  zweite  Ellipse  mit  der  ersten  ganz  coincidiren. 
*')  Ohne  Beisatz  verstehen  wir  immer  die  positive  Hyperbel. 
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Leicht  findet  man  aber  aus  den  vorhergebenden  Gleichungen: 

^  6  sin  Ii  Vcos  2ttt  —  sin«!  V"  cos  2m 

a  cosuSf  cos2t<i— cosm,  V cos 2m ' 

also  ist  die  gesuchte  Gleichung: 

y      6sint<       6  sin  mV" cos^  —  sin«,  V* cos  2m  ^  acosu  ^ 

\^C0S2«     <*  cosm  Vrcos2M1  —  cosm,  Vws^m  V  cos2m 

oder: 

y      6sin?/l  ^6  sin  11  Vcos2m|- sinti! \~cös<2u  acos«, 

V" cosllitf, 'cosmV cos2w1~cos?/lV cos2m  V^cÖs^m; 

oder  auch,  wie  man  mittelst  einiger  leichten  Transformationen  Gndet: 

6 (sin  u     cos 2«!  —  s i n  ux  V^cös^i)  x  ) 

   |   =  o6sin(tt — ut). 

—  o  (cos  u  V  cos2m,  —  cos  Mt  V cos  2m)  y  ) 

s- 

Auch  ist: 

(sirm^ cos2m,— sinM,  V  cöiS) (sin  u  V  cos2«,  +  sin  m,  V  cos  2m) 
=  sin  u*  cos  2?/j  —  sin  M,a  cos  2m 
=  sin  m*  cos  m,2 — cosi^sin«!2 
=  sin  (m  —  t/j )  sin  (i#  -f-  t/, ) 

und 

(cos  u  V  cos2m7— cos  m,  Vcös  2m)  (sin  u  V^cosImi  +  sin  ux  VcosIm) 

=  sin « cos  m cos 2m,- sin m,  cos?*i  cos 2m— sin(M-  ux)^~ cos 2m cos 2mj 
=   sin  u  cos  m,  (cos  m  cos  m,  -fsinMsinMj) 


-  cos  m  sin  «,  (cos  u  cos  m,  +  sin  u  sin  m,  )  —  sin  (u  —  tij )  V^cos  2m  cos  2mj 


=   sin  (m  —  M| )  { cos  (m  —  Mj )  —  V  cos  2m  cos  2m,  ) ; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

b  sin  (m+m,) 

-'1  =  • 


n    COS(M  —  Mj)—      COS 2m COS 2M|  ' 

*nd  daher  die  gesuchte  Gleichung  auch 

6sinu   6  sin(M  +  m, )  " 

V^cös^«        '  cos (u  —  n, )  —  Vcos 2a  cos 2«;        V  cos 2m^ 
Theil  XXIV.  28 


MCOSM 
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oder 

6sinM,  6  jjnjM  +  M,)  JLS^gL). 

Vc0s2m,  *COS(U—  ?/,)—  Vcos2mcOs2m,  V COs2m, 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  der  beiden  durch  die  Anomalien 
u  und  m,  bestimmten  Punlcte  der  Hyperbel  von  einander  durch  j, 
so  ist 

s  _  s  (  c°s"  _  cosi/i_y .  f  sinjL  _ _yin?/»-)2 

*  ~~  °  V  V7Ös2m     V cos  2m,  /         V  V cos  2m     V cos  2m, 

« 

oder 


a2 (cos m  Vcos 2m,  —  cos m,  V  cos 2m)* 


was 


cos  2m cos 2m, 

6a(8*niM     cos 2m,  »-sinM,^ cos2m)* 
cos  2«  cos  2m, 

sich  nocw7  auf  verschiedene  Arten  umgestalten  lassen  würde. 


$.  16. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichung  der  Berührenden  der  Hyperbel 
in  dem  durch  die  Anomalie  u  bestimmten  Punkte  derselben  suchen. 

Lassen  wir  die  Anomalie  m  sich  um  du  verändern,  so  ist 
nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  die  Gleichung  der  Gera- 
den, welche  durch  die  beiden  durch  die  Anomalien  «  und  u  +  du 
bestimmten  Punkte  der  Hyperbel  geht : 

6 sin  ti  h_   sin  (2* -M")  .  _  ocosm 

V~~  VcosIm  ~  «  '  cosdu  — V  c^2mco"s2TwT^)  *     V  cös2^  ' 

Diese  Gleichung  geht  in  die  Gleichung  der  Berührenden  in  dem 
durch  die  Anomalie  u  bestimmten  Punkte  der  Hyperbel  über, 
wenn  man  du  =  0  setzt,  oder  vielmehr  du  sich  der  Null  nähern 
lässt,  und  zu  der  Gränzgleichung  übergeht.  Dadurch  erhält  man 
für  die  Gleichung  der  Berührenden  die  folgende  Gleichung: 

AsinM      h         sin 2m       .        acosu  % 

_ .  __      ^  .  t .  .  _.  #  tg  _____        i  \ 

7     VcÖI2m    «  '  1  —  V  cös'itt9         VcÖs2m  * 

Bekanntlich  muss  cos 2m  positiv  sein,  weshalb  V cos2m9  =  cos2m 
zu  setzen  ist,  und  daher  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende 
übergebt: 
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_     ftsinM     _  b      sin  2m  n cos m 

9     VcMäi"""«    l-cos2M(ar~~  V^SlS^ 

oder,  wie  man  leicht  findet,  in  die  folgende  Gleichitng: 

ÄsinM       6  acos» 

-~===r  -cot  t/(ar  ) 

VW>m     «  V\os2m; 

Diese  Gleichung  bringt  man  ;.ber  auch  leicht  auf  die  folgende  Form : 

bxens  u  -  ay  sin  u  =  <i6  V cos  2m, 
oder  auf  die  Form : 

jtcqsm  ysiriM 


a  V  cos  2«     b  V  cos  2m 


=  1. 


§.  17. 

Durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  und  den  durch  die  Ano- 
malie u  bestimmten  Punkt  derselben  wollen  tvir  jetzt  eine  Gerade, 
einen  Durchmesser  der  Hyperbel,  ziehen.  Die  Gleichung  dieser 
Geraden  sef 

y  —  Ax , 

so  ist,  weil 

a  cos  u         b  sin  m 
V~  cos  2m      \^cos  2m 

die  Coordinaten  des  Punktes  der  Hyperbel  sind,  durch  den  dio 
in  Rede  stehende  Gerade  gezogen  worden  ist: 

AsinM  «  cos  m 

—  J\ 


V  cos  2m         V  cos  2m  ' 


b 

also  4  =  -taiigM,  und  folglich 


y  —  —  xtangM 


die  gesuchte  Gleichung. 

Sind  nun  überhaupt  X,  Y  die  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte dieser  Geraden  mit  der  Hyperbel,  so  haben  wir  zu  deren 
Bestimmung  die  Gleichungen : 


28* 
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aus  denen 

/*Y„  *     /AV  cos2ii  _ 

UJ  (i-^^^U;    c^  =  1' 

also  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

acosu  bsinu 

folgt. 

Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  die  Hyperbel  in  dem 
durch  die  Anomalie  u  bestimmten  Punkte  berührt,  ist  nach  dem 
vorhergehenden  Paragraphen : 

b  »int*       b  acosu 

und  die  Gleichung  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  die- 
ser Herührenden  parallel  gezogenen  Geraden  ist  folglich: 

6  , 

y=- jrcot  u. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  dieser 
Geraden  mit  der  Hyperbel  durch  Xt ,  \\,  so  haben  wir  zn  deren 
Bestimmung  die  Gleichungen: 


aus  denen 


(iYp_^-(ay.=5g-,. 


also  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander  : 

ii  sin  u  Acosj*_ 

folgt.  Weil  nun  bekanntlich  cos  2m  positiv  sein  muss,  so  ist 
— cos2u  negativ,  Xt  und  Fi  sind  folglich  imaginär,  und  die  positive 
Hyperbel  wird  also  von  der  durch  die  Gleichung 

#=-:rcotu 

charakterisirten  Geraden  nicht  geschnitten.  Wir  wollen  daher  jetzt 
untersuchen,  ob  von  dieser  Geraden  die  negative  Hyperbel  ge- 
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schnitten  wird.  Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  die  Coordinaten 
der  Durchschnittspunkte  dieser  Geraden  mit  der  negativen  Hyper- 
bel durch  X',  V,  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  {.  J4. 
die  Gleichungen: 

au«  denen 

also  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

X*         «sin»  6  cos« 

^^Vc^S'        _±  VcostS 

folgt  Da  diese  Coordinaten  reell  sind,  so  wird  von  der  durch 
die  Gleichung 

y=-*COtu 
a 

■ 

cbarakterisirten  geraden  Linie  die  negative  Hyperbel  wirklich  zwei 
Mal  geschnitten. 


}.  18. 

Die  beiden  im  vorhergehenden  Paragraphen  durch  die  Gleichungen 

y=-*tangK,    y  =  -:rcotu 

im  Allgemeinen  charakterisirten  Geraden,  deren  Durchschnitts- 
punkte mit  der  positiven  und  negativen  Hyperbel  respective  (XT) 
und  (X'Y)  sind,  heissen  conjugirte  Durchmesser  der  Hyper- 
bel. Die  bestimmten  linearen  Werthe  dieser  conjugirten  Durch- 
messer sind  die  Entfernungen  der  beiden  Punkte  von  einander, 
in  denen  von  dem  ersten  Durchmesser  die  positive,  von  dem 
zweiten  Durchmesser  die  .negative  Hyperbel  geschnitten  wird,  und 
sollen  respective  durch  2A  und  2B  bezeichnet  werden  *). 


*)  Ich  glaube ,  dm«  man  bin  jetxt  bei  der  Theorie  der  Hyperbel 
die  Betrachtung  der  negativen  Hyperbel  mit  Unrecht  unterlassen  hat; 
nur  dnrch  deren  Einführung  erhalten  die  conjugirten  Durchmesser  der 
Hyperbel  ihre  wirkliche  geometrische  Bestimmung.  Bei  der  Eihuse 
wurde  die  negative  Ellipse  mit  der  positiven  zusammenfallen,  wie  schon 
In  der  Note  an  §.  14.  bemerkt  worden  ist. 
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Offenbar  ist 

^*=*2+F2, 
also,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

Y     .1    a  008  u       v      ■  _6sinM' 


ist: 


^2  a2cosw2-f  62sin«2     A  —  ^ o2  cos  M2-fr  &2sin u* 

cos2m         '      ~~~  Vcos^w 


Auf  ähnliche  Art  ist 

#2=;r/2+ r/2, 

also,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

v~  ««|n«  Vl  tßcosti 
A.  —  ±    .  i    r  —  ± 


V  cos  2m  V  cos 2m 

ist: 


_  o2  sin  m2  +  fc2 cos  m2  \^ «2sin  i*2  +  62  cos tt2 

cos  2m  '         ~~  "  ^COS^M 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Ausdrucken  von  Ä1  und  ß* 
ergiebt  sich  auf  der  Stelle : 

_  a2(cos  m2  -  sin  m2)  —  62(cos  m2  —  sin  m2)  __  (o2-62)cos2m 
*  ~~  cos  2m  ~       cos  2« 

also 

.42— J32  =  «2-62, 

welches  der  bekannte  wichtige  und  merkwürdige  Satz  von  den 
conjuyirten  Durchmessern  der  Hyperbel  ist,  zu  dem  uns  also  die 
vorhergehenden  Rechnungen  auf  sehr  einfache  Weise  geführt  haben. 

Auch  kann  man  noch  die  Relation 


n2  +  A2 


merken. 


Wir  wollen  jetzt  den,  von  den  durch  die  Gleichungen 

6  6 
.V  =  -*tangu,   2  =  -*cottt 
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Charakteristiken  conjugirten  Durchmessern  eingeschlossenen  Winkel 
durch  B  bezeichnen,  so  ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  ana- 
lytischen Geometrie: 

i  b  *  » 

I  —  (cot« — tangw) 

tangö2  =  \   

j  1  -f  ^cottitangu 

also,  wie  man  leicht  findet: 

» 

s  _        a*b*cos2u*  4a262cos2tt2 

tang  Ö  ~~  («2  +  62)2 sin u» cos m«—  (a*  +  62)2  sin  2«»' 

oder: 

4a262 

ti,ngÖ*  =  ^2-pp)acot2u«. 

Nun  i*»t  aber 

.  r.  tangö2 

sin  ö*  =  .  t  ^»  i 

1  +  tang  Ö2 

also,  wie  man  leicht  findet: 

4ö262cot2«2 


sin02  = 


(a2  |  62)2  f  4a262cot2tt2' 
oder 

sin  6*  = 


4«2o2  cos  2«a  +  (««  +  62)2  sin  2««  ~  4a«62  +  (a2  -  62)2  si  n  2w2 
folglich : 

•2a6cos2tt 
sin  6  —  — r:     ■■  ..  -    .  .  — -=•  • 

♦/4a«A*  +  (a2— 62)2sin2ti2 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  aber: 

_  (a»cos  //*  4-  6*  sin  it2)  («2*in  m2  +  62cos  t/2) 
4  ß  —  c^slP  • 

_  (q4  +  64)  sin  m2cos  ti2  -f-  q2ft2  (sin  «4  +  cos  u4) 

cos  k2w2 

(<i4+  64)sin  m2cos  n*-f  «2A2(sin  M2-f  cos  w2 — 2sin  m2cosu2) 

cor  2k2 

-  «^H^  —  6fl)asinMttcQSt<» 
~~  cos  2«2 

4<i262  +  (tfl-b*)*  sin  2t** 
4cos2«2 
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and  daher  nach  dem  Obigen: 

^J^sinÖ*  =  also  ab  =  ^Äsinö. 

Bezeichnen  wir  die  beiden,  von  den  auf  der  positiven  Seite 
der  Axe  der  x  liegenden  Theilen  der  durch  die  obigen  Gleichun- 
gen charakterisirten  conjugirten  Durchmesser  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigen- 
den Winkel  durch  ö  und  ö,,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analy- 
tischen Geometrie  bekanntlich: 

tangö  =^  tangu,    tang«!  =^cotti ; 

also 

-      b*  6* 
tango)  taug  &>i  =  ^5  taug  u  cot  u  =  t 

woraus  sich  unmittelbar  die  Gleichung 

6*  —  a2tang  ö  tang  öj  =0 

ergtebt 


§.  20. 

Wir  wollen  nun  auch  die  Gleichung  der  Hyperbel  in  Bezug  auf 
das  System  der  beiden  durch  die  Gleichungen 

6    ,  b 
yss-a-tangu,  y=-xcotu 

charakterisirten  conjugirten  Durchmesser  als  Axen  der  X  und  Y 
suchen.  Zu  dem  Ende  betrachte  man  eine  beliebige  der  Axe  der 
Y,  d.  h.  dem  durch  die  Gleichung 

y  —  —xcotu 

charakterisirten  Durchmesser  parallele  Sehne  der  Hyperbel,  so 
ist,  wenn 

acos  U        b  sin  U 
Vcößü'  VeöiW 

die  Coordinaten  eines  beliebigen  der  beiden  Durchschnittspunkte 
dieser  Sehne  mit  der  Hyperbel  sind,  deren  Gleichung  offenbar: 

b  sin  U      b        ,       a  cos  ü  x 

y  —  ;  r—  -==  =  -  COt  U  {X  —  -  j  -r=). 

9       \TC0S2U       «  VcOs2CT 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkte  die- 
»er  Sehne  mit  der  Axe  der  X,  d.  b.  mit  dem  durch  die  Gleichung 

b  _ 
y  =  -*tangti 

cbarakterisirten  Durchmesser,  durch  xt ,  yx ;  00  haben  wir  zu 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

yi  =  --*itanga, 
äsin  17      6        .  acost/ 

aus  denen  sich  mittelst  einer  sehr  einfachen  und  leichten  Rech- 
nung die  Formeln 

_   cosMcos(M-f  U)  sin  «  cos  («-f  ü) 

X*~~a  C0S2m ^cösläT/ '   Vl  ~   cos2u  VTösf& 

ergehen.   Nun  ist  aber  offenbar 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

X2  _  (Q2co8tta4&a8in«a)cos(u-|-  U)* 
cos  2m*  cos  2  U 

Ferner  ist  offenbar 

1     Vcos2C/'  T  yi     Vcos2t7;  ' 
aber  nach  dem  Vorhergehenden: 

acoaV        cos  «cos  (u  -f  C7)  —  cos 2m  cos  (7 
Vc^sTf;-"0  cos2tiVco72Ü  ' 

b sin  t7  ^sinMcos(M-|-  E7)  —  cos 2m sin  t/# 

yi~Vcos2l7~"  cos2«Vco72"W  ' 

folglich,  weil 

cos  m  cos  (u  +  V)  —  cos  2m  cos  ü  =  sin  u  sin  (u  —  ü) , 
sin  u  cos  (m  +  ü)  —  cos  2m  sin  17  =  cos  u  sin  («  — 17) 

ist: 
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flco«  V        gintcsin(tt  —  U) 

*x  ~~  Vc^PlU"   cos2m  V^cosW' 


also 


6 sin  l 7   ^cosM8in(n— 17) 

_  (a2sintt2  +  ft^costt«)  «in  (m—J7)« 
~~  cös2«*cos2€7 


IS  ach  §.  18.  ist  aber 

a2costt2  +  62sinti2 


cos2« 
a2sinti2-|  g2cos  ti2. 


COS  2« 

als«»  ist: 

^^J'1'08^^^'  ,    F2  ==  ff«  sin(t<  — C7)2  . 
cos2»<cos2r7 '  cos  2k  cos  2 17' 

folg  Ii  cli : 

{ZV      fY\-  -  c08("  +  t7)*~ *in(n-  C7)2 
V^/  ~~  co8  2»icos2D 

Nun  ist  aber 

cos(if  f  C7)2-ain(u  —  U)2 
=  cos  ti2 cos  C72  -f-  sin  «2sin  V2  -  2 sin  « cos  » sin  €7 cos  V 
—sin«2  cos  U*  —  cos«2  sin  t72  +  2  sin  u  cos  u  sin  17  cos  U 
=  (cos  w2  —  sin  u2)  cos  C72  —  (cos  i/2 — sin  «2)  sin  C72 
=  (costi2  —  sin«2)  (cos  f72— sin  V*)  =  cos  2m  cos  2  V, 
also  nach  dem  Vorhergehenden ; 


Ca)'-®'-- 


welches  die  bekannte  Gleichung  der  Hyperbel  in  Bezug  auf  zwei 
ihrer  conjugirten  Durchmesser  ist. 

§.  21. 

Durch  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  der  positiven  und 
der  negativen  Hyperbel  wollen  wir  jetzt  eine  beliebige  Gerade 
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legen,  und  wollen  den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  tinter 
welchem  der  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  x  liegende  Theil 
dieser  Geraden  gegen  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  geneigt 
ist,  durch  q>  bezeichnen;  dann  ist 

3f  =  *ta»g9 
die  Gleichung  dieser  Geraden. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
dieser  Geraden  mit  der  positiven  Hyperbel  durch  x,  y  selbst,  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  folgenden  Glei- 
chungen :  • 

£  =  jrtang9>,  ~(f  )  =1; 

aus  denen  man  leicht  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander 

4— ±  abcostp 

\f  6*  cos  qp2 —  «*sinqp* 

abs'inw 


\f  b2  cos  q>2 — o4  sin  <p'd 


erhalt.  Diese  Coordinaten  sind  nur  so  lange  endlich  und  reell, 
so  lange 


ist.  Für 


b* 

'  61cos(jp*— aasin92>0,  tang<jp^<^2 


b2 

6*cos«p*  — «asin94  =  0,  tangqp*= 


a 

werden  die  obigen  Coordinaten  unendlich;  für 

H2 

6*cos<p* —  a*sinqpa<0,    tang<pa>  ^ 

werden  dieselben  imaginär,  und  in  keinem  der  beiden  letzten  Fälle 
wird  also  die  positive  Hyperbel  von  unserer  geraden  Linie  geschnitten. 

Bezeichnen  wir  durch  xt ,  yx  die  Coordinaten  der  Durchschnitts» 
punkte  unserer  Geraden  mit  der  negativen  Hyperbel,  so  haben  wir 
zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen : 
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aus  denen  man  leicht  mit  Beziehung  der  oberen  und 
Zeichen  auf  einander 

ab  cos  q> 


*i  =  ± 


Vaa si n 9a  —  6a cos q>*  * 
absmcp 


%f  aasinqpa  —  6acoso;a 

erhält  Diese  Coordinaten  sind  nur  so  lange  endlich  und  reell, 
ko  lange 

oacospa  —  aasiuqpa  <0,   tangg>a>^  # 

ist.  Für 

oacosg>a  —  a*8in<p*=0,    tangqpa  =  ^ 
werden  die  obigen  Coordinaten  unendlich;  für 

b2 

6acos<pa  -  aasing>a  >  0,    tango?a  <  ~ä 

werden  dieselben  imaginär,  und  in  keinem  der  beiden  letzten  Fälle 
wird  also  die  negative  Hyperbel  von  unserer  geraden  Linie  geschnitten. 

Nehmen  wir  das  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich 
Folgendes : 

Für 

6f 

6*cosqp*~a*sin9>a>0,  tangg>a<-j 

wird  von  der  durch  die  Gleichung 

t/  =  o:tang<p 

charakterisirten  Geraden  die  positive  Hyperbel  geschnitten,  die 
negative  Hyperbel  nicht  geschnitten. 

Für 

6a 

0acoaqp* — aasino;a  =  0,    tang<pa  =  ^ 

wird  von  der  durch  die  Gleichung 

y  =  ;rtangg> 

charakterisirten  Geraden  weder  die  positive,  noch  die  uegative 
Hyperbel  geschnitten. 

Für 

6a 

6acos<)pa  —  aasing>a<0,  tang<jpa>^5 
wird  von  der  durch  die  Gleichung 
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y  =  .rtangg> 

charakterisirten  Geraden  die  positive  Hyperbel  nicht  geschnitten, 
die  negative  Hyperbel  geschnitten. 

Weil  nun  aus  der  Gleichung 

tang  <jpa  =:      sich  tang^ni^ 

ergiebt,  so  siebt  man  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  durch  die 
Gleichung 

zwei  durch  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  der  beiden  Hyper- 
beln gehende  gerade  Linien  charakterisirt  werden,  von  denen  weder 
die  positive,  noch  die  negative  Hyperbel  geschnitten  wird;  von 
jeder  anderen  durch  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  der  bei- 
den Hyperbeln  gehenden  geraden  Linie  wird  dagegen  entweder 
die  positive  oder  die  negative  Hyperbel  geschnitten. 

Um  die  Natur  der  beiden  durch  die  Gleichung 

J    —  a 

charakterisirten  Geraden  etwas  näher  kennen  zu  lernen,  wollen 
wir  zuerst  die  beiden  Hyperbeln  etwas  genauer  untersuchen.  Dass 
diese  beiden  Hyperbeln  sich  nicht  schneiden  können,  ist  klar, 
weil  es  sonst  zwei  den  beiden  Gleichungen 

zugleich  genugende  Werthe  von  x,  y  geben  müsste,  was  offen 
bar  nicht  möglich  ist.    Nun  wollen  wir  uns  aber  einmal  eine  be- 
liebige positive*)  Abscisse  x  denken,  und  die  derselben  entspre- 
chenden positiven**)  Ordinaten  der  positiven  und  negativen  Hyperbel 
durch  y  und  y'  bezeichnen.    Dann  ist 

also  durch  Subtraction: 

\<>J  "~W  -    6«   ~       6»  ~£t 


•)  Wm  hier  hinreicht. 

Wbi  hier  gleichfalls  genügt. 
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folglich 

2b* 

Weil  nun  wegen  der  Gleichungen 

die  Ordinaten  y  und  y'  offenbar  in's  Unendliche  wachsen,  wenn 
x  ins  Unendliche  wächst,  so  nimmt  der  absolute  Werth  von 
y'  —  y  offenbar  in's  Unendliche  ah,  wenn  x  in's  Unendliche  wächst, 
und  man  sieht  also  hieraus,  dass  die  Schenkel  der  positiven  und 
negativen  Hyperbel,  wenn  man  sie  verlängert,  sich  offenbar  immer 
mehr  und  mehr  nähern,  und  einander  auch  beliebig  nahe  kommen 
können,  wenn  man  sie  nur  weit  genug  verlängert,  ohne  sich  je- 
doch jemals  zu  schneiden. 

Wegen  der  oben  bewiesenen  Eigenschaft  der  beiden  durch 
die  Gleichung 

.6 

charakterisirten  Geraden,  dass  dieselben  nämlich  weder  die  posi- 
tive, noch  die  negative  Hyperbel  schneiden,  müssen  nun  diese 
beiden  Geraden  offenbar  zwischen  den  beiden  Hyperbeln  liegen, 
und  werden  denselben  daher  auch,  wenn  man  sie  verlängert,  im- 
mer naher  und  näher  kommen,  und  beliebig  nahe  kommen  kön- 
nen, wenn  man  sie  nur  weit  genug  verlängert,  ohne  jedoch  die 
eine  oder  die  andere  Hyperbel  jemals  zu  schneiden  Wegen  die- 
ser Eigenschaft  werden  die  beiden  durch  de«  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt  der  beiden  Hyperbeln  gehenden,  durch  die  Gleichung 

. » 

charakterisirten  Geraden  die  Asymptoten  der  beiden  Hyperbeln 
genannt. 


§.  22. 

Wir  wollen  nun  die  positive  Hyperbel  noch  quadriren.  Be- 
zeichnen wir  für  AQ  =  x,  PQ—y  (Tai.  XII.  Fig.  3.)  den  Flächen- 
inhalt  des  hyperbolischen  Stücks  APQ  durch  F.  so  ist 


=  f  yBx. 


Weil  nun 
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acosu  6  sin?« 

\T  cos2m'        V  cos  2m 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

Ö£  sin  2«  cos  «  —  cos  2m  sin  u 

a  cos  2«  V  cos  2m 

also 

«   «In«  Q 

cos  "Ja  V  cos  2« 

nnd  folglich: 

also  nach  dem  Obigen  offenbar: 
Weif 

( sin«  V 1  — cos 2m 
cos  2  m/  —  2  cos  2m» 

ist,  so  ist,  wenn  2m  =  &  gesetzt  wird: 

Asinw  \«     _  1  —  cosp    _ ,  /  de        Bo  \ 
Vcos2fV  4cosr*  ÖP  —  *  Vcos^~cWf]y  ' 

also 

Bekanntlich  ist  aber 
also: 

/° ^  sinM  \* 

J  ÖM  =  4l«angP-lcota7r-iP)}  =  l{tang2M-lcot(^-tt)|, 

und  folglich  auch : 

/«  /  sin«  V  «  '  . 
Us^J  ö«=mang2«-Icotarc-M)}, 

o 

also  nach  dem  Obigen: 

F  =  {ab  \  tang2«  —  I  cot  ({*—  ti) }. 
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Untersuchung  der  Fehler,  welche  aus  einer  nicht 
centrischen  Aufstellung  des  Messtisches  oder  eines 

Winkelmessers  entstehen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  /.  Lern  och 

an  der  Universität  zu  Lemberg. 


Das*  viele  Praktiker  auf  die  genaue  Aufstellung  des  Mess- 
tisches nicht  viel  halten,  von  der  Lothgabel  entweder  gar  keinen 
oder  höchstens  in  dem  Falle  einen  Gebrauch  machen,  wenn  sie 
auf  grosse  Distanzen  zu  visiren  haben,  durfte  als  eine  bekannte 
Tbatsache  vorausgesetzt  werden. 

Diese  unrichtige  Ansicht  ist  selbst  in  einigen  Lehrbüchern 
Aber  praktische  Geometrie  ausgesprochen,  und  ihr  Ursprung  durfte 
in  der  Annahme  zu  suchen  sein,  dass  die  10  bis  12  Zoll,  um 
welche  die  unrichtige  Aufstellung  ohne  ßeihulfe  einer  Lothgabel 
von  der  wahren  differirt,  nur  in  dem  Aufnahmsmassstabe  auf  das 
Tischblatt  übergehe,  somit  gar  nicht  merklich  sei.  Diese  Worte 
bekommt  man  sehr  häufig  zur  Antwort,  wenn  man  einen  solchen 
Praktiker  auf  die  unrichtige  Aufstellung  aufmerksam  macht 

Ich  habe  nun  diesen  an  sich  ganz  unscheinbaren,  aber  för 
die  Praxis  höchst  wichtigen  Gegenstand  (die  Aufstellung  des  Mess- 
tisches nämlich)  einer  allseitigen  Untersuchung  unterworfen  und 
manche  Resultate  erhalten,  welche  die  ausübenden  Geometer  in- 
teressiren  dürften. 

§  1. 

Wenn  der  Mittelpunkt  eines  Limbus  genau  vertikal  über  den 
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Scheitel  des  zu  messenden  Winkels  gestellt  ist,  so  ist  das  In* 
strömen t  centrisch,  findet  das  Gegeutheil  statt,  so  ist  dasselbe 
excentrisch  aufgestellt. 

Ist  (Taf.  XIII.  Fig.  1.)  C  der  Scheitel  <les  zu  messenden  Win- 
kels  ACB%  das  Instrument  dagegen  in  O  aufgestellt,  daher  statt 
ACB  der  Winkel  AGB  gemessen  norden;  und  werden  beide  für 
gleich  gehalten,  so  begeht  man  einen  Fehler,  dessen  Grösse  und 
Einfluss  der  Inhalt  nachfolgender  Untersuchung  ist,  wobei  wir 
vorerst  den  in  der  Figur  angenommenen  Standpunkt  im  Auge  be- 
halten und  CO  mit  wenigen  Ausnahmen  klein  annehmen. 

Setzen  wir  AC=at  BC=bi  AOB=ßt  CO=E,  AOC=y 
als  gegeben  voraus,  den  gesuchten  Winkel  ACB  =  at  den  Feh- 
ler =  x ,  so  ist  offenbar 

a—ß=zx  1) 

Die  Grosse  E  nennt  man  die  Excentricität  der  Aufstellung,  y  den 
Direktionswinkel  und  x  die  Reduktion  auf  das  Centrum;  y  wird 
stets  von  der  Excentricität  nach  der  rechten  Seite .  (von  O  gegen 
C  gesehen)  bis  zu  dem  linken  Schenkel  des  gemessenen  Winkels 
gerechnet. 

Aus  dem  Dreiecke  AOC  findet  man  e\\\  A=zE—^ \  da  aber 

dieser  Winkel  in  den  meisten  Fällen  sehr  klein  ist,  so  kann  man 

sin  y 

mit  hinreichender  Schärfe  A  =  E   setzen. 

H 

In  dem  Dreiecke  BOC  ist  aus  dem  eben  angeführten  Grunde 
ß  =  £8-^— 7).    Wregen  der  Gleichheit  der  Winkel  AMC  und 

BMO  ist  a+A  =  ß+B,  daher  a— 0=Ä  —  A,  somit  der  gesuchte 
Unterschied 

x  =  a—ß=B-A  2) 

Werden  für  A  und  B  die  oben  gefundenen  Wrerthe  substituirt 
und  x  in  Sekunden  ausgedruckt,  so  ist 


x..=  * >Wrr_f^(.  .  .  .  . 

Bin  1"  f       o  a  \ 


3) 


Ans  dieser  Gleichung  folgt  unmittelbar: 

l)  dass  der  Fehler  Null  werden  kann ,  wenn  entweder  E  oder 

sin(/?-f-y)     giny  ^{          ynd          ,etzU?re  FftI| 
o  « 

Thcil  XXIV.  29 
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tritt  dann  eio ,  wenn  der  Standpunkt  O  in  der  Peripherie  des  durch 
die  Punkte  A,  ß ,  C  bestimmten  Kreises  liegt,  dann  sind  A  und 
ß  Peripheriewinkel  auf  der  Sehne  OC,  somit  einander  gleich. 
Der  Abstand  E,  hat  in  diesem  Falle  auf  die  Grosse  des  Fehler« 
keinen  Einfluss 

2)  Der  Fehler  wird  desto  kleiner,  je  kleiner  E  oder  je  wei- 
ter die  beiden  anvisirten  Signale  sind,  weil  ein  gleichzeitiges 
Wachsen  der  a  und  b  eine  Abnahme  in  A  und  ß  bei  übrigens 
gleichen  Umstanden  zur  Folge  hat.  Bei  hinreichend  grossen  a  und 
b  werden  die  Winkel  nahe  gleich  Null ,  somit  hat  ihre  Summe  und 
ihr  Unterschied  Null  zur  Grenze. 

Diese  Abnahme  findet  desto  rascher  statt,  je  mehr  die  Werthe 
a  und  b  einander  gleich  sind;  denn  unter  der  Annahme  a  =  b  ist 

x_    E    j»in(/3  +  y)-siny| 
sin  1"  \  a  '  \  ' 

daher,  well  ß  und  y  unveränderlich  vorausgesetzt  werden,  der 
Zahler  konstant,  während  nach  dem  Gesagten  der  Nenner  wach- 
send gedacht  wird;  x  wird  somit  schneller  abnehmen  als  wem 
auch  im  Zähler  zunehmende  Grossen  als  Faktoren  vorkommen, 
was  in  dem  Falle  geschieht,  als  a  von  b  verschieden  gedacht  und 
die  Brüche  in  3)  auf  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  gebracht 
sind.   Wir  wollen  das  Gesagte  durch  einige  Beispiele  erläutern. 

Erstes  Beispiel.  Es  sei  n=500°,  6  =  10°,  E=J,  Klaf- 
ter, 0=73°  29\  y  =  30°16';  mit  diesen  Daten  findet  man: 

*=27'  32-3". 

Diese  Werthe  von  a  und  b  sind  wohl  ungewöhnlich,  aber  nicht 
unmöglich,  und  können  beim  Messtische  in  dem  Falle  leicht  ein- 
treffen, wenn  man  im  Punkte  C  steht,  den  Tisch  nach  A  orien» 
tirt  und  B  rayonirt  hat;  trägt  man  noch  —  wie  es  üblich  ist  — 
diese  kurze  Distanz  auf  den  Rayen  tmf,  so  ist  ß  um  27'  32"  feh- 
lerhaft bestimmt.  Ob  dieser  Fehler  viel  oder  wenig  beträgt,  wer- 
den wir  später  untersuchen. 

Lassen  wir  jr  =  10",  ß,  y,  a  und  b  die  obigen  Werthe  be- 
deuten, so  finden  wir  aus  3)  £  =  0*04  Zoll,  d.  h.  der  Limbus 
müsste  bis  auf  0*04  Zoll  centrisch  gestellt  sein,  wenn  der  Un- 
terschied zwischen  dem  gemessenen  und  gesuchten  Winkel  nur 
10"  betragen  sollte.  Eine  so  genaue  Einstellung  ist  kaum  zu  erreichen. 

Wird  a=6  =  500  Klafter  angenommen,  die  Werthe  der  übri- 
gen Grossen  beibehalten ,  so  ist  x  =  W. 
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Zweites  Beispiel.  Wenn  beide  Signale  gleich  weit  ent- 
fernt sind,  wie  gross  ni linste  diese  Entfernung  sein,  damit  bei 
den  Werthen  J5  =  T',,  /?=73°29',  y=30°  16'  der  Fehler  nur  30" 
betrage. 

Mit  diesen  Daten  findet  man  a  =  267*7  Wiener  Klafter;  da 
nun  der  Messtisch  mit  Leichtigkeit  bis  auf  6  Zoll  centrisch  ge- 
stellt werden  kann,  so  sieht  man  aus  diesem  Beispiele,  dass  eine 
Excentricität  von  0  Zoll  bei  obiger  Entfernung  der  Signale  keinen 
merklichen  Fehler  verursacht.  Bei  der  graphischen  Triangulirung 
einer  Quadratmeile  oder  Oberhaupt  in  solchen  Fällen,  wo  man  es 
mit  grösseren  Distanzen  zu  thun  hat,  kann  man  also  verhaltniss- 
mässig  eine  grossere  Excentricität  zulassen,  als  bei  der  Detail- 
aufnahme. 

Drittes  Beispiel.  Ist  0  =  60°,  y=90°,  0=800°,  6=400°, 
E  =  4  Klafter,  so  ist  die  Reduktion  auf  das  Centrum  =  — 15'  28"  2. 


§•  2. 

Wir  haben  bisher  die  Umstände  erörtert,  unter  welchen  der 
Fehler  entweder  Null  oder  doch  sehr  klein  ausfüllt,  suchen  wir 
nun  die  Fälle  des  Maximum  auf. 

Hinsichtlich  der  Grössen  a  und  b  wird  x  ein  Grösstes,  wenn 
eine  derselben  Null  wird;  da  diess  in  der  Praxis  jedoch  nicht 
vorkommen  kann,  so  folgt  nqr  so  viel  daraus,  dass  der  Fehler 
desto  grösser  wird,  je  grösser  der  Unterschied  in  den  Entfernun- 
gen der  anvisirten  Signale  ist« 

Zur  Verminderung  dieses  Fehlers  ergiebt  sich  bierans  für 
die  Praxis  die  Regel,  die  Signale  wo  möglich  der  Art  zu  stellen, 
dass  je  drei  ein  gleichseitiges  Dreieck  bilden  und  von  einem  Stand- 
punkte nur  die  Winkel  zwischen  den  gleichweit  entfernten  Signa- 
len zu  messen. 

Die  Grösse  x  hängt  ferner  von  den  Winkeln  ß  und  y  ab;  las- 
sen wir  nun  E,  a,  b  konstant  sein  und  suchen  wir  das  Maximum, 
insoferne  es  von  ß  und  y  abhängt,  so  finden  wir: 

dx     E  cos  (ß  -f  y)  _  ft 
dß  -        6  _U' 

somit  cos (0  +  y)=O,  daher  ist  /S  +  y  =  90°  oder  0-fy  =  27O°; 
fem er  ist 

dx       E    \cos(ß  +  y)  eosy) 

^=iToT*l — b  — <rf=0"  •  •  '  A) 
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also 


cos  (ff  +  y)  tosy_ 
6       ~    «  ~U' 


und  weil  nach  dem  Vorhergehenden  cos (ß  +  y)  =  0  ist,  so  folgt 
auch  cosy  =  0  und  y  =  90°  oder  y  =  270°. 

Aus  der  Kombination  der  Werthe  y  und  ß  ergeben  sich  nur 
zwei  unterschiedliche  Fülle,  bei  welchen  x  ein  Gross tes  wird, 
nämlich  y  =  90°  und  0=0  oder  y  =  90°  und  0=180°,  also  bei  der 
Messung  sehr  spitzer  oder  sehr  stumpfer  Winkel. 

Die  Formel  3)  geht  über  in 

„     E(a-6)  „        E(a  +  b) 

x  —  -  .  .  .„   oder  x  =  .  .  .„  ,  ...  5) 

au  8ml  uüsml 

jenachdera  ß  =  0  oder  /3  =  180°  angenommen  worden  ist. 

Lassen  wir  hier  £  =  6  Zoll,  a  =  400,  6  =  50  Klafter  bedeu- 
ten, so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  x=iöf  1",  aus  der  zweiten 

x  =  —  W  26"  8. 

Wird  aber  in  3)  j?=170°f  y=90°  angenommen,  die  übrigen 
Angaben  beibehalten,  so  findet  man  x= — 6'  21"  5,  also  nur  um 
5"  3  weniger.  Wenn  nun  die  beiden  Signale  gleich  weit  entfernt 
•  sind,  so  wird  bei  einer  Entfernung  von  1308 *6  Klaftern  eine  excen- 
trische  Aufstellung  von  6  Zoll  nur -einen  Fehler  von  10"  verur- 
sachen, und  da  diess  der  ungünstigste  Fall  ist,  so  wird  in  jedem 
andern  der  Fehler  weniger  betragen. 

Dass  aber  in  der  Praxis  Ffille  vorkommen,  wo  das  eine  oder 
das  andere  Maximum  streng  genommen  eintreten  kann,  ist  aus 
den  Figuren  2.  und  3.  (Taf.  XIII.)  ersichtlich.  Ist  nämlich  CD  (Fig.  2.) 
die  gemeinschaftliche  Basis  der  Dreiecke  CAD  und  CSD,  hat 
man  das  Instrument  dagegen  in  O  gestellt,  so  kann  es  leicht  ge- 
schehen, dass  die  Signale  A  und  B  mit  O  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  daher  AOß  =  0  wird;  wäre  aber  das  Instrument  in  C  cen- 
triseh  gestellt,  so  hätte  man  ACB  gemessen. 

Bei  den  obigen  Angaben  begeht  man  wegen  der  excentrischen 
Aufstellung  von  6  Zoll  einen  Fehler  von  5'. 

Beim  Messtische  kommt  dieser  Fall,  dass  mehrere  Visuren 
nahe  zusammenfallen,  sehr  häufig  vor;  da  kann  also  das  Maxi- 
mum des  Fehlers,  wenn  nämlich  noch  y  =  9ö°  wird,  leicht  ein- 
treten. Wichtig  für  den  Praktiker  ist  noch,  auf  den  Winkel  CDO 
aufmerksam  zu  machen.  Nehmen  wir  CA)— SO  Klafter,  OC=6  Zoll, 
COD  =  90°,  so  ist  CDO  —  *'  34"  8.    Hat  man  also  bei  einer 
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Messung  mit  dem  Messtisclie  diesen»  statt  scharf  über  C,  über  O 
gestellt,  und  von  O  nach  D  orientirt,  so  ist  die  Orientirung  bei 
diesen  Umstanden  um  3'  35"  fehlerhaft. 

Daraus  wird  die  sogenannte  Schwenkung  erklärlich;  und 
dass  dieser  Fehler  die  nachtheiligsten  Folgen  nach  sich  zieht, 
ist  jedem  Praktiker  bekannt.  Man  muss  also  hei  der  Aufstellung 
und  Orientirung  des  Messtisches  nicht  allein  auf  die  Arbeit  auf 
demselben,  sondern  auch  unter  demselben  genau  nachsehen,  und 
wie  dieses  Beispiel  zeigt,  kann  eine  Excentricität  von  6  Zoll  viel 
zu  gross  sein,  üiess  ist  der  schlagendste  Beweis,  wie  notwen- 
dig eine  Lothgabel  ist. 

Das  zweite  Maximum  kann  ganz  streng  eintreten,  wenn  in- 
nerhalb eines  Polygons  ein  Punkt  angenommen  und  von  diesem 
die  Winkel  gemessen  werden ,  welche  die  Ecken  desselben  in  dem 
angenommenen  Punkte  als  Scheitel  betrachtet  bilden. 

Ist  C *(Taf.  XIII.  Fig.  3 )  der  gewählte  Punkt,  wurde' aber  das 
Instrument  Ober  O  centrisch  gestellt,  so  kann  der  Fall  leicht  ein- 
treten, dass  AOB  eine  gerade  Linie,  somit  ß  =  180°  ist;  fallt 
noch  die  Excentricität  senkrecht  auf  diese  Linie,  so  ist  unter 
diesen  Umständen  der  Unterschied  zwischen  dem  wahren  und 
gemessenen  Winkel  schon  bedeutend  und  beträgt,  wenn  o  =  400, 
6  =  50,  E=Q"  angenommen  wird,  —6' 26"  8. 

Wenn  man  nun  C  und  B  auf  irgend  eine  Art  auf  dem  Mess- 
tische gut  bestimmt,  diesen  sodann  statt  in  C  über  O  centrisch 
gestellt  und  nach  B  orientirt  hätte,  so  ist  die  Orientirung  um 
5' 43"  8  fehlerhalt,  so  viel  beträgt  nämlich  der  Winkel  CBO. 

Wird  der  Standpunkt  des  Instrumentes  in  der  Mitte  der  obi- 
gen 450  Klafter  langen  Linie,  somit  a=6=225  angenommen, 
£=6  Zoll,  y=90°,  0r=  180»  beibehalten,  so  ist  *  =  2'32"8,  also 
bedeutend  kleiner.  Da  nun  bei  jeder  Messung  der  Winkel  aus 
einem  Punkte  innerhalb  des  Polygons  das  Maximum  des  Fehlers 
eintreten  kann,  so  sehen  wir  an  diesem  Beispiele,  dass  der  Feh- 
ler verkleinert  wird ,  so  bald  das  Instrument  von  den  Ecken  gleich 
weit  absteht,  und  da  die  Grosse  y  in  der  -Regel  unbekannt  ist, 
so  ist  es  räthlich,  das  Winkelinstrument  wo  möglich  von  allen 
Ecken  des  Polygons  gleich  weit  zu  stellen. 

Auch  in  dem  Falle,  als 

sin(/?  +  y)     sin  y  _ 
b      ~~  a  ~U' 

also  x  Null  wird,  kann  y  =  90°  werden,  je  nachdem  der  Mittel- 
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pnnkt  des  am  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  auf  der  rechten 
Seite  des  linken  Schenkels,  in  diesem  selbst  oder  auf  der  linken 

Seite  desselben  liegt;  der  Winkel  y  wird  ein  rechter,  wen* 
b  =  acosß  ist 

J.  3. 

Untersuchen  wir  nun  den  Einfltiss,  welchen  eine  Aenderung 
des  y  allein  auf  die  Grösse  x  ausübt. 

Der  Winkel  y  kann  alle  zwischen  0  und  360°  liegenden  Werths 
haben  und  ist 

1)  Null,  wenn  der  Standpunkt  in  der  Verlängerung  des  Sehen- 
kels  AC,  also  in  CA'  liegt  (Taf.  XIII.  Fig.  1.). 

2)  Liegt  er  innerhalb  des  Winkels  A'CB,  so  ist  /?+y<I80°. 

3)  Kommt  der  Punkt  O  in  den  Schenkel  BC  selbst,  so  ist 
/J  +  y  =  180°. 

4)  Zwischen  ACB  ist  |5  +  y>  180°. 

5)  Ist  der  Standpunkt  in  der  AC,  so  ist  y=180°. 

6)  Innerhalb  des  Winkels  Bf  CA  ist  y+£>180°  aber  <360° 

7)  Fällt  der  Standpunkt  in  die  Verlängerung  des  Schenkels 
BC,  so  ist  /3  +  y  =  360°. 

8)  Innerhalb  des  Winkels  B'CA'  ist  y  +  /3>360» 

Im  ersten  und  fünften  Falle  ist  y  an  sich,  im  dritten  und  sie- 
benten  durch  die  Messung  des  Winkels  ß  bestimmt,  also  nur  in 
vier  Fallen  noch  unbestimmt.  In  jedem  dieser  Standpunkte  kann 
man,  wenn  E,  y,  ß,  a  und'6  bekannt  sind,  die  Reduktion  auf  das 
Centrom  aus  3)  berechnen,  sobald  y  von  der  Excentricität  nacb 
der  rechten  Seite  bis  zu  dem  linken  Schenkel  jenes  Wiokels  ge- 
rechnet wird,  der  eben  zu  messen  ist. 

Im  vierten  Standpunkte  z.  B.  liegt  der  Winkel  B  auf  der  lin- 
ken Seite  des  Schenkels  BC,  ist  somit  negativ,  A  bleibt  positiv, 
daher  aus  1)  x  =  —  (B-{-A);  aher  in  diesem  Falle  ist  0  +  y>  180°, 
y  kleiner  als  180°  (diesen  Werth  erhält  es  erst  beim  ferneren 
Wachsen),  in  der  erwähnten  Gleichung  sind  somit  beide  Glieder 
negativ  zu  nehmen,  und  sie  giebt  ein  richtiges  Resultat. 

Wir  wollen  nun  an  einem  Beispiele  die  Wirkung  ersichtlich 
machen,  welche  eine  Aenderung  des  y  allein  hervorbringt.  Man  nehme 
den  zu  messenden  Winkel  a=60°,  £=T1f ,  y=80,  6=300  Klafter 
an;  im  zweiten  Falle  y=85°,  im  sechsten  y=275°,  im  vierten  haibirt 
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die  Excentricität,  im  achten  ihre  Verlängerung  den  Winkel  a;  mit 
diesen  Daten  findet  man  die  Reduktion  auf  das  Gentram: 


beim  ersten  Standpunkte 

■  w  u, 

„  zweiten 

i) 

dritten 

»» 

— »  %ß 

„  vierten 

»» 

—2' 

l(rl, 

»,  (tieften 

»» 

-49% 

sechsten 

M 

+  3' 

„  siebenten 

»» 

+  3' 

M  achten 

»» 

16*1. 

Diese  bedeutenden  Unterschiede  in  den  Resultaten  veranlassen 
uns  zu  der  Untersuchung,  welcher  Werth  y  bei  einem  und  dem- 
selben Winkel  ß  die  Reduktion  zu  einem  Maximum  macht. 

Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  aus  4)  den  Werth  y,  und  finden 

acosß — 6 

ein  Ausdruck,  der  sehr  leicht  zn  konstruiren  ist. 

Ist  tangy=0,  so  tritt  das  Maxiraum  im  ersten  und  fünften 
der  oben  angefahrten  Standpunkte  ein;  ist  tangy  positiv,  so  wird 
x  sowohl  für  y,  als  auch  180° -f-y  samrat  im  zweiten  und  sechsten 
Standpunkte  ein  Grüsstes;  ist  endlich  tangy  negativ,  so  kann 
y>90  und  auch  y>270°  sein;  die  Maxima  hängen  hier  noch  von 
%den  Werthen  ß  ab  und  können  nach  Umständen  beim  zweiten,  drit- 
ten, vierten,  sechsten,  siebenten  und  achten  Standpunkte  eintreten. 

Lassen  wir  0=60° ,  a  =  80  ,  6  =  300  Klafter  bedeuten,  so 
ist  y=^104°55'  15",  und  die  Reduktion  auf  das  Centrum  bei  6  Zoll 
Excentricität  —5'  56"  7.  Sind  also  die  Schenkel  eiues  auf  dem 
Messtische  gegebenen  Winkels  bedeutend  ungleich,  und  sieht 
man,  dass  die  Excentricität  des  im  Scheitel  dieses  Winkels  auf- 
zustellenden Tisches  in  die  Richtung  des  längeren  Schenkels 
lallt,  so  machen  uns  die  vorhergehenden  Beispiele  aufmerksam, 
die  Aufstellung  ja  zu  ändern,  denn  dann  nähert  sich  die  Reduk- 
tion ihrem  Maximum;  fällt  jedoch  die  Excentricität  in  die  Richtung 
des  kürzeren  Schenkels,  und  ist  sie  nicht  über  6  Zoll,  so  kann 
die  Stellung  beibehalten  werden. 
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Die  Aufsuchung  des  Werthes  ßt  welcher  bei  einem  gegebenen 
y  die  Reduktion  zu  einem  Maximum  macht,  hat  für  die  Praxis 
kein  Interesse. 

Bisher  haben  wir  die  Untersuchung  bloss  auf  einen  Winkel 
beschränkt,  es  bleibt  noch  der  Einfluss  nachzuweisen,  welchen 
eine  excentriscbe  Aufstellung  auf  alle  aus  einem  Standpunkte  ge- 
messenen Winkel  ausübt. 

Wir  nehmen  an ,  dass  aus  einem  Standpunkte  die  in  den  nach- 
stehenden Rubriken  enthaltenen  Winkel  gemessen  worden  sind, 
dass  die  Excentricitat  6  Zoll,  der  Direktionswinkel  mit  dem  ersten 
rechts  liegenden  Schenkel  30°  22' 33"  betragen  haben.  Für  die 
folgenden  Winkel  ist  y  durch  den  eben  gemessenen  und  den  ersten 
Direktionswinkel  bestimmt. 


===9 

-  • "  >  \ts  ~  * 
Der  richtige 

Winkel  a 


LüiifM-  dl« 


linken 


I  L'f 


htvn 


ScIit'iikclH  in  Klftrn. 


Direktion*-     Der  tr<- it» *'« - 
I  h 
winkel  j'      sruv  W  f n I» «■  J  ji 


Itrdukfitin  , 
*iuf  d.is 
Centrniii 


HO 

1-20 

30<>  )2'  35" 

50°  37'  25" 

1*20 

158 

9    0  0 

72    19  15 

158 

112 

102  10  15 

47   41  55 

112 

148 

'210    1  1 

03  47  25 

148 

90 

273  48  35 

* 

58   37  40 

HO 

80 

332  20  15 

57   50  20 

-l'  50*2  72  17  248 

-1  49"8  47  40  5*2 

-  39"  103  40  45  9 

f  27"5  58  38  7  5 

+3'  I7"0  57  59  37-0 


I\immt  man  nun  statt  a  den  gemessenen  Winkel  in  die  Rech- 
nung, so  ist  jeder  mehr  oder  weniger  fehlerhaft,  und  weil  die 
Summe  a  als  ß  300°  beträgt,  so  ist  man  gar  nicht  veranlasst,  einen 
Fehler  in  der  Messung  zu  vermuthen  und  geht  mit  dem  Instru- 
mente ganz  beruhigt  vom  Standpunkte.  Die  auffallende  Grosse 
der  letzten  Reduktion  erklärt  sich  durch  den  Umstand ,  dass  beide 
Schenkel  ziemlich  kurz  und  in  der  Gleichung  3)  die  Summe  bei- 
der Glieder  zu  nehmen  ist. 

■ 

Auch  dürfte  zum  Theil  hier  der  Grund  liegen,  warum  nicht 
immer  alle  Punkte,  die  unter  denselben  Umstfinden  bestimmt  wor- 
den sind,  gleich  gut  stimmen. 
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§  4. 

Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  beantworten,  welchen  Einfluss 
der,  wegen  der  exeeotrischen  Aufstellung  begangene  Fehler  auf 
die  diesem  Winkel  gegenüberliegende  Seite  oder  überhaupt  auf 
das  Resultat  der  Messung  hat.  Dass  der  Einfluss  zwar  bedeu- 
tend, doch  nicht  so  bedeutend  ausfallen  kann,  als  man  nach  der 
Grösse  der  Reduktionswinkel  erwarten  dürfte,  folgt  aus  dem  Vor- 
hergehenden von  selbst;  denn  sind  die  Schenkel  des  zu  messen- 
den Winkels  lang,  so  ist  der  Fehler  bei  einer  halbwegs  aufmerk- 
samen Aufstellung  unbedeutend,  und  in  dem  Falle,  wo  eine  kleine 
Kxcentricität  schon  einen  bedeutenden  Unterschied  verursacht,  ist 
wieder  der  eine  Schenkel  kurz;  berechnet  man  also  mit  den  zwei 
Seiten  und  dem  unrichtigen  Winkel  die  gegenüberliegende  Seite, 
so  wird  das  Resultat  mit  wenigen  Ausnahmen  von  der  Wahrheit 
wenig  abweichen. 

Diese  Behauptung  nachzuweisen  sei  in  einem  Dreiecke  AC—a, 
ßC=b;  der  richtige  Winkel  ACB  =  a,  daher 

AB=:V  a9  +  0^2aü  cos  a ; 

■ 

wegen  der  nicht  scharfen  Aufstellung  habe  man  durch  die  Mes- 
sung u—x  erhalten,  so  ist  die  berechnete  Länge 

V  u2        —  2a6cos(a- Icj, 
und  wenn  der  Unterschied  beider  mit  z  bezeichnet  wird:  •  *• 

x  =  Va*+A2— 2ab  rosa—  \f  a*  f  6*— 2n6cos(a— x). 

Da  wir  nur  eine  kleine  Excentricität  voraussetzen,  so  ist  x  und 
»Im  Folge  dessen  auch  z  klein;  wir  können  somit  mit  hinrei- 
chender Schärfe  cos.r  =  l,  s\nx=zx  setzen;  nach  der  Substitu- 
tion und  einer  einfachen  Reduktion,  bei  welcher  die  zweite  Potenz 
von  x  vernachlässiget  wurde,  findet  man 

 ab  »in  ax 

*  ~~  V~a2  +  6*  — 2a6cosa ' 

und  wenn  x  in  Sekunden  ausgedrückt  wird: 

«6  sin  ax"  sin  l"  ^ 

*  =     r->   =  .....  7) 

Va2  +  62-2«©cosa 

Man  sieht  aus  diesem  Ausdrucke,  dass  z  nicht  bedeutend 
werden  kann,  den  Fall  aufgenommen,  wenn  das  Instrument  bei 
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"  kursen  Distanzen  sehr  ezcentriscb  gestellt  wäre;  doch  diese  Vor- 
aussetzung schliessen  wir  bei  der  ganzeo  Untersuchung 


Erstes  Beispiel.  Es  sei  «  =  90°,  y=0,  a  =  230,  6  =  180, 
Ersh  Klafter,  so  findet  man  x  =  95"5 ,  i  =  0*066;  die  wahre 
Länge  der  dem  Winkel  «  gegenüberliegenden  Seite  ist  292  06  Klftr. 

Zweites  Beispiel.  Mit  den  Daten  a  =  500,  6  =  10, 
A  Klftr.,  /3=73«  W  und  y=30<>  16'  haben  wir  j.  1.  *=27'  32"3 

gefunden,  daher  ist  a  =  73°  56'  32"  und  z  =  0080,  die  Lange  der 

AB  =497-33  Klafter. 

Die  Gleichung  7)  wird  in  den  Fällen,  als  die  Reduktion  auf 
das  Centrum  wegen  ß  und  y  ein  Maximum  erreicht,  noch  einfacher; 
denn  ist  ß  —  0  und  y  =r  90°,  so  ist  er  =  x,  und  wenn  0  =  180°, 
y=90°  wird,  ist  a=180° — x;  also  in  beiden  Fällen  8ina=-f-sin.z, 
dagegen  cos  «=4:  cos  ar,  jenachdeni  ß  —  0  oder  /?  =r  180°  ist,  und 
weil  sina  klein  ist,  so  kann  sin  er  =  a^sinl*,  cosa=l  gesetzt 
werden ;  bei  dieser  Annahme  gebt  die  Gleichung  7)  Gber  in  . 

ab(x»  sinl'')* 
2  =  aT6 

Aus  der  Gleichung  5)  folgt 

ab  E 
7^3— ir^sh7P; 

wird  dieser  Werth  in  die  vorhergebende  Gleichung  substituirt, 
so  ist: 

*  =  jE**sinl",  8) 

wobei  bloss  das  Zeichen  +  zu  behalten  ist,  weil  für  0=180°  x 
an  sich  negativ  ist. 

Nach  dieser  Formel  findet  man  für  /3=180°,  a=400,  A=230 
Klafter,  E=,\  Klafter,  x=— 1' 67"7,  z  hat  erst  in  der  fünften 
Dezimalstelle  eine  bedeutende 


Wenn  aber  ein  Punkt  oder  eine  Linie  aus  einer  Basis  und 
den  anliegenden  Winkeln  bestimmt  wird,  so  kann  sowohl  in  dem 
einen,  als  auch  in  dem  andern  Standpunkte  wegen  der  excentri- 
scben  Aufstellung  ein  Fehler  begangen  werden  und  in  diesem 
Falle  ein  bedeutender  Unterschied  in  den  Resultaten  entstehen. 


Nehmen  wir  in  dem  Vierecke  (Taf.  XIII.  Fig.  4.)  AB=z 
Klftr.,  die  richtigen  Winkel  sind  CAD=M>,  DAß  =  30° SO*. 
ABC^WW ,   C#0  =  89°15';    mit  diesen  Angaben  findet 
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^C=30  963,  AD=*  110  540,  ÄC=99*488,  *Z)  =  58  587, 
CD  «  114  094  Klftr, 

Dagegen  habe  sowohl  in  als  in  2?  die  excentrische  Auf- 
stellung 6"  betragen,  in  i4  sei  der  Winkel  y=10Ö°58'  25",  In  Ä 
=  133°  41 ;  55",  so  sind  die  durch  die  Messung  erhaltenen  Win* 
kel  CAD  =  W>9'  37",  DAB  =  30°  51'  53",  ^£C=  15°  31' 7". 
CBD=W°  20*  43*.  Die  Resultate  der  Rechnung  mit  diesen  Win- 
keln sind  AD—  110*769,  i4C=3H58,  £C=-=99*796,  J?D=58'793, 
CD  =  115 '142.  Wir  sehen  somit,  dass  hier  durch  eine  kleine 
Excentricitfit  die  Länge  der  Linien  bedeutend  verfehlt  wird. 

Aber  ausser  der  Länge  kommt  besonders  beim  Messtische  die 

Lage  einer  Linie  zu  berücksichtigen;  welchen  Einfluss  kann  also 
eine  excentrische  Aufstellung  von  6  Zoll  auf  die  Lage  der  diesem 
Winkel  gegenüber  gelegenen  Seite  äussern?  Zu  dieser  Unter- 
suchung nehmen  wir  in  Taf.  XIII.  Fig.  5.  CÄ  =  50°,  d«400°, 
C/)=80°,  CO=T*,  Klafter,  y  =  94°52',  AOD  =  <Xy>  15',  BOD 
=  28°  15',  CD  ab  die  Abscissenlinie,  C  als  Anfangspunkt  der- 
selben an.  Reducirt  man  die  gemessenen  Winkel  auf  das  Cen- 
trum und  berechnet  die  Coordinaten  von  A  und  B  einmal  mit  den 
gemessenen,  das  andere  Mal  mit  den  richtigen  Winkeln,  so  fin- 
det man: 

•   

im  ersten  Falle:  im  zweiten  Falle: 

Ordinate  von  B  .   .   .     23666  Ordinate  von  B  .    .   .  23*718 

Abscisse   44*044  Abscisse   44016 

Ordinate  von  A  .   .   .    138*450  Ordinate  von  A  .  .   .  138130 

Abscisse   375  280  Abscisse   375*400 

Die  Lage  der  Linie  ist  daher  merklich  unrichtig  bestimmt, 
und  zwar  differirt  der  Winkel,  welchen  die  Linie  AB  nach  beiden 
Bestimmungen  mit  der  Abscissenlinie  macht,  um  4  Minuten.  Die 
excentrische  Aufstellung  hat  daher  auf  die  Bestimmung  der  Lage 
einer  Linie  einen  eben  so  nachteiligen  Einfluss,  als  auf  ihre 
Lange;  diese  ist  im  ersten  Falle  350°695,  Im  zweiten  350°556, 
somit  auch  merklich  unrichtig. 

}.  5. 

Wird  die  Excentricität  bedeutend  gross,  so  bestimmt  man 
ausser  ß  noch  y  und  E  und  bringt  Hie  Reduktion  in  die  Rech- 
nong;  es  ist  nun  die  Frage,  welchen  Einfluss  hat  eine  fehler- 
hafte Bestimmung  des  Direktions  winkeis  auf  das  Resultat. 
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Es  sei  in  einem  gegebenen  Standpunkte  y  das  wahre  Maa*$ 
des  Winkels,  man  habe  aber  durch  die  Messung  y  +  dy  erhalten, 
somit  um  dy  gefehlt. 

Wird  nun  y  +  dy  in  die  Gleichung  3)  substituirt  und  das  Re* 
sultat  mit        bezeichnet,  so  ist 

„       E    )  ein  (ß  +  y  +  Jy)  nm(y+Jy)f 

*»  -^v\      *  a — {  ' 

somit 

„      E    \(j'u)(ßJ  y)co9dy  t  cos(ft-f  y)sin^y  sxnycosdy  co»ys'mdy( 

*l  ~sinl"  I         6         +          b  a              a  > 

Die  Grösse  dy  durfte  doch  in  jedem  Falle  so  klein  sein,  das$ 
wir  sin  dy  =  dy,  cosdy=\ —  \dy*  setzen  können;. bei  dieser  An- 
nahme wird: 

E    j8in(/?  +  r)     gin  y  j 
"sinrl       b       "  a  I 

Edy  \  cosjß  -f-y)     cosyi      Edy1  {6inQ3  +  y)     sin  yi 
+  sinl"J       b  a   i~2sinl"i       V  a   \  ' 

dy* 

In  dieser  Gleichung  ist  das  erste  Glied  und  der  Faktor  von  -g-> 

im  dritten  Gliede  die  richtige  Reduktion  auf  das  Centrum,  somit 
x"t  wenn  daher  das  erste  Glied  auf  die  andere  Seite  abertragen 
wird,  so  ist: 

„       v       Edy^  j  cos(|3  +  y)     cosy  |  Jy1*" 
*l   ~  T  —  sin  \"\       b  a    f~~  2 

Hier  bedeutet  dy  einen  Bogen,  wird  dieser  in  Sekunden  ausge- 
drückt mit  dy",  der  Fehler  des  Resultates  a*/' —  xn  mit  y"  be« 
zeichnet,  so  ist 

y.  =  w  { £2f<|±y)  _  ™1  J  _  ^^V.  9) 

Da  in  dieser  Gleichung  der  wahre  Werth  des  y,  deshalb  aber 
auch  o:"  unbekannt  ist,  ko  dient  sie  nur,  den  Fehler  y  unter  be- 
stimmten Annahmen  zu  schätzen,  dabei  kann  in  den  meisten  Fäl- 
len das  letzte  Glied  vernachlässiget  werden. 

Die  Gleichung  9)  hat  aber  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass 
bei  den  Wertben,  welche  x  zu  einem  Maximum  machen,  gleichviel 
ob  ß  und  y  oder  bloss  y  allein  veränderlich  ist,  das  erste  Glied 
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Null,  somit  jy"  nur  durch  das  zweite  ganz  unbedeutende  Glied 
ausgedrückt»  somit  zu  einem  Maximum  wird. 

Als  erstes  Beispiel  lassen  wir  0=60°,  a  =  800,  6  =  4000, 
£  =  i  Klafter  bedeuten,  der  richtige  Werth  des  y=20°,  so  ist 
x=  — 12'  46".    Wird  aber  angenommen,  dass  Ay  um  2°,  also  um 
-  7200  Sekunden  zu  gross  gemessen  worden  ist,  so  jst  y=32"6, 
somit  im  Verhältniss  zu  Ay  unbedeutend. 

Zweites  Beispiel.  Ist' wieder  /3  =  60,  a  =  800,  6  =  4000, 
E  =  4  Klafter,  y=  100°  53' 36",  so  ist  #  =  —  15'  45"  und  y=057, 
so  viel  betragt  das  zweite  Glied  der  Gleichung  9),  denn  mit  die- 
sem Werthe  y  wird  x  ein  Maximum,  y  dagegen  ein  Minimum. 

Der  Umstand,  dass  ein  Fehler  in  y  auf  die  Reduktion  so  ge- 
ringen Einfluss  hat,  ist  für  die  Praxis  von  Wichtigkeit,  denn  eine 
genaue  Messung  des  y  ist  in  vielen  Fällen  schwierig,  während  E 
ziemlich  leicht  bestimmt  weiden  kann. 

Nach  dieser  Darstellung  also  bat  selbst  eine  kleine  Excen- 
tricität  in  jeder  Hinsicht  einen  nachtheiligen  Einfluss  auf  das  Re- 
sultat der  Messung,  die  fehlerhafte  Orientirung  des  Messtisches 
jedoch,  welche  eine  unausbleibliche  Folge  der  excentrischen  Auf- 
stellung ist,  halte  ich  für  den  grössten  dieser  Fehler. 

Endlich  wollen  wir  noch  beifugen,  dass  die  Reduktion  auf 
das  Celitrum  noeb  auf  eine  zweite  Art  bestimmt  werden  kann. 
Ist  Taf.  XIII.  Fig.  6.  ACB  der  zu  messende  Winkel,  das  Instru- 
ment dagegen  in  O  gestellt,  so  ist  wie  bekannt  x=B —  A  die 
Redoktion.  Fällt  mau  von  O  auf  die  Schenkel  AC  und  BC  die 
Senkrechten  Op  und  Oq,  so  ist 

"—OB*  OB* 

nun  kann  offenbar  OB  =  CB ,  OA-=CA  gesetzt  werden;  wird 
0^  =  c,  Op  =  dt  CA=za,  CB  =  b  gesetzt,  und  die  Reduktion 
in  Sekunden  ausgedrückt  mit  x"  bezeichnet,  so  ist: 


In  diesem  Ausdrucke  ist  c.  so  auch  d  als  positiv  oder  nega- 
tiv zu  betrachten ,  je  nachdem  die  Senkrechte  auf  der  rechten  oder 
linken  Seite  des  entsprechenden  Schenkels  liegt.  Sind  aber  die 
Grossen  c  und  d  um  Ac  und  Ad  fehlerhaft  bestimmt,  so  ist  der 
Fehler  in  der  Reduktion : 

9  =iürp  T~rr  ») 
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* 


XXXI. 

Beitrag  zur  Theorie  der  umhüllten  Curven. 

Von 

Herrn  Doctor  Heilermann 
zu  Trier. 


Eines  der  wichtigsten  Unterscheidungsmerkmale  der  aiten  und 
der  neuern  Geometrie  besteht  darin,  dass  jene  nur  den  Punkt  als 
Element  benntzt,  um  alle  räumlichen  Gestalten  zu  erzeugen,  dass 
aber  diese  sich  der  Geraden  oder  Ebene,  jenachdera  die  geome- 
trischen Gebilde  in  einer  Ebene  oder  allgemein  im  Räume  gedacht 
werden,  in  gleicher  Weise  bedient,  vrie  des  Punktes.  Hiernach 
ist  dano  insbesondere  eine  Curve  nicht  bloss  ein  Ort  für  einen 
Punkt,  sondern  sie  ist  zugleich  ein  Ort  für  eine  Gerade,  welche 
die  Curve  in  all  ihren  Lagen  berührt,  oder:  eine  Curve  wird  nicht 
bloss  als  von  einem  Punkte  beschrieben  betrachtet,  sondern  auch 
als  von  einer  beweglichen  Geraden  umhüllt. 

Für  die  gewöhnliche  analytische  Behandlung  ist  die  Entwicke- 
lung  der  von  Punkten  beschriebeneu  Curven  ungleich  einfacher, 
als  die  der  umhüllten;  und  ich  glaube  deshalb,  dass  die  nachfol- 
genden Untersuchungen,  in  welchen  ich  auf  elementar- analytischem 
Wege  viele  umhüllte  Curven  herleiten  werde,  theils  wegen  des 
Gegenstandes,  theils  wegen  der  Methode  der  Behandlung,  ron 
einigem  Interesse  sein  werden. 

Eine  Gerade,  welche  eine  Curve  umhüllt,  genügt  in  all  ihren 
Lagen  einer  gewissen  Bedingungsgleichung,  welche  eigentlich 
nichts  als  die  Gleichung  der  umhüllten  Curve  in  andern  Zeichen  ist; 
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wir  wollen  hier  nun  zunächst  die  Fälle  betrachten,  in  welchen 
diese  Bedingung  sich  bezieht  auf  die  Abschnitte,  welche  durch 
die  umhüllende  Gerade  auf  zwei  festen,  sich  schneidenden  Geraden 
entstehen.  Zwei  solche  Abschnitte  bestimmen  aber  nicht  bloss 
eine  Gerade,  sondern  auch,  wenn  man  sie  als  Coordinaten  an- 
sieht, eioen  Punkt,  und  jene  Bedingungsgleichung  stellt  also  zu- 
gleich eine  Curve  dar,  für  welche  die  festen  Geradeo  die  Coordi- 
natenaxen  und  die  von  der  umhüllenden  Geraden  auf  denselben 
abgeschnittenen  Stücke  die  laufenden  Coordinaten  sind.  Diese 
Curve  wollen  wir  im  Folgenden  die  leitende  Linie,  und  den 
Punkt,  welcher  durch  eine  Lage  der  beweglichen  Geraden  be- 
stimmt wird,  den  zugehörigen  leitenden  Punkt  nennen.  Wenn 
also  M  ein  Punkt  einer  leitenden  Linie  und  ASP=x  und  MQ=y 
seine  Coordinaten  sind,  so  suchen  wir  die  Curve,  welche  von  der 
Geraden  PQ  umhüllt  wird. 


\ 


{.  2. 

Es  sei  (Taf.  XIII.  Fig.  7.)  die  leitende  Linie  eine  Gerade 

* 

welche  auf  den  Axen  die  Stücke  OA  =  a  und  OB  =  b  abscheidet. 

Die  zu  den  Punkten  M=(xt  y)  und  M\=z{xi,y{)  gehörigen 
Geraden  PQ  und  PiQt  sind 

*  y 

*i  Vi 

wenn  wir  mit  g  und  17  die  laufenden  Coordinaten  der  umhüllenden 
Geraden  bezeichnen.  Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach 
|  und  17  erhält  man: 

als  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Geraden  PQ  und  PYQX, 
Weil  die  Coordinaten  von  M  und  Mt  der  Gleichung  der  Leitenden 
genügen,  so  ist  fevch 
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folglich 

_  —  ^ —  und  j-  =  ♦ 

und  wenn  die  Werthe  in  1)  gesetzt  werden,  so  entsteht 


|=        und  V  —  ^y 


Lassen  wir  nun  die  Geraden  PQ  und  PtQi  zusammen  fallen,  d.  b. 
setzen  wir  xx  =  x  und  yt  =y,  so  fällt  auch  ihr  Schnittpunkt  mit 
ihren  Berührungspunkten  zusammen,  und  es  sind  folglich  die  Coor« 
dinaten  des  Berührungspunktes,  den  wir  mit  p  bezeichnen: 


Hieraus  folgt  nun  weiter: 
und  schliesslich: 

•  ©WO'" 

als  Gleichung  der  umhüllten  Curve.  Diese  ist  bekanntlich  eine 
Parabel,  welche  von  den  Axen  OA  und  OB  in  den  Punkten  J 
und  B  berührt  wird. 

Für  das  Verhältnis«  ^  gibt  es  eine  Reihe  von  andern  Dar- 
stellungen, denn  es  ist,  wie  leicht  zu  sehen: 

pP  x — |        rj        a—  x  _     y       ?/   x  ^  J  AM 

und  die  letzte  Darstellung  insbesondere  zeigt,  dass  die  umhüllende 
PQ  durch  den  Berührungspunkt  p,  und  die  Leitende  AB  durch 
den  leitenden  Punkt  M  nach  demselben  Verhältnisse  getheilt  werden. 

Bezeichnen  wir  noch  den  Schnittpunkt  dieser  Linien  mit  9, 
so  ist 

qP     OB  PA  _y  x     MA  pP 
4)  pQ~  OA  QB~b  a—MB—pQ1 

d.  h.  die  umhüllende  PQ  wird  durch  ihren  Berührungspunkt  p 
und  durch  die  Leitende  AB  harmonisch  getheilt.  Es  sind  also  auch 
MQ,  MP,  Mp  und  Mq  harmonische»  Strahlen,  und  weil  Mq  fest- 
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liegt,  MQ  und  MP  immer  zu  OA  und  OB  parallel  bleiben,  so 
bleibt  auch  Mp  immer  zu  sich  selbst  parallel.  Wenn  dann  MA 
=  MB  wird,  also  x  —  \a,  y=\bt  %~\x  und  i?  =  *y,  so  ist  Mp 
der  Durchmesser  der  Parabel,  welcher  alle  zu  AB  parallelen  Seh- 
nen halbirt,  und  geht  zugleich  durch  O;  da  aber  alle  Durchmes- 
ser der  Parabel  parallel  sind,  so  ist  auch  die  Gerade  Mp  in  jeder 
Lage  ein  Durchmesserund  die  von  ihr  halbirten  Sehnen  sind  jedes- 
mal der  Geraden  PQ  parallel. 

Die  leitende  Linie  AB  wird  durch  den  Punkt  q  so  getheilt,  dass 

Aq     OQ  AP     /MA\*    .  .  B 

5)         Bq=ÖP  m=\tfBj  Mq*  =  Aq.Bq. 

Wird  die  umhüllende  Gerade  PQ  durch  den  Punkt  px  =  (|, ,  fjx) 

et 

nach  dem  constanten  Verhaltnisse  w  getheilt,  so  ist 

P 

'a-f-p  a  +  P 

also  die  von  /?|  beschriebene  Gerade 

welche  auf  den  Axen  die  Stücke 

abschneidet,  so  dass 


d.  h.  die  vom  Theilungspunkte  beschriebene  Gerade  ist  eine 
Lage  der  beweglichen  Geraden  PQ  und  deshalb  auch  eine  Be- 
rührende der  Parabel.  Es  wird  folglich  die  Umhüllende  PQ  von 
einer  festen  Berührutigslinie  in  allen  ihren  Lagen  nach  demselben 
Verhältnisse  getheilt.  Denken  wir  uns  nun  das  Stück  PQ  inner- 
lich und  äusserlich  nach  allen  möglichen  Verhältnissen  getheilt, 
so  beschreiben  die  Theilpunkte  eine  Schaar  Gerader,  welche  die- 
selbe Parabel  umhüllen. 

Es  sei  die  leitende  Linie  die  Parabel 
Theil  XXIV.  30 
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bezogen  auf  twtk  feste  Berühningdinie« ,   als  CoerdiniAenaien. 

Werden  wieder,  wie  oben,  die  laufenden  Coordinaten  der  Um- 
hüllenden mit  |  und  17  bezeichnet,  so  erhalten  wir  für  die  Coor- 
dinaten «Jes  Schnittpunktes  zweier  Umhüllenden  dieselben  Aus- 
drücke wie  unter  l).    Dazu  ergibt  sich  jetzt  aus  den  Gleichungen 


und 


■ 


und  wenn  diese  Gleichungen  mit  denen  unter  1)  verbunden  wer- 
den, so  entsteht: 

Wenn  wir  auch  hier  die  Umhüllenden,  welche  sich  im  Punkte 
schneiden,  zusammenfallen  lassen,  so  erhalten  wir  den 
Berührungspunkt.    Es  sind  also  die  Coordinaten  des  letztern 

£  =  -r  und  V=  ~l 

und 


die  Gleichung  -der  umhüllten  Curve. 

Wird  durch  den  'leitenden  Punkt  M  eine  Berührende  TJ%7 
(Tat*.  XlH.  Fig.  8.)  an  die  Parabel  gelegt,  so  können  wir  für  diese 
Lage  des  Punktes  M  d're  ^Gerade  UV  als  Leitende  ansehen,  und 
folglich  ist  nach  3),  4)  und  5) 

Pp_Pq  _VM  fVq\\ 

Es  werde  auch  hier  die  umhüllende  PQ  durch  den  Punkt 

et 

nach  dem  constanten  Verhältnisse  ^  getheilt,  so  wird  folglich 


uigmzeu  uy 
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und  der  Punkt  pt  beschreibt  die  Parabel 
Zwei  solche  Parabeln 

CÜ'+G)1— '©'♦OS)'- 

schneiden  sich  in  Punkten,  deren  Coordinaten  sind: 
1        i  i  4 

nun  ist  aber 
folglich 

und  aus  diesen  in  Verbindung  mit  den  obigen  -Gleichungen  er- 
gibt sich : 

ix*=—— .  —  ,    , —  und  v=— ^  rr~~' 

Lassen  wir  nun  die  beiden  Paraheln  zusammenfallen,  so  erhal- 
ten wir  den  Punkt,  in  welchem  sie  von  einer  Curve,  welche  alle 
einhüllt,  berührt  werden.    Die  Coordinaten  dieses  Punktes  sind 


und  weil 


60  ist 


*         «l8        A  V 

£1  =  pV        *?i  =  ' 


30* 
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die  Curve,  welche  alle  jene  Parabeln  einhüllt,  zugleich  die  von 
PQ  umhüllte  Curve  7). 

§  4. 

Es  sei  die  leitende  Curve  dargestellt  durch  die  Gleichung 


ff  MW 


Die  beiden  Geraden  PQ  und  PiQt,  welche  auf  den  Axen  die 
Stücke  x,  y  und  xv,  yt  abschneiden,  schneiden  sich  auch  hier 
in  dem  Puukte  (ift),  dessen  Coordinaten  sind: 

Weil  xt  y  und  xlt  yx  Punkte  der  leitenden  Curve  darstellen,  so 
ist  auch: 


Xn  —  Xf 


{xiyY-W  (*yi)"-(*iy)" 

Durch  eioige  Umformungen  erhält  man  hieraus: 


w-1  w-g  1  n-3  » 

"».y  )"  +    mym )"  ■  tewyi m  )■  +    m.ym  )» .  (*mym )»  +  .... 

X  "  n-l  n—Z  1  w— 3  2 

(ymF+(yroF.(yim)"+(y,n)n  .(yi)"+-. 

Wird  der  Werth  von  — — hieraus  entnommen  und  in  dem 

*\y— xyx 

Ausdruck  für  £  substituirt,  und  danach  x—xx  und  y=yi  gesetzt, 
so  entsteht: 

als  Werth  der  Abscisse  des  Berührungspunktes  der  Umhüllenden 
PQ.    Eben  so  erhält  man: 
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171 

mfn 


als  Werth  der  zugehörigen  Ordinate.  Aus  beiden  folgt  dann  zu- 
nächst: 


er -er -Gr -Gr- 


und  weiter 


m 


■>      er + gt" = 1  • 

als  Gleichung  der  umhüllten  Curve. 

Wird  die  umhüllende  Gerade  PQ  nach  einem  constanten  Ver- 
a 

hältnisse  -=  durch  den  Punkt  pt  getheilt,  so  beschreibt  dieser 
Punkt  die  Curve 


durch  Schlösse,  die  den  vorigen  ähnlich  sind,  findet  sich,  dass 

die  Schaar  Curven,  welche  entsteht,  wenn  man  dem  Verbältnisse 
a 

jj  alle  möglichen  Werthe  beilegt,  anch  die  Curve  8)  umhüllen. 

Wird  durch  den  Punkt  M=(xy)  an  die  leitende  Curve  eine 
ßerührungslinie  gelegt,  welche  die  Axen  in  U  und  V  und  die 
Umhüllende  PQ  in  g  schneidet,  so  gelten  auch  hier,  und  zwar 
denselben  Gründen,   wie  bei  der  Parabel,  die  Gleichungen: 


Pp  &_M_/üq\l. 

femer  ist  die  Gleichung  der  Berührenden  UV,  was  wir  hier  als 
bekannt  annehmen, 


m—n 

und  wenn  wir  diese  als  leitende  Linie  ansehen,  so  wird  eine  Pa- 
rabel umhüllt,  welche  die  Axen  in  den  Punkten  U  und  V  be- 
rührt. Auch  von  diesen  Parabeln  lässt  sich  in  ähnlicher  Weise 
wie  vorhin  zeigen,  dass  sie  die  Curve  8)  umhüllen. 
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5. 

Ab*  dem  torkln  gewonnenen  »II gemeinen  Resultate 
sich  nun  auch  die  leitenden  Curven  erkennen,  für  welche  die 
hüllten  eine  einfache  Form  annehmen. 

a)  Wenn  m===—  n,  also*  die  Leitende 

x  y 

eine  Hyperbel  ist,  bezogen  auf  zwei  Coordinatenaxen ,  die  zu  den 
Asymptoten  parallel  sind  und  siel  In  einem  Punkte  der  Hyperbel 
schneiden,  so  sind  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der 
umhüllenden  Geraden  PQ  nach  der  Entwickeln  ng  de*  J«  4.1 

9)  l=zQ~Y^=a  und  v  =  Q.y\yo  =  bt 

d.  h.  die  Gerade  PQ  geht  durch  den  festen  Punkt  (ab),  und  dich 
ser  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  der  Mittelpunkt  der  leitenden  Hyperbel. 

Durch  denselben  Punkt  gehen  nun  auch  ,  alle  Hyperbeln  Ton 
der  Form 

a     a  *    ß     h  t 


tt  +  fix^«  +  ß'y 

und  alle  Parabeln,  welche  eine  Tangente  der  ursprünglichen  Hy- 
perbel als  Berührungssehne  oder  leitende  Linie  enthalten. 

ß)  Fflr  m  =  it  und  m=in  erhalten  wir  die  unter  a)  und  b) 
betrachteten  Cürven  als  leitende  Linien. 

Damit  die  umhüllte  Curve  8)  ein  Kegelschnitt  sei  Tod  der 

Form: 


ist  zu  setzen     "*    =2.  also  m  =  -2n,  d.h.  die  zugehörige  lei- 
m  -f-  ?i 

tende  Curve  ist 


§.  6. 

Besondere  Beachtung  verdient  der  Fall,  in  welchem  die  lei- 


uiymz« 


Google 


Beilermann:   Beitrag  zur  Theorie  der  umhüllten  Curvea,  447 


tende  Linie  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  bezogen  auf  ©ooju- 
girte  Durchmesser  als  Coordinatenaxcn.    Es  sei  also 

©■♦©■- 

die  Leitende,  dann  ist  nach  8)  die  Umhüllte 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  die  Umhallte  mit  der  Leiten- 
den die  vier  Scheitel  gemeinsam  hat,  und  im  Uebrigen  ganz  in- 
nerhalb der  Ellipse  liegt.  Bezeichnen  wir  die  vier  Scheitel,  so 
wie  sie  aufeinander  folgen,  mit  A,  B,  Alt  Bl9  und  lassen  den 
leitenden  Punkt  M  den  bogen  AB  durchlaufen,  so  beschreibt  die 
Gerade  PQ  durch  ihre  beider*  Verlängerungen  die  Ebenen  der 
Winkel  AOBx  und  BOAl  \  und  das  Stück  Pp  von  veränderlicher 
Länge,  wo  wieder  p  den  Berührungspunkt  bezeichnet,  beschreibt 
die  ganze  Fläche,  welche  von  dem  Bogen  Ali  der  Umhüllten  und 
den  Linien  OA  und  OB  begränzt  wird;  dieselbe  Fläche  wird  aber 
auch  ganz  von  dem  Linienstücke  Qp  beschrieben.  Wenn  also  der 
leitende  Punkt  M  den  ganzen  Umfang  der  Ellipse  durchläuft,  so 
wird  von  der  umhüllenden  Geraden  PQ  die  £anze  Ebene  der 
Ellipse  zweimal  und  der  von  der  Umhüllten  begränzte  Theil  der 
Ebene  viermal  beschrieben.  Hieraus  geht  hervor,  dass  durch  einen 
Punkt  vier  oder  drei  oder  zwei  Berührungslinien  an  die  Umhüllte 
gezogen  werden  können,  jenachdem  der  Punkt  innerhalb  der  Um- 
hüllten oder  in  derselben  oder  ausserhalb  liegt. 

Wenn  der  Punkt  pv  die  Umhüllende  PQ  nach  dem  constan- 

ten  Verhältnisse  ^  theilt,  so  beschreibt  er  die  C«rvq 

*<&■  !)•-• 

und  die  Schaar  dieser  Ellipsen  umhüllt  dieselbe  Curve,  wie  PQ. 
Werden  die  laufenden  Coordinaten  der  Geraden  Mpt  rnit  9%»  Vi 
bezeichnet,  so  ist  ihre  Gleichung: 

oder .  weil 
so  ist  dieselbe 
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 x --!-—. ^  =  1  oder  -s — M'~t"^äi — 7ä'  "T" — l- 

a  —  ß    x      ß  — «  y  «a  —  P      5       P  — *  *7 

Die  Stucke  05=  r  und  OR  =  u,  welche  durch  diese  Gerade 
auf  den  Axen  abgeschnitten  werden,  sind 

1«=-^.*  =  — ^— .£  und  »==— ^- .y  =  — ^~.^» 

und  können  als  Coordinatcn  eines  Punktes  aufgefasst  werden, 
der  dann  der  Gleichung 

genügt.    Folglich  umhüllt  diese  Gerade  Mpx  die  Curve 

Die  Abschnitte,  welche  durch  die  Berührungslinie  des  Punktes 
px  =  auf  den  Axen  abgeschnitten  werden,  seien  mit  uv  und 
r4  bezeichnet;  dann  ist 

also  ist 

a  —  ß    9       .  ß  —  a 

und  wird  nun  die  Constante  a\  ?  .  j?  auf  der  x-Axe  vom  An- 

▼   a  +  p 

fangspunkte  O  aus  nach  beiden  Seiten  als  OF  und  Of\  abge- 
tragen, so  sind  pxF,  pxFit  pxM  und  die  Berührungslinie  des 
Punktes  pv  vier  harmonische  Geraden.    Eben  so  ist  es  auf  der 

anderen  Axe;  doch  sind  die  Linienstücke  auf  dieser  db*\  jfj^ 
imaginär,  wenn  sie  auf  jener  real  sind,  und  umgekehrt. 

Diese  Eigenschaft  der  Punkte  F  und  Fx  auf  den  Coordinaten- 
Axen,  mit  den  Durchschnittspunkten  der  Geraden  Mpx  und  der 
Berührungslinie  der  Ellipse  11)  ein  System  von  vier  Harmonischen 
zu  bilden,  erinnert  an  den  bekannten  Satz,  wonach  die  Brenn- 
strahlen eines  Punktes  mit  der  Berührungslinie  und  Normale  vier 
harmonische  Geraden  sind.  Die  Uebereinstimmung  wird  noch 
grosser,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  conjugirten  Durchmesser 
2<t  und  26  des  ursprünglichen  Kegelschnitts  einander  gleich  sind, 
und  die  conjugirfen  Durchmesser  der  Ellipse  11) 
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% 

^p.fl  =  a,  und  ^rß  t>  =  bl 
setzen:  denn  nun  ist  die  Ellipse  dargestellt  durch 

die  Gerade  Mpx  durch 

a2  ,   V  £i 

und  die  Entfernung  der  Punkte  Fund  f\  vom  Mittelpunkte,  welche 
mit  dem  Schnittpunkte  dieser  Geraden  und  dem  der  Beruhrungs» 
linie  des  Punktes  ^  =  (1^)  ein  System  von  Harmonischen  bilden, 
durch 

ÜF=  Va,1— 6, 2  und  ÖFl  =  —  VäJ^b?. 
Wenn  endlich  dtr  leitende  Kegelschnitt  ein  Kreis  (Tai  XI 11.  Fig.  9). 

so  beschreibt  der  Punkt  pl=z(ttj)  die  Ellipse 

ttJ  *(£)'-'■ 


und  es  ist 


also 


ai  =         und   bx  —  PpXt 


a,  +  6,  =  a. 
Die  Gerade  PQ  umhüllt  die  Curve 

welrhe  auch  als  Hypocycloide  bekannt  ist.  Die  Stücke  u  und  r, 
welche  die  Gerade  Mpx  abschneidet ,  sind  jetzt 

sind  also  laufende  Coordinaten  für  die  Curve 

■ 

welche  eine  Ellipse  ist  mit  den  Halbaxen 
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Die  zu  dieser  Curve  gehurige  umhüllende  Gerade  Mpx  behält  die 
vorige  Form  und  ist  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogen;  ihre 
Gleichung  zeigt  unmittelbar,  dass  sie  die  Normale  der  Ellipse  13) 
ist,  und  folglich  die  von  ihr  Umhüllte  die  Evolute  dieser  Curve, 
nämlich 

Aus  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  mitgetheilten  Betrach 
tungen  folgt  nun  unmittelbar,  dass  von  einem  Punkte  vier,*  drei 
oder  zwei  Normalen  an  eine  Ellipse  möglich  sind,  jenachdem  der 
Punkt  innerhalb  der  Evolute  oder  in  derselben  oder  ausserhalb  liegt 

Da  die  Gerade  Mpx  eine  Normale  und  die  Tangente,  ihre  zu- 
geordnete Harmonische,  auf  derselben  senkrecht  steht,  so  halbireo 
sie  die  Winkel  der  Linien  pxF  und  pxFXt  d.  h.  F#und  Fi  sind  die 
Brennpunkte  der  Ellipse  13). 

Auch  die  Länge  des  Linienstäckes  Mpx  hat  für  die  Ellipse  13) 
eine  Bedeutung,  denn  es  ist 


und 


also 


16)  MPl*+Opl*  =  al*  +  bl*. 

Da  nun  2,Opx  ein  Durchmesser  der  Ellipse  ist,  und  4(<7i2-f  64*) 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  von  je  zwei  conjugirten,  nach 
einem  bekannten  Satze,  so  ist  2.Mpx  die  Länge  des  zu  2.0/>, 
conjugirten  Durchmessers. 

Es  lässt  sich  dieser  Satz  auch  ausdehnen  auf  die  Ellipsen, 
welche  entstehen,  wenn  statt  des  Kreises  eine  Ellipse,  welche 
auf  die  gleichen  conjugirten  Durchmesser  bezogen  ist,  als  leiteode 
Curve  gewählt  wird,  doch  ist  dann  der  Durchmesser  2.0px  mit 
demjenigen  zu  vertauschen,  welcher  mit  der  Umhüllenden  PQ  des 
leitenden  Punktes  M  parallel  ist. 

Wird  durch  den  Punkt  M  eine  fiertibrungslint«  an  den  Kreis 
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um  O  gelegt,  welche  die  Axen  in  U  und  V  schneidet ,  so  gehört 
zu  dieser  Linie  nach  §.  2.  eine  Parabel,  welche  die  Axen  in  U 
und  V  berührt,  die  zum  leitenden  Punkte  M  gehurige  Umhüllende 
PQ  ist  eine  Berührende  jener  Parabel,  und  zwar  liegt  nach  §.  2. 
der  Berührungspunkt  p  go,  dass  Mp  die  der  Berührenden  MV 
zugeordnete  Harmonische  ist,  oder  dass  Mp  auf  PQ  senkrecht 
dteht;  da  nun  Mp,  wie  wir  früher  gesehen  haben,  immer  ein 
Durchmesser  ist  und  auf  der  Umhüllenden  senkrecht  steht,  so  ist 
Mp  die  Axe  und  PQ  Scheiteltangente  der  Parabel.  Es  ist  also 
die  Curve  14)  zugleich  der  Ort  des  Scheitels  der  Parabel,  welche 
umhüllt  wird,  wenn  eine  Berührende  des  Kreises  die  leitende 
Linie  ist. 

Ferner  ist  M  der  Brennpunkt  dieser  Parabel,  wie  leicht  ge- 
zeigt werden  kann ,  also  die  leitende  Kreislinie  selbst  der  Ort  des 
Brennpunktes. 

Dieselbe  Entwickelting  lässt  sich  auf  die  Hyperbel  anwenden 
and  fuhrt  zu  ähnlichen  Resultaten,  die  hier  nicht  mitgetheilt  wer- 
den, um  Wiederholungen  zn  vermeiden. 


§.  7. 

Die  Aufgabe,  welche  im  §.  4.  gelöst  wurde,  läist  sich  noch 
allgemeiner  dadurch  machen,  dass  man  zu  der  leitenden  Curve 


0)"+(f)"= 


1 


als  umhüllende  Linie,  wie  es  im  Vorangehenden  schon  mehrmals 
geschehen  ist,  eine  Curve  nimmt  von  der  Form: 

(!)-+©■='• 

Wenn  auch  xx  und  yt  zwei  Werthe  sind,  welche  der  ersten  Glei- 
chung genügen,  so  entstehen  zwei  Systeme  von  Gleichungen: 

GM*)-"  -  (!)-♦©*='■ 

ew-  -  är+er-- 

Aus  den  letttern  folgt: 
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und  aus  den  erstem: 

1  _     y"-yi"      und  1  _  x*-xx* 

a»      (xxy)»  -  (xyx)*  6»      (xyx)*  ~  (jr,y)»' 

Alle  vier  Werthe  werden  unbestimmt  =  g»  wenn  man  j=i,  und 

y  =  yx  setzt;  aber  man  kann  mit  Hälfe  der  Werthe  von  —  und  ^ 
den  Factor 

*iy— *yi        *yi  —  xxy 

aus  den  Ausdrücken  für  £m  und  ijm  eliminiren  und  danach  x=xx 
und  y=.Vi  setzen.    Dadurch  entsteht: 

17)  *"  =  — -  und  t7-  =  ^-; 

folglich  ist 

er=e-r  -  ör=er 

oder 

er -er  -  ofy-or- 

Hieroach  ist  die  umhüllte  Curve 

mm  mn 


Es  ist  zu  beachten,  dass  wegen  des  gebrochenen  Exponenten  die 
Glieder  zwei  reale  Werthe  haben ,  also  die  Curve  aus  einem  System 

von  vier  Linien  besteht,  wenn  der  Nenner  des  Bruches 

eine  gerade  Zahl  ist.  Wenn  die  Summe  m  +  n  =  0  ist,  so  wird 
die  Umhüllte  nicht  von  der  Gleichung  18) ,  sondern  durch  17)  dar- 
gestellt; nach  diesen  ist 


also 

|  =  ö  und  17  =  6,  wenn  m  ungerade  ist, 

und 

|  =  Jba  xm&  y  =  ±b,  wenn  m  gerade  ist; 
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d.  b.  die  Curven 

in  welchen  g  und  rj  die  laufenden  Coordinaten  filr  jede  Curve  dar- 
stellen und  x,  y  der  Gleichung 


er* er- 


i 


genügen,  gehen  alle  durch  einen  Punkt  (aA)  oder  durch  vier  Punkte 
(±a±b),  jenacbdem  m  eine  ungerade  oder  gerade  Zahl  ist. 

Wenn  m  =  l  und  also  n  =  — 1,  so  geht  hier  der  besondere 
Fall  hervor,  welcher  oben  unter  9)  angegeben  ist.  Wenn  umge- 
kehrt wi=— 1,  also  n=fl,  so  gehen  alle  Hyperbeln 

durch  den  Punkt  (ab) ,  dessen  Coordinaten  a  und  A  durch  die  Gerade 

a  rA 

auf  den  Axen  abgeschnitten  werden,  d.  i.  durch  den  leitenden 
Punkt  dieser  Geraden.  Ausserdem  geht  aus  diesen  Gleichungen 
hervor,  dass  alle  Hyperbeln  noch  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  gehen,  ihre  Asymptoten  alle  den  Coordinatenaxen 

parallel  sind  und  ihr  Mittelpunkt  die  feste  Gerade  ^+|-=1  be- 
schreibt. 

Setzen  wir  in  19)  m  =  1 ,  so  stellt  sie  die  in  den  frühe- 
ren Paragraphen  untersuchten  Curven  dar;  setzen  wir  umgekehrt 
n  =  l,  so  zeigt  sie,  dass  die  Schaar  der  Curven,  welche  entsteht, 
wenn  die  leitende  Gerade  nach  constanten  Verhältnissen  getheilt 
wird,  nämlich 


die  Curve 


er  ♦er- 

umhüllt,  wie  wir  es  oben  im  §.  4  unter  der  Voraussetzung,  dass 
m  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  sei,  besonders  hergeleitet  haben. 

Hl  -r-  71      1  1 
Wenn  '  =  -  +  -  =      eo  berühren  alle  Curven 

s  mn       77i  n 
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GW- 

die  Gerade 

und  statt  dieser  Geraden  treten  vier  auf,  wenn  m  +  w  eine  gerade 
Zahl  ist.  Ist  x.  B.  »1  =  11  =  2,  so  besteht  die  umhüllte  Linie  aus 
den  vier  Geraden 

weiche  ein  Parallelogramm  bilden,  dessen  Diagonalen  die  Durch- 
messer der  Kegelschnitte  sind. 


Die  allgemeine  Aufgabe  des  vorigen  Paragraphen  werde  so 
abgeändert,  dass  statt  der  Coordinaten  x  und  y  der  leitenden  Linie 


(!)"♦  (!)"=' 


die  Abschnitte,  welche  durch  die  Berührungslinie  desselben  Punktes 
(a>y)  auf  den  Axen  entstehen,  in  die  umhüllende  Curve  gesetzt 
werden,  so  dass  sie  die  Form 


an  b* 

annimmt,  da  bekanntlich    ~nzn  und  y*-*  erw^nrt*en 
schnitte  sind. 

Wenn  xx  und  yx  ein  zweites  Paar  zusammengehöriger  Coor- 
dinaten der  leitenden  Curve  sind,  so  ist 


die  zugehörige  Umhüllende,  und  zu  den  Schnittpunkten 
boren  die  Coordinaten  £  und  rj,  welche  bestimmt  werden  dtrch 
die  Gleichungen: 


und 


ym(n--l)  —  yt  !■(«-!) 


xm{n-l)  _  ^nUn^l) 
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An«  den  zugehörigen  Gleichungen  der  leitenden  Curve  folgt: 

I  Vn-yin  .     1  x«-xv» 

«■  ~~  (*itf)n  ~       )"  —  (xyt  )»  -  foy)« ' 

und  mit  Hülfe  dieser  Werthe  lasst  sich  aus  den  erster««  der  Factor 

-  ^""y1  -  und  — - — eliminiren.  Wird,  nachdem  dies  ge- 
xxy-xyx         xyi-xxy  6 

schehen,  x  =      und  y  —  yx  gesetzt,  so  gehen  die  Coordinaten  des 

Schnittpunktes  beider  Curven  in  die  eines  Punktes  der  umhüllten 

Curve  über,  und  zwar  Gndet  man : 


19)      im  =  a1*"-" .  und  r}m  =  j,mn-n  y-m*  f  m  f  n 

ist: 


(f)'=ö) —  -  (f )■=©"■"" 


also 


die  omhiillte  Curve. 

Im  Allgemeinen  ist  Ober  diese  Curve  dasselbe  zu  sagen,  wie 
über  die  unter  18),  sie  steht  aber  ausserdem  mit  jener  in  einem 
innigen  Zusammenhange.  Wenn  jene  einen  Punkt  darstellt,  durch 
welchen  alle  Curven  gehen,  d.  b.  wenn  wi  -f-  w  =  0,  so  ist  diese 
eine  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  jener  Punkt  ist.  Wenn  m+n=mn, 
d.  h.  wenn  jene  eine  oder  eio  System  von  festen  Geraden  aus- 
drückt, so  reducirt  sich  diese  auf  einen  oder  ein  System  von 
festen  Punkten.    Wenn  z.  B.  wi  =  n  =  2,  so  ist  nach  19) 

£=±a  und  rj  =  ±b, 

d.  h.  alle  Ellipsen  von  der  Form 

in  welchen  die  Grossen  x  und  y  der  Gleichung 

genügen,  gehen  durch  die  Ecken  des  Parallelogramms,  dessen 
Seiten  die  letztere  Ellipse  in  den  Endpunkten  der  conjogirten  Durch- 
berühren. 
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In  einigen  Fällen,  z.  B.  für  m  =  4  oder  rt  =  i,  fällt  diese 
Gleichung  mit  der  früheren  zusammen,  wie  es  oben  im  {.  4.  ange- 
deutet ist;  im  Altgemeinen  tritt  dieser  Fall  ein,  wenn  unter  den 
früheren  Exponenten  m,  n  und  denen  der  Curve  20),  mx  und  nlf 
der  Zusammenhang  statt  findet,  dass 

l  +  i_I=I  +  L. 


§•  9.  • 

Wenn  die  leitende  Curve  eine  Hyperbel,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  der  Coordinatenaxen  geht,  und  diese  den  Asympto- 
ten parallel  sind,  so  geht,  wie  wir  §.  5.  fanden,  die  umhüllende 
Gerade  in  allen  Lagen  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel;  wir 
wollen  jetzt  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  beliebig  annehmen, 
ohne  jedoch  ihre  Richtung  zu  andern  und  die  um  bullte  Curve 
aufsuchen. 

Es  sei 

—  a)(y—  £)  =  <?» 

die  leitende  Linie.  Die  Gleichungen  1)  bestimmen  wieder  den 
Schnittpunkt  von  PQ  und  PiQit  und  es  ist  nur  nothig,  mit  Hülfe 

der  leitenden  Linie  die  Factoren    x~~xi    un(|  -JL — zu  ejj. 

XV\  ~~X\V        X\V—  xyi 

miniren.    Aus  den  Gleichungen 

xy  —  uy — bx :  =  e*  —  ab, 
X\V\  —  al/i  —  bxx  =  e*  —  ab 
geht  zunächst  hervor: 

Mi  (*~  xi)  ~b(*yi  -*i3f)  =  —  (c*— ab)(y  — yt). 

xx\  (y— yi)  +  ß(*yi  —  *iy)=— («2— ab){x— xx)\ 

und  daraus : 

x — xx  _bxxx  -f  a  (e 2  —  ab)  ^  _y  — yi  _.ffy.Vi  +  6  (e*  -  ab) 
xy\~x\y~xx\yy\-(e*-ut>)*  Un    xly—xyl  xxxyyx—(e*-ab)* 

__  <*y\  (xi  — q)  +     ( or—  q)  (yi  -b)  +  ny,  (y-6). 

xx\yy\  —    —  o*)a  ^iyyi  —  («*— ' 

folglich  ist: 

fc  ^i(yi~^)-*-ffyi(y-^)  „   ..„j  °yi(g|--«)+kg|(g-q) 
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Wird  nun  noch  x=xx  und  y~yx  gesetzt,  so  erhält  man  die 
Coordinaten  des  Berührungspunktes: 

 (.»/  — 6)  (bx  +  ay)x2  .  (x  —  a)  (bx  +  ay)y* 

*-(xy  +  ab  —  e*)(xy-ab  +  e*)  uml  V~  (xy+ab-e*)(xy— ab-\  -«») 

(y—b).x*  _  Qr-a).ya 

—  o6  +  ea  «6-f- ea# 

Hieraus  folgt 


Ferner  ist 


e2x*y2 
&  =  ^-ub~+e*)*' 


also 

st      w      **  e*(ea-n6)a 
(| -0)0,-6)  =  (^_fl6  +  ea)2 . 

und  durch  Verbindung  der  Werthe  voo  £q  und  (§  — a)(*?  — 6)  folgt 

2i)  r&ii4  + 

als  Gleichung  der  umhüllten  Curve. 

Durch  die  Entwickelung  dieser  Gleichung  entsteht 

22)  6aS»-2(2ea-a6)|»?+a2^+2a(ea->a6)7?+26(ea-a6)H(ea-a6)«=0; 

setzt  man  in  dieser  Gleichung  rj  —  Q,  so  erhält  man  eine  quadratische 
Gleichung  für  £,  welche  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  also  ist  die  x-Axe 
eine  Berührungslinie  des  Kegelschnittes  und  eben  so  die  y-Axe. 

Aus  den  Coefficienten  lässt  sich  leicht  erkennen,  dass  der 
Kegelschnitt  eine  Ellipse,  oder  eine  Hyperbel,  oder  nur  einen  Punkt 
darstellt,  jenachdem  die  Differenz  e2  —  ab  negativ,  oder  positiv 
oder  Null  ist;  nun  ist  aber  ea  —  ab  negativ,  positiv  oder  Null, 
jenachdem  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  innerhalb,  oder  aus- 
serhalb oder  in  der  Hyperbel  (x—  a)  (y—  b)  =  e2  liegt. 

j.  10. 

Es  sei  die  leitende  Linie  dargestellt  durch 

xmyn  =  c, 

wo  m  und  n  jede  positive  und  negative  ganze  Zahl  bedeuten  kann; 
gebrochene  Exponenten  sollen  ausgeschlossen  sein,  weil  sie  so- 
gleich durch  Potenzirung  entfernt  werden  können. 

Theil  XXIV.  31 
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Die  umhüllende  Gerade 

y 

beröhrt  die  gesuchte  Curve  in  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten 
nach  1)  die  Grenziverthe  sind  von  ✓ 


6  =  fcl&  u„d  V  = 


Nun  ist  aber 


also 


m-f  n 


und  ^-  =  c~S.yi" 


II 

■ 

«4 


<frr 

II 


.11 


9 

a 

I 
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■ 
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Wird  bierin  ouii  jy  =  #i  gesetzt,  so  entsteht: 

—     m         -        m      /  c  \m  m 

|  =  Cm.  :        y~m  =  r     •  (  —  )    = — - — .X\ 

*  m  \  n  9         m  -f  n  \  ynJ      m  +  n 

und  durch  dieselben  Schlüsse  ündet  sich: 
also  ist  die  umhüllte  Curve 

Sie  unterscheidet  sich  von  der  Leitenden  nur  durch  die  Constante, 
und  ist  zugleich  diejenige,  welche  von  dem  Punkte  beschrieben 

wird,  der  die  umhüllende  Gerade  PQ  nach  dem  Verhältnisse  -  theilt 

ftenn  nun  insbesondere  ;«  =  «  oder  die  leitende  Corve  eine 
Hyperbel,  bezogen  auf  die  Asymptoten  als  Axen,  so  ist  die  Um« 
hüllte  eine  Hyperbel  mit  denselben  Asymptoten  und  mit  einer 

Excentricität,  welche  die  Hälfte  der  vorigen  ist. 

Wenn  die  leitende  Curve  die  gewöhnliche  Parabel,  also  m=  —  l 
und  n  =  2,  so  ist  die  Unihüllte 

if  —  —  icx , 

eine  Parabel,  welche  den  vierfachen  Parameter  der  Leitenden 
hat  und  an  der  entgegengesetzten  Seite  der  Scheiteltangente  liegt. 

Wir  haben  im  §.  I.  gesehen,  dass  die  umhüllende  Gerade 
durch  ihren  Berührungspunkt  und  durch  die  Tangente  des  leiten- 
den Punktes  harmonisch  gctheilt  wird;  nun  wird  aber  die  Umhül- 
lende der  Curve  23)  getheilt  nach  dem  Verhältnisse  — ,  also  wird 

sie  durch  die  Tangente  der  leitenden  Curve  nach  demselben  con- 
stauten  Verhältnisse  getheilt.  Hierdurch  ist  ein  einfaches  Mittel 
gegeben,  um  durch  einen  Punkt  einer  Curve  xmyn  =  c  eine  be- 
rührende Gerade  zu  legen.  Wenn  insbesondere  m=n=zl,  so 
wird  das  zwischen  den  Axen  (Asymptoten)  liegende  Stück  durch 
den  Berührungspunkt  halbirt,  und  wt  =  —  1  und  «=2,  so  theilt 
der  Berührungspunkt  das  Stück,  welches  zwischen  der  Abscissen^ 
axe  (Durchmesser)  und  der  Axe  der  Ordtsaten  (Sehet  teKan^ente) 
liegt,  äusserlich  nach  dem  Verhältnisse  {. 

Die  Entwickelung  und  das  Resultat  dieses 'Paragraphen, 

31* 
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lieh  die  Gleichung  23),  erleiden  nur  geringe  Abfinderungen,  wenn 
statt  der  umhüllenden  Geraden  eine  Curve  von  der  Form 

genommen  wird. 

§.  11. 

Es  werden  zwei  Gerade,  welche  durch  zwei  feste  Punkte  in 
der  Abscissenaxe  gehen  und  der  Ordinatenaxe  parallel  sind,  durch 
eine  bewegliche  Gerade  so  geschnitten,  dass  die  abgeschnittenen 
Stücke  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  constanter 
Grösse  bilden ;  es  soll  die  von  der  beweglichen  Geraden  umhüllte 
Curve  bestimmt  werden. 

Die  festen  Geraden  seien  PQ  und  PXQ\  (Taf.  XIII.  Fig.  10.), 
die  von  denselben  durch  die  Bewegliche  QQt  abgeschnittenen 
Stücke  mit  z  und  Zj ,  die  von  den  Axen  OX  und  O  Y  abgeschnit- 
tenen mit  x  und  y,  und  die  Stücke  OP  und  OPt  mit  p  und  g 
bezeichnet.   Die  Gleichung  der  Geraden  PQ  ist  nun 


und  die  Bedingung,  welcher  sie  genügt,  sei 

ctt*  +  2/?zz,  fyz,a=l. 
Aus  der  Doppelgleichung 

x+P     * — %      *  9 

folgen  die  Werthe: 

x+p  x—q 

welche  verschiedene  Zeichen  annehmen ,  wenn  der  Punkt  Ä  zwischen 
P  und  Px  liegt,  und  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  ße- 
dingungsgleichung  entsteht : 

(«+2jHy)*H2(<^+fc>-ify^ 

und  diese  Gleichung  lässt  sich  noch  dadurch  vereinfachen,  dass 
man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  so  bestimmt,  dass 


*    ap  +  ßp—ßq  —  yp  =  0, 


Heitermann:  Beitrag  %ur  Theorie  der  umhüllten  Curven.  461 
dass  also 

■ 

ß  +  y  a-f  ß 

wo  /  die  Entfernung  der  festen  Punkte  P  und  Pt  ist  Hiedurcb 
wird  ausserdem 

* 

und  wenn  nun  noch  zur  Abkürzung  gesetzt  wird  a  +  20 -f- ysso* 
und  ß*  —  ay  =  ö,  so  ist  die  Bedingungsgleichung 


o  1/a 


oder 


67*   1  11 

Sie  ist  zugleich  die  Gleichung  der  leitenden  Curve  für  die  um- 
hüllende Gerade  QQi  und  kann  leicht  unter  die  Form 


m 


©■ + er = 


i. 


welche  in  }.  4.  zu  Grunde  gelegt  wurde,  gebracht  werden.  Es 
ist  nur  zu  setzen  m=— 2,  n  =  l. 

d  1 

^./»=a*  und  -  =  6«; 

es  ist  dann  nach  8)  die  umhüllte  Curve 

25)  ä/a-^  +  tfV« 

ein  Kegelschnitt,  von  welchem  und  OY  zwei  conjugirte 
Durchmesser  sind.  Bezeichnen  wir  diese  Durchmesser  mit  2a  und 
26,  so  ist 


a 


=  ^Va  und  6  =  ^"V 


Es  sind  also  bejde  Durchmesser  imaginär,  d.  h.  der  Kegelschnitt 
selbst  ist  imaginär,  wenn 

«y<0  und  a  +  2/5f-y<0, 

es  sind  beide  real  oder  der  Kegelschnitt  ist  eine  Ellipse,  wenn 
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/^~«y>0  und  «+20  +  y>O, 

es  ist  einer  real  und  der  andere  imaginär,  oder  die  Umhüllte  ist 
eine  Hyperbel,  wenn 

0*-«y>O  und  a+2ß  +  y<,0 

oder 

0*— «y<0  und  «+2/J  +  y>0. 

Die  Coefficienten  der  homogenen  Function  lassen  sieb  durch  die 
Durchmesser  des  Kegelschnittes  und  die  Stücke  p  und  q  ausdrücken. 
Es  ist  nämlich  zunächst 

und  daraus  folgt: 

so  dass  die  Function  zweiten  Grades  übergeht  in: 

26)  (9*— a2)za  +  2(j>9  +  n*)::,  +  (/>*  —  o2)i1*  =  6*/a. 

Werdeu  also  durch  zwei  Punkte  P  und  Plf  welche  in  demselben 
Durchmesser  2a  eines  Kegelschnittes  auf  verschiedenen  Seiten  des 
Mittelpunktes  in  den  Entfernungen  p  und  q  liegen,  Gerade  parallel 
zum  conjugirten  Durchmesser  2b  gezogen,  so  schneidet  jede  Tan« 
geote  des  Kegelschnittes  auf  den  Geraden  Stücke  i  und  zt  ab, 
die  der  Gleichung  26)  genügen. 

Diese  lässt  sich  auch  noch  unter  die  folgenden  Formen  bringen: 

(?*  +  />:i)2-«*(*-Zi)Ä  =  6V*, 

[(q  +  a)  z  +  (p  -  er)  z,  j  [(q  -  a)  z  +  (p  +  a)  tx  ]  =  b2l*. 

Es  ist  bei  diesen  Darstellungen  festzuhalten,  dass  p  und  q  glei- 
ches Vorzeichen  haben,  wenn  P  und  Px  auf  verschiedenen  Seiten 
des  Mittelpunktes  O,  und  verschiedenes,  wenn  sie  auf  derselben 
Seite  liegen. 

Die  allgemeine  Gleichung  26)  nimmt  In  einigen  Fällen  eine 
besonders  einlache  Gestalt  an. 

o)  Wenn  p  =  q  =  a,  so  geht  26)  über  in: 

27)  zi,  =6*, 

d.  b.  jede  Tangente  schneidet  auf  zwei  festen  Tangenten ,  welche 
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durch  die  Endpunkte  des  realen  Durchmessers  2a  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  gezogen  sind,  Stöcke  ab,  deren  Product  gleich  ist 
dem  Quadrate  des  halben  conjugirten  Durchmessers. 

ß)  Wenn  a  imaginär  und  V~ö*,  so  ist  nach  26): 

28)  i*  +  i,*  =  2o*,  ' 

d.  h.  von  den  Geraden,  welche  durch  die  Endpunkte  eines  ima- 
ginären Durchmessers  parallel  zum  conjugirten  gezogen  sind,  schnei- 
det jede  Tangente  Stücke  ab,  deren  Quadratsumme  gleich  ist  dem 
halben  Quadrate  des«  conjugirten  Durchmessers. 

f.  12. 

Die  bisherige  Entwickelung  ist  nicht  zulässig,  weun 

«  +  2/S  +  y  =  0, 

und  e»  ist  deshalb  dieser  Fall  besonders  zu  untersuchen. 

Unter  der  vorstehenden  Voraussetzung  ist  die  Bedingungs- 
gleichung: 

2[(«  +  ß)p  -  (ß  +  y) q]x  +  ap*-2ßp?  +  W»  = 

und  geht  durch  Anwendung  derselben  Gleichung  über  in 

x* 

(«  —  y)  ( p  +  q)  x  +  ( *p  +  y  q)  ( p  -f  q )  =  ~2 . 
Wird  nun  der  Anfangspunkt  O,  d.  h.  p  und  q  so  bestimmt,  dass 

«P  +  y9=o, 

so  ist  die  Gleichung  4er  leitenden  Curve 

l     x      q  p 

und  nach  $.  10.  i«t  die  lugebürige  Umhüllte 
30) 

eine  Parabel,  von  welcher  PPt  ein  Durchmesser  und  OY  die  su- 
gehörige  Scheiteltangente  ist.   Wird  der  Parameter  dieser  Parabel 
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» 

gesetzt,  ko  ist 

also  ist  die  zu  Grunde  gelegte  Bedingung  ausgedruckt  durch 

31)  —  fs'  +  (9-f»)"i  +P*i,  =  i**a 

oder 

i 

(pZt+QZ)  (z  —  Z,)  = 

Werden  also  durch  zwei  Punkte  P  und  Pl ,  welche  auf  dem- 
selben Durchmesser  einer  Parabel  und  in  den  Entfernungen  p  und 
q  zu  beiden  Seiten  des  Scheitels  liegen,  zwei  Gerade  parallel 
zur  zugehörigen  Scheiteltangente  gezogen,  so  schneidet  jede  Tan- 
gente von  denselben  Stücke  ab,  welche  der  Gleichung  31)  genügen. 

Wenn  insbesondere  p^zfj='Jt  so  ist 

*  ' —  gibt» 

Die  Beschaffenheit  des  Kegelschnittes,  welcher  von  QQX  umhüllt 
wird,  ist  ausser  von  der  Summe  der  Coefficienten  er  +  20+y=a 
noch  abhängig  von  der  Grösse  der  Determinante  der  Function; 
und  zwar  folgt  aus  der  Gleichung 

.=  £vl. 

dass  a  real,  imaginär  oder  null  ist,  jenachdem  ö  positiv  oder  ne- 
gativ oder  null  ist,  oder  jenachdem  die  homogene  Function  aus 
zwei  realen  oder  imaginären  oder  gleichen  Factoren  besteht 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  in  der  Gleichung  zwei- 
ten Grades,  welcher  die  Abschnitte  z  und  z,  genügen,  nur  solche 
Glieder  vorkommen,  welche  in  Bezug  auf  diese  Veränderlichen 
von  der  zweiten  Dimension  sind;  es  isttber  leicht  einzusehen, 
dass  die  Glieder  von  der  ersten  Dimension,  wenn  solche  darin 
enthalten  gewesen  wären,  hätten  durch  Verlegung  der  Anfangs- 
punkte P  und  Px  entfernt  werden  können;  so  dass  im  Allgemei- 
nen eine  Gleichung  zweiten  Grades  mit  den  Veränderlichen  z  und 
zi  einen  Kegelschnitt  darstellt.  Wir  wollen  jetzt  auf  die  Unter- 
suchung der  allgemeinen  Gleichung  nicht  eingehen,  sondern  mit 
Hülfe  der  vorstehenden  Rntwickelung  eine  der  vorigen  nahe  ver- 
wandte Aufgabe  über  umhüllte  Curven  lösen. 

j.  13. 

Die  von  zwei  festen  Punkten  P  uod  Px  auf  eine  bewegliche 
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Gerade  gefällten  Senkrechten  PR  und  bilden  eine  homo- 

gene Function  zweiten  Grades  von  constanter  Grösse;  es  soll  die 
von  der  Geraden  umhüllte  Curve  bestimmt  werden. 

Die  Senkrechten  PR  und  Px  Rx  seien  mit  r  und  rx  bezeichnet, 
und  die  Gleichung,  welcher  sie  genügen,  sei 

ar2  +  2/?rT,  +yr1a=l. 

Werden  in  den  Punkten  P  und  Px  Senkrechte  auf  PPX  errichtet, 
nämlich  PQ  und  PXQX,  welche  die  Gerade  RRX  in  Q  und  Qx 
schneiden,  und  PQ  =  z,  PxQ  =  xx  gesetzt,  so  ist 

r  =  -■        .   und  r.  =   , 

V^+O-zj»  ^/*+(*-*,)* 

wo  /  wieder  die  Entfernung  der  festen  Punkte  P  und  Px  bezeich* 
net.  Durch  die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  obige  Gleichung 
entsteht 

32)  — pr-  .z*  +  2^-p—  .zzx  *ia=l> 

welche  mit  der  Bedingungsgleichung  des  §.  11.  der  Form  nach 
übereinstimmt.  Hieraus  folgt  schon,  dass  die  umhüllte  Curve  ein 
Kegelschnitt,  von  welchem  die  Gerade  PPX  die  eine  Axe  ist,  da 
sie  auf  dem  conjugirten  Durchmesser,  welcher  zu  PQ  parallel  ist, 
senkrecht  steht. 

Die  Gleichung  dieses  Kegelschnittes  ist  nach  25): 
wo  dann 

a1=a  +  2/?  +  y=cr, 

öi  = —  — Ji  -d+/ä  » 

und  die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  von  P  und  Px ,  nämlich 
OP=p  und  OPx  =  q  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen 

ß+v    ,  ,  .  „_  «+0  . 

Durch  Einführung  der  Summe  a  und  der  Determinante  d  der  ge- 
gebenen Function  geht  die  Gleichuug  des  Kegelschnittes  Aber  in: 
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«,»  +  *,«-'• 

wenn  wir  die  Halbaxen  ax  und  6,  bestimmen  durch  die  Gleichungen 

Hieraus  ergibt  sich  fiir  die  ExceetricitSt  e,  =  V«r,*— *i*       Werth : 

Durch  die  Elemente  der  Curve  lassen  «sieb  nun  umgekehrt  die 
Coeflicienten  der  Bedingungsgleichung  ausdrücken ,  und  zwar  findet 
sich  aus  den  Gleichungen 

  1-  t?,*  q  p 

dags 

°-  v/s-*  y-ir*^'  ß-~b*p" 

Durch  Einsetzung  dieser  VVerthe  in  die  gegebene  Bedingungs- 
gleichung entsteht: 

34)  (q*-el*)t*  +  2(pq  +  el*)rrl  +(^«-e1»)r1»=6iV. 

« 

Werden  auf  verschiedenen  Seiten  des  Mittelpunktes  in  der  Axe 
2aj  eines  Kegelschnittes  die  Punkte  P  und  Pt  in  den  Entfernun- 
gen p  und  q  vom  Mittelpunkte  beliebig  angenommen,  so  genügen 
die  Entfernungen  jeder  Tangente  des  Kegelschnittes  von  den  Punk- 
ten P  und  P4,  nämlich  t  und  rlf  der  Gleichung  34). 

Durch  eine  einfache  Umformung  nimmt  die  vorstehende  Glei- 
chung folgende  Form  an: 

(9fr  +  /wi)2    ei2(r — r1)2  =  6i2/2, 

[(?  +  *i  )r  +    — ex )   ]  [(q — e,)r  +  (/>  +  e, )  t^)  =  b^P. 

Wenn  nun  insbesondere  p=q=zelf  d.h.  wenn  die  Punkte  P  und 
Pi  die  realen  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  sind,  so  ist 

35)  rr, 

d.  h.  das  Product  der  von  den  realen  Brennpunkten  auf  eine  Tan- 
gente eines  Kegelschnittes  gefällten  Senkrechten  ist  gleich  dem 
Quadrate  der  Halbaxe,  in  welcher  die  imaginären  Brennpunkte  liegen. 
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a-  bx*  imaginär  ist,  und  p—q—\f — e,2, 


d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  von  den  imaginären  Brenn- 
punkten auf  eine  Tangente  gelallten  Senkrechten  ist  gleich  dem 
halben  Quadrate  der  Axe,  in  welcher  die  realen  Brennpunkte  liegen. 

In  allen  diesen  Gleichungen  zeigt  sich ,  dass  die  Senkrechten  r 
und  ?*!  denselben  Bedingungen  genügen,  wie  die  Abschnitte  z  und 
zt ,  welche  in  der  vorigen  Aufgabe  untersucht  wurden,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  statt  der  Halbaxe  a  hier  die  Excentricität  ex 
vorkommt.  Im  Zusammenhange  mit  dieser  Uebereinstimmung  ist 
die  Excentricität  des  Kegelschnittes  33),  welche  in  dem  Durch- 
messer 2<Ji  liegt,  real  oder  imaginär  oder  null,  jenachdem  die  ge- 
gebene Function  zweiten  Grades  aus  zwei  realen  oder  imaginären 
oder  gleichen  Factoren  besteht,  oder  jenachdem  6=:ß2 — ay  posi- 
tiv oder  negativ  oder  null  ist. 


Die  erwähnte  Uebereinstimmung  bleibt  auch  dann  noch  be- 
stehen, wenn  die  Coeföcientensumme  6—a-\-2ß  f  y  =  0  und  in 
Folge  dessen  die  Entwickelung  des  vorigen  Paragraphen  nicht  an- 
wendbar ist.    Die  umhüllte  Curve  ist  nach  §.12.: 


§.  14. 


37) 


4  | 


y  —  a'l 


eine  Parabel,  deren  Parameter 


■4 


Dazu  ist  aber 


folglich 


1 


Nimmt  man  hinzu 


4 


so  findet  man 
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kr—iq         k+ip  k  +  2p— 2g 

a  =  ~~*r  '  y  =  ~T/~'  P-  A/  ' 

und  hierdurch  geht  die  Function  zweiten  Grades  Ober  in: 

Verlegt  man  noch  den  Punkt,  von  welchem  die  Entfernungen  p 
und  q  gerechnet  werden,  um  \k,  und  setzt  p—\k  statt p,  sowie 
q  +  \k  statt  q,  so  gebt  die  Gleichung  über  in: 

38)  (j^+^rKr-r,)  =  -!*/»; 

und  wenn  insbesondere  p  =  q,  d.  h.  die  Punkte  P  und  Px  in  glei- 
cher Entfernung  vpm  Brennpunkte  sich  befinden,  so  ist 

39)  iV»-r»=i*/. 

Werden  von  zwei  Punkten,  welche  in  der  Axe  eioer  Parabel 
gleich  weit  vom  Brennpunkte  entfernt  sind,  Senkrechte  auf  eine  Be- 
rührungslinie gefällt,  so  ist  die  Differenz  der  Quadrate  dieser 
Senkrechten  constant. 

> 

§.  15. 

Die  Auflösung  der  letzten  Aufgaben  über  umhüllte  Curven, 
$$.  11  —  14,  führte  dazu,  die  gegebene  Function  zweiten  Grades 
in  lineare  Factoren  zu  zerlegen,  oder  nenn  diese  imaginär  waren, 
dieselbe  darzustellen  als  Summe  zweier  Quadrate.  Eine  einfache 
geometrische  Betrachtung  zeigt  die  geometrische  Bedeutung  die- 
ser Umformungen. 

Nach  26)  besteht  die  quadratische  Function  aus  den  Factoren 

(f  +  a)r  +  (p  —  a)zx   und         a)z  +  (P  +  a)zx ; 

es  seien  A  und  Ax  (Taf.  XIII.  Fig.  11.)  die  Scheitel  der  umhüllten 
Curve,  also 

q  +  a=APlt  p-a  =  AP; 
q  —  a=A1Pl,  p  +  a=AxP. 

Nun  ist  aber,  wie  leicht  zu  sehen: 

APl.z  +  AP.zx  =  (AP  +  APl).d  =  l.d, 
AxPk.z+AlP.zx=(AxP+AlPx).dx=l.dx, 

wo  der  Kürze  wegen  noch  AD=zd  und  AlDl  =  dl  gesetzt  ist. 
Das  Product  jener  Factoren  ist  folglich  P .  ddx ,  wie  es  oben  als 
spezieller  Fall  angegeben  wurde.  Die  Zerlegung  in  Factoren  führte 
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also  dazu,  die  Scheitel  der  umhüllten  Ellipse  in  der  Geraden  PPX 
zu  finden. 

Ist  aber  a  imaginär,  also  a*  negativ,  so  setze  man  — a*  statt 
<!*;  dadurch  geht  die  Gleichung  26)  über  in 

(g*  +  a*)z*  +  2(p?  — ä*)zz1  +  (/>»  +  a*)z,*=öV» 

und  lässt  sich  umformen  in 

M  +  a)  z  +  (p  -  a)  x,  ]»  +  [(q  -  a)  z  +  (p  +  a)  zt  ]*  =  WP . 

• 

so  da ss  nach  dem  Obigen  durch  jedes  dieser  Quadrate  einer  der 
Endpunkte  des  imaginären  Durchmessers  AAX  bestimmt  wird, 
und  die  Summe  der  Quadrate  der  Stücke  AD  und  AlDl  gleich 
wird  262/*,  wie  wir  es  oben  als  besonderen  Fall  gefunden  haben. 

Wenn  zugleich  durch  A  und  At  Gerade  parallel  zu  BBX  und 
durch  B  und  Bx  Gerade  parallel  zu  AAX  gezogen  werden,  und 
die  Stucke  Aß)=tf,  AxDl=zdx ,  welche  auf  jenen  durch  eine  Ge- 
rade DDX  abgeschnitten  werden,  der  Bedingung 

d*  +  d1a  =  26*=2.0tfa 

genügen,  welche  eine  Eigenschaft  der  imaginären  Scheitel  A  und 
Ax  ist,  so  lasst  sich  zeigen,  dass  die  Stücke  BC~c  und  BxCl=cl, 
welche  auf  verschiedenen  Seiten  des  Durchmessers  BBX  liegen, 
der  Gleichung 

ccl  =  a^=OA2 

Genüge  leisten,  welche  ein  Merkmal  der  realen  Scheitelt  und  Bt  ist. 

Für  die  realen  und  imaginären  Brennpunkte  eines  Kegelschnit- 
tes haben  die  Zerlegungen  der  Function  34)  dieselbe  Bedeutung, 
welche  wir  von  der  Function  26)  für  Scheitel  nachgewiesen  haben. 

Schliesslich  füge  ich  noch  die  Bemerkung  hinzu,  dass  ich  die 
vorstehenden  Untersuchungen  weniger  wegen  der  Resultate  mit- 
getheilt  habe,  da  sie  z^um  TheU  schon  von  Andern  durch  Anwen- 
dung der  Dtfferenzialrechnung  gefunden  wurden,  sondern  vielmehr 
wegen  der  elementaren  Entwicklung,  weil  Beispiele,  wie  die 
vorstehenden,  mir  besonders  geeignet  zu  sein  scheinen,  den  An- 
fänger mit  der  Metbode  der  Gränzwerthe,  auf  welcher  ihrer  Ent- 
stehung und  ihrem  Wesen  nach  die  Differenzialrechnung  beruht, 
vertraut  zu  machen. 
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Ucber  die  Redaction  der  Monddistanzen,  för  nautische 

Lehranstalten. 

■ 

Von 

dem  Herausgeber. 


Das  grosse  Interesse,  welches  ich  an  der  Verbesserung  des 
nautischen  Unterrichts  und  der  nautischen  Rechnungsmethoden 
nehme,  hat  mich  vor  Kurzem  veranlasst,  die  meisten  der  bekann- 
ten Formeln  zur  Reduction  der  Monddistanzen  einer  sorgfältigen 
Prüfung  zu  unterwerfen.  Das  Resultat  dieser  Prüfung  ist  gewe- 
sen, dass  nach  meiner  Meinung  unter  den  bis  jetzt  bekannten 
Formeln  der  Formel,  welche  der  berühmte  Bor  da  zuerst  in  seiner 
„Description  et  usage  du  cercle  de  rdflexion  avec  dif- 
fe>entes  methodes  pour  calculer  les  observations  nau- 
tiques.  Paris.  J787.  4.  p.  50.  p.  7G."  bekanntmachte,  immernoch 
der  Vorzug  gebßhrt,  weshalb  auch  namentlich  in  der,  besonders  seit 
Gründung  der  Ecoles  d  Hydrographie  durch  den  grossen  Colbert, 
durch  grosse  Wissenschaftlichkeit  so  sehr  ausgezeichneten  französi- 
schen Marine  diese  Methode  von  Borda  allein  Anwendung  zu  finden 
scheint;  wenigstens  beschrankt  sich  z.  B.  Herr  V.  Caillet,  bei 
kurzer  Erwähnung  der  Methoden  von  Du  n  t£  orn  e,  Bnrckhardt, 
Mendoza  und  Richard,  die  aber  sa'mmtlich  den  Gebrauch  be- 
sonderer Tafeln  voraussetzen,  in  seinem  trefflichen,  durch  strenge 
Wissenschaftlichkeit  ausgezeichneten  „Traite  dlemen taire  de 
navigation,  ä  l'usage  des  otficiers  de  la  marine  miH- 
taire  et  de  la  marine  du  commerce.  Tome  T.  Brest.  1848. 
T.II.  Tables.  Brest.  1846"  auf  die  Mittheihurg  der  Borda- 
schen Methode;  und  Herr  Levret  aine  sagt  in  seinem  „Cours 
complet  de  la  marine  marchande.  Troisieme  Partie. 
Navigation.    Paris.  1850.  p.  JOS.",  nachdem  er  neben  der  Me- 
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thode  von  Bor  da  noch  der  Methode  von  Mendoza  und  der  bei 
deren  Anwendung  erforderlichen  Tafeln  kurz  Erwähnung  gethan 
hat,  sehr  richtig:  „On  rend  un  mauvais  service  aux  marins,  en 
augmentant  le  bagage  de  tables  dont  ils  doivent  etre  munis:  Teile 
est  la  raison  qui  nous  fait  accorder  la  preference  ä  la  me*thode  de 
correction  de  Borda,  puisqu'elle  u'exige  que  l'emploi  des  table« 
necessnires  ä  tous  les  calculs,  et  dont  par  suite  l'usage  est  tou* 
jotirs  tres-familier  au  navigateur."  In  deutschen  Lehrbüchern  der 
SchiflTahrtskunde  Gndet  man  jetzt  häufig  die  Methoden  von  Bre* 
miker  und  W itchell;  aber  diese  Methoden,  deneu  ich  übrigens 
durchaus  nicht  allen  Werth  absprechen  will,  sind  blosse  Nabe- 
rungsroethoden ,  ohne  dabei  nach  meiner  Meinung  eine  so  grosse 
Abkürzung  der  Rechnung  zu  gestatten,  das*  man  nicht  lieber  den 
Gebrauch  ganz  strenger  Formeln  vorziehen  sollte;  und  überdies 
sollte  man  nach  meiner  Ueberzeugung  sieb  überhaupt  bei  einer 
Formel,  auf  der,  wie  man  mit  voller  Wahrheit  sagen  kann,  das 
Leben  und  die  Wohlfahrt,  und  die  Sicherheit  des  Vermögens  von 
Tausenden  beruhet,  nicht  mit  blossen  Annäherungen,  die,  wie  ein 
strenger  Mathematiker  nicht  leugnen  wird,  namentlich  in  der  Art, 
wie  sie  gewöhnlich  gegeben  werden,  doch  nie  von  einer  gewissen 
Unsicherheit  frei  sind,  begnügen,  am  allerwenigsten  aber  beiden, 
in  ihrer  in  den  Lehrbüchern  meistens  noch  gewöhnlichen  Weise, 
so  unsichern  Ent Wickelungen  durch  den  Taylor' sehen  Lehrsatz, 
welche  überhaupt  die  neuere  Mathematik  ohne  strenge  Restbe- 
trachtungeu  gar  nicht  mehr,  oder  nur  mit  grossem  Widerstreben, 
statuirt,  beruhigen.  Dies  sind  die  Gründe,  welche  mich,  wie  ich  glaube, 
in  völliger  Uebereinstimmung  mit  der  französischen  Marine,  bestim- 
men, unter  den  bekannten  Methoden  und  Formeln  immer  noch  der 
Borda  schen  den  Vorzug  einzuräumen  und  dieselbe  zum  Gebrauche 
auf  der  See  vorzugsweise  zu  empfehlen.  Indes»  bat  die  schon 
erwähnte  Revision  der  bekannten  Methoden  —  so  weit  die  mir  zu 
Gebote  stehende,  allerdings  reichhaltige  nautische  Literatur  reichte  — 
mich  zu  einigen  Betrachtungen  über  diesen,  wegen  seiuer  grossen 
praktischen  Wichtigkeit  schon  so  vielfach  discutirten  Gegenstand 
geführt,  welche  ich  der  Mittheilung  an  diesem  Orte  nicht  ganz 
unwert»  halte,  indem  ich  eines  Theils  der  Meinung  bin,  dass  die 
Borda'sche  Methode  einiger  zweckmässigen  Abänderungen  fähig 
ist,  andern  Theils  aber  auch  ein  Paar  neue  Methoden  dem  Cr- 
theil  Derer,  welche  sich  für  die  Fortsehritte  der  Nautik  interes- 
siren,  unterwerfen  möchte.  Zu  diesen  Entwickelungen  will  ich 
jetzt  übergehen. 

Wenn  wir  die  scheinbaren  Höben  und  die  scheinbare  Distanz 
der  beiden  Gestirne  durch  ht  hx  und  z/,  ihre  wahren,  wegen  Re- 
fraction,  Parallaxe,  Kimmung  u.  s.  w.  gehörig  corrigirten  Höben 
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und  ihre  wahre  Distanz  durch  h' ,  A,'  und  A*  bezeichnen,  so  haben 
wir  die  bekannte  Relation: 


» 


coszf —  ein  A  sin  ^      coszi' —  ein/*' sin//,' 
cos  A  cos  A,  cos  A' cos  A/ 

welche  allen  diesen  Untersuchungen  zur  Grundlage  dient,  indem 
es  darauf  ankommt,  die  wahre  Distanz  A'  aus  den  übrigen  vorher 
genannten  Grossen  durch  ein  möglichst  einfaches  Rechnungsver- 
fahren  zu  finden.  Dass  sich  aus  dieser  Gleichung,  wenn  man 
dieselbe  in  Bezug  auf  cos  A'  als  unbekannte  Grösse  auflost,  auf 
der  Stelle  ein  Auedruck  für  diese  Grosse  ergiebt,  leuchtet  ein; 
da  aber  dieser  Ausdruck  zur  numerischen  Rechnung  zu  weitläuGg 
ist,  so  pflegt  man  ein  anderes  Verfahren  einzuschlagen. 

Bezeichnen  wir  nämlich  den  Winkel,  welchen  die  beiden  von 
den  scheinbaren  uod  wahren  Zenithdistanzen  der  beiden  Gestirne 
und  deren  scheinbarer  und  wahrer  Distanz  von  einander  gebildeten 
sphärischen  Dreiecke  mit  einander  gemeinschaftlich  haben,  durch 
A,  so  liefern  uns  die  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie, wenn  wir  der  Kürze  wegen 

2)  2*  =  A  +  A,+<i 

setzen,  die  folgenden  Ausdrücke: 

_4/~  cos*  cos  (s  —  A) 


cos 


3) 


cos  A  cos  A, 


cosAcos/*! 

Nun  ist  aber  ferner  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie: 

cos  A'  =  sin  h'  ein  hk '  -f  cos  A'  cos  ht '  cos  A , 
also,  weil  bekanntlich 

2sinizf'9=l  — cos^f',   2coslz/'*  =  l  +  cosz/' 

ist: 

2 sin  1  A'*=z  1  —  sin  h'  sin  A, '  -  cos  A'  cos  Aj '  (1  -  2sin  ±A*) 
=  1 — sin  A' sin  A,'  —  cos h!  cos hx '  (2 cos  \A*  - 1) 
=  1  —  cos  (A' — Ai ')  -f  2  cos  A'  cos  hx '  sin \AP 
=  1  +  cos(A'  +  A1l)-2cosA/ cosAx' cos  U* 
=  2  { sin  i(A'  -  A,  ')*  +  cos  A'  cos  A, '  sin  \AP  \ 
=  2  { cos  i(h'  +  A|  ')a  -  cos*'  cos  Al '  cos  }, 
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also: 

4)  ein  i^'»  =  sin  \(h'  -  hx ')*  -f  cos  A'  cos  Ä, '  sin  \A* 

=  cosi(A'  +A1/)*-cosA,cosÄ1'cosi^; 

and 

2cosi^'*=l+sinA'sinA1'  +  cosA'co8A1'(l-2sini,4*) 

=  J+sinA'sinA1'  +  cosA'cosV(2cosM2--l) 
=  1  +  cos  (A' — A, ') — 2  cos  A'  cos  Äj '  sin \A* 
=  1  -  cos  (A'  +  A, ')  +  2  cos  A'cosA/  cos 
=  2 1  cos  i(A' — At  ')*  -  cos  A'  cos  Ä, '  sin  } 
= 2  { sin  4(A'  +  A,  ')*  +  cos  h!  cos  V  cos      | , 

also: 

5)  cos  W  =  cos \{h'—hx -  cos A' cos A/ sin M1 

=  sin  1(A'  +  A,  ')*  +  cos  A'  cos  A,'  cos  4/4* 

Die  vier  Formeln  4)  und  5)  lassen  sich  nnn  auf  folgende  Art 
darstellen: 

Bin^'»=sinUV-A10'|l  +  C°g*'?°8>'8i"|-<'| 
.  iii     sini(A'  —  V)* 

= cos  1(A' + A,  ')*  1 1  -  cosA/c08A'/cos^a ) 
-cos4(A        )  (i  cosi(A'+V)* 

cosi^=  cos  HA'- W 1 1  - 

.  1/1/  .  1         .  cos  A' cos  A/ cos  1/4* 
=  „nl(A'+V)'lH-     toifft  +  W  U 

und  durch  Einführung  von  Hülfsvrinkeln  kann  man  jetzt  aus  die- 
sen Formeln  eben  so  viele  zur  logarithmischen  Berechnung  tod 
J'  bequeme  Formeln  ableiten. 

Die  Bor  da' sehe  Formel  erhält  man  aus  der  zweiten  der 
vier  vorstehenden  Gleichungen,  wenn  man 

4/"  cosA'  cos  A,' cos 
8,0  cosKA'+V)*  ' 

also  nach  3) 


sin 

Theil  XXIV. 


Vcos  s  cos  (s  -  J)  cos  h'  cos  At ' 
cosAcosAtCos^A'  +  At')* 
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setzt,  weil  dann 

•  ein      =  cos  i(A'  +  A,  0  cos  <p 

ist,  so  dass  man  also  die  beiden  folgenden  sehr  bequemen  For- 
meln zur  Berechnung  von  4'  hat: 


6) 


_4/  cos*  cos  (« — ^)cosA'  cos  hi 
Bin<P  —  M  "^sAcosA^osÜÄ'  +  A,')2  ' 

sin  i^'  =  cos      -f  A| ')  cos  <p ; 


oder,  was  ich  aber  für  kaum  so  zweckmässig  halte,  wie  vorstehende 
Schreibart,  wie  Bor  da  die  Formeln  schreibt: 


7) 


 1         4  l~ cos*cos(*—  J)cosh'cashl' 

•'^■"«wKA'+Ai')?  cosAcosA1 

sin  \J'  =  cos  i(A'  +  A, ')  cos  q>. 


Weil  bei  dieser  Methode  der  Hülfswinkel  <p  mittelst  seines 
Sinus  gefunden  wird,  was  bekanntlich  durch  die  Tafeln  nicht  im- 
mer mit  aller  wünscbenswerthen  Schärfe  möglich  ist,  so  scheint 
es  mir  zweckmässig,  die  Methode  so  abzuändern,  dass  der  Hülfs- 
winkel durch  seine  Tangente  erhalten  wird,  wobei  bekanntlich 
rücksichtlich  der  Schärfe  nie  etwas  zu  wünschen  Übrig  bleibt; 
dies  ist  z.  B.  möglich  mittelst  der  Formel 

,  .  wii     #  .  fosA'cos/i, 'cosM* 

co8U/'*  =  «ln;(A'  tVyiU- 

weil  aus  dieser  Formel,  wenn  man 

■ 

taogy 

also  nach  3) 


aT  cos  A' cos  A/ cos  £4» 
"~  T    "¥iiT[(A/+  V)*  ' 


VCOS  5  cos  (s  —  <4)  cos  A'  cos  A, ' 
cosAcosAjsin^A'  +  A/)* 

setzt,  sogleich 

CM4^=Si!ligl±V) 

cos  9} 

folgt,  und  man  daher  zur  Bestimmung  der  wahren  Distanz  die 
Formeln : 


!a  /  cos  5  cos  (i— z/JcosA'cosA/ 
tang9>-Y    cosAcosAjsinitf'+V)«  ' 
cos     = sin  i(A'  -f  A, ')  sec  <p ; 
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oder 

.         _  1  4/  cos  .v  cos  (s  —  A)  cos  A'  cos  hx ' 

tang<Jp-8in4(A,  +  Ä1')\  ~~*        cosA  cos hx 

cos      =  sin  \(jh!  -f  Ai ')  sec  tp 
hat. 

Dass  man  aus  den  obigen  Fnndamental-  Gleichungen  noch  an- 
dere solche  zur  logarithmischen  Rechnung  bequeme  Formeln  ab- 
leiten können  würde,  ist  klar,  was  aber  einer  weiteren  Erläuterung 
an  diesem  Orte  nicht  bedarf. 

Bei  dem  Gebrauch  aller  dieser  Formeln  wird  die  wahre  Distanz 
erhalten,  indem  man  zuerst  die  halbe  wahre  Distanz  berechnet, 
und  dieselbe  dann  mit  Zwei  multiplicirt.  Ist  nun  aber  die  berech- 
nete halbe  wahre  Distanz  mit  einer  kleinen  Ungenauigkeit  behaf- 
tet ,  die  sich  bei  dem  Gebrauche  der  Tafeln  sehr  selten  ganz  wird 
vermeiden  lassen,  so  wird  natürlich  die  daraus  durch  Verdoppe- 
lung abgeleitete  ganze  wahre  Distanz  mit  einem  doppelt  so  gros- 
sen Fehler  behaftet  sein.  Aus  diesem  Grunde  bin  ich  geneigt, 
Formeln,  welche  unmittelbar  die  ganze  wahre  Distanz  ohne  alle 
Zweideutigkeit  liefern,  den  Vorzug  einzuräumen,  insofern  dieselben 
eine  eben  so  leichte  numerische  Rechnung  wie  die  vorhergehen- 
den Formeln  für  die  halbe  wahre  Distanz  gestatten.  Solche  For- 
meln kann  man  aus  den  obigen  Fundamental -Gleichungen  auf  fol- 
gende Art  ableiten. 

Wenn  man  die  beiden  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen : 

cos  \A'2  —  cos  —  A^)2— cos  A'  cos  A/  sin  \A2, 
sin  i  A'2  =  sin  \{h'  -  V)*  +  cos  A'  cos  A/  sin  \A2 ; 

und  eben  so  die  beiden  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

cos  \A'2 = sin  J  (A' + Ai  ')*  +  cos  A '  cos  hx '  cos  \A2 , 
sin  i         cos  i  (A'  +  A,  ')■  -  cos  h!  cosA/cos^2; 

durch  Subtraction  mit  einander  verbindet,  so  erhält  man  nach  be- 
kannten goniometriseben  Formeln: 

cos  J'  =    cos  (A' — A, ')  —  2  cos  A'  cos  Ai '  sin  \A2 , 

cos  A*  = — cos  (A'  -f  Ä! ')  +  2  cos  A'  cos  Ä! '  cos  i  A2 ; 

oder: 
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2 cos A' cos hx'  sin  4/1*  . 
co*A'  =    cosfA'-V)!«  ~  cosCA'-A/) 

2  cos  A'  cos  Ai '  cos  \  A* , 
co,^=-o»«.(*'tA,')|l  ^(F+ÄTT- !" 

Üass  die  «rosse 

2  cos  A'  eos  A/sin^* 
cos(A'-A,') 

stete  positiv  ist,  erbellet  auf  der  Stelle;  dieselbe  kann  aber  klei- 
ner oder  grösser  als  die  Einheit  sein,  was  man,  wenn  man  ihren 
Logarithmus  berechnet,  sogleich  daran  erkennt,  ob  dieser  Loga- 
rithmus sich  negativ  oder  positiv  ergiebt.  Ergiebt  sich  der  Loga 
ritbmus  negativ,  so  berechne  man  den  Hunswinkel  <p  mittelst  der 
Formel 

4/  2  cos  A'cosA/g'tn  \A2  • 
C08*  =  V  cos(A'-A,') 

oder  nach  3)  mittelst  der  Formel 


cos 


4  /" 2 cos A/ cos hx' sin (*  —  h) si n  (s  —  ht )  t 
9>~  V  cosAcosA^osCA'-A^) 


wo  dann  nach  dem  Obigen 

cos^/=cos(A/-A1/)sin9« 

ist;  ergiebt  sich  dagegen  der  Logarithmus  positiv,  so  berechne 
man  <p  mittelst  der  Formel 

V cosCA'-A,') 
2cosA'cosA1'sinU»' 

oder  nach  3)  mittelst  der  Formel 

aJ  »      cos  h  cos  Aj  cos  (h'  —  At ')  

C089>=\  2 cos  A'  cos A! '  sin  (* - A)  sin  (i - A, ) ' 

wo  dann  nach  dem  Obigen 

cos  A'  =  cos  (A'  — V)(l  —  J~s)  =  -  cos  <h'  -  hi  '> tan« 

ist. 

« 

Diese  beiden  Fälle  lassen  sich  in  die  folgende  einfache,  prak- 
tisch sehr  leicht  anwendbare  Regel,  welche  ich  zu  Rechnungen 
dieser  Art  hauptsächlich  zu  empfehlen  mir  erlauben  möchte,  zu- 
sammenfassen : 
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Man  berechne  den  Winkel  tp  mittelst  der  Formel: 


.  .  .  if'lcosh'  cosA/sii 
1ogco«9=  +  logV   coshcoshl 


indem  man  in  dieser  Formel  das  Zeichen  immer  so  nimmt,  das« 
log  cos  tp  negativ  wird;  dann  ist 


jenachdem  man  in  der  Formel  für  log  cos  <p  das  obere  oder  das 
untere  Zeichen  hat  nehmen  müssen. 


indem  man  in  dieser  Formel  das  Zeichen  immer  so  nimmt,  dass 
log  «in  <p  negativ  wird;  dann  ist 

cobJ'  =  cos(A'  —  A,')cosqp2  oder  cos  A'  —  —~  cos(A'  —  hi)cotfp2t 

jenachdem  man  in  der  Formel  für  log  sin  <p  das  obere  oder  untere 
Zeichen  hat  nehmen  müssen. 

Da  d'  nie  180°  übersteigt,  so  kann  bei  der  Anwendung  die- 
ser leichten  Regeln  offenbar  nie  eine  Zweideutigkeit  bleiben ,  wie 
man  4'  zu  nehmen  hat,  ob  nämlich  diese  Distanz  kleiner  oder 
grosser  als  (J0°  ist,  und  ich  halte  daher  diese  Ins  jetzt  noch  nicht 
bekannte  Regel  in  der  That  für  besonders  bequem  und  genau, 
bin  auch  aus  den  oben  angegebenen  Gründen  allerdings  geneigt, 
sie  der  Bor  da*  sehen  Formel  vorzuziehen. 

Die  bekannte,  von  Mendoza  gegebene  Formel  hat  wohl 
hauptsächlich  den  Zweck,  die  Rechnung  mit  Logarithmen  zu  um- 
gehen, und  mit  den  sogenannten  natürlichen  Linien  oder  Functio- 
nen auszukommen,  wobei  man  sich  aber  besonderer,  ziemlich 
ausgedehnter  Tafeln  bedienen  muss.  Zu  einer  ähnlichen  Formel 
kann  man  auf  folgende  Art  gelangen. 

Die  Gleichung  J)  bringt  man  sogleich  auf  die  folgende  Form: 


Nun  ist  aber  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel: 


cos^f'^cosfA'  — Aj'jsinqp3  oder  cosJ'=. — 


cos  (h!  —  hx ')  taug  qp2, 


Es  erhellet  übrigens  sogleich,  dass  man,  wenn  man  will,  diese 
Kegel  auch  auf  folgenden  Ausdruck  bringen  kann: 

Man  berechne  den  Winkel  <p  mittelst  der  Formel 


4  /  2cosA'cosAi'sii 

logS,nV  =  ±l»gV  — C08AcuaA| 


cos  A  cos  Ai  cos  d'  —  cos  A  cos  At  sin  A'  sin  A, 1 
=  cosA'  cos  A,' cos//  —  sin  A  sin  A,  cos  A' cos  A/. 


478  Gruner t:  lieber  die  Reducttm  der 

* 

2  cos  A  cos  A,  =  cos(A— A,)  +  coa(Ä  +  A,) , 

also 

4cosAcosA,  sinA'  =  2cos(A— A,)siiiA' +2co8(A  +  A1)sin  A' 
= sin  (A  -  At  +  A')  -  sin  (A  -  A,  -  A') + si  n  (A  +  At  +  A')  -  sin  (A+A,  -  A'), 

uod  folglich 

8  cos  A  cos  Aj  sin  A'  sin A, ' 
=    2  sin  (A  -  At  +  Ä')  sin  At '  -  2  «in  (A— A,  —  A')sinA,' 
+  2  sin  (A  +  At  +  A')  sin  A, '  -  2 sin  (A  +  A»  -  A')  sin  At ' 
=    cosCA-A,  +  A'-A1')-cos(A-Ä1+A'  +  Al') 

-  cos  (A  -  Ä,  -  A'  -  Aj ')  +  cos  (A  -  hx  —  A'  +  Aj ') 
+  cos  (A  +  At  +  A'  —  A, ')  -  cos  (A  +  hx  +  A'  +  A, ') 

-  cos  (Ä  +  A,  —  A'  —  A, ')  +  cos  (A  +  Al  —  A'  +  A, ') , 

also,  wenn  man  A,  A,  und  A\  A,'  gegen  einander  vertauscht: 

8sinAsinA]  cosA'cosA/ 
=    cos(A'  -  V  +  A-A,)  — cos(A'— A»'  +  A+A,) 

-  cos  (A'  -  V  -  A  -  A,)  +  cos  (A'  -  A/  -  A  +  A-) 
+  cos  (A'  +  A,'  +  A  -  Ä,) -  cos(A'  +  A/  +  A  +  A,) 

-  cos  (A'  +  A, '  -  A  -  A, )  +  cos  (A'  +  A,  *  -  A  +  A, ) 
ss   cos(A-A! +Ä'-A1/)— cos(A  +  A,  +  Ä'-A1') 

-cos(A  +  Ä,  -A'  +  A,')  +  cos(A— A,  — A'  +  A,') 
+  cos(A  —  A,  +A/  +  A,')— cos(A  +  Aj  +A'  +  A,') 
.     -cosCA  +  Al-A'-AjO  +  cosCA-A,  -A'-V). 
folglich ,  weil 

8  cos  A  cos  Aj|  cos  4'  —  8  cos  A  cos  A,  si  n  A'  sin  A, 4 
=  8cosA' cosAt'cos^  — 8sioAsioA2  cosA' cosA,' 

ist,  wenn  man  in  diese  Gleichung  die  obigen  Ausdrucke  einfährt, 
aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt,  und  zugleich  die  nüthigen  Re- 
ductionen  vornimmt: 


uigmzeu  Dy 
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4cos  A  cos  h i  cos  d'  =  4  cos hl  cos hx '  cos  d  +  cos  { (A  +  *i )  +  (Ä'  —  At ')  | 

+  cos((A  +  A1)-(A'-A1')r 

-cosKÄ-A^  +  CA'+V)} 

— cos{(A  — A,)— (A'  +  V)l 

= 4  cos  A'  cos  A! 1  cos  d  +  cos  { (A  +  A')  +  (A4  -    ') } 

+  cos{(A-A')  +  (A1+Al/)} 

-cosUA  +  AO-CAi-Aj')! 
-cosKA-A'J-CAi+V)}. 

Ferner  ist 

2 cos A cos  A,  cos d'  =  I cos  (A  -  At)  +  cos(A  +  Ai) } cos  d' 

und 

4  cos  A'  cos  A| '  cos  d = 2  cos  (A'  —  Ai ')  cos   +  2  cos  (A'  +  Al ')  cos  ^ 

—  COS  (A'  —  Ä!  '  -  Z/)  +  COS  (A'  -  Ä!  '  +  d) 

+  cos  (A'  +  Aj '  —  d) + cos  (A;  +  A,'+z/)f 

folglich  nach  dem  Obigen: 

2 { cos ( A- Aj )  +  cos ( A+ A, ) } cos  d'  =    cos  (A' — Ai'  — d) 

+  cos(A'-A1/+^ 

+  cos(A'+A1'-«') 

+  cos(A'+A1'+^0 

+  cos|(A  f  A^  +  CA'-A,')} 

+  COSKA  +  A!)  —  (A'-A,')l 

-cosKA-AO+CA'  +  AjOl 

-co.|(A-A,)-(A'+V>). 

Berechnet  man  also  die  Grössen: 

iV=  cos(A'-V-^) 
+  cos(A'-V-f //) 
+  cos(A'+A1'-^) 
+  co8(A'+A,'  +  ^) 

+  cos{(A  +  Al)  +  (A'-V)l 
+  cos{(A  +  A1)-(A'-V)l 
-cos((A-A1)  +  (A'  +  V)l 
-cos|  (*-*!>-<*' + 

und 

iV=  2 1  cos  (A  -  AJ  +  cos  (A  +  hl)  } . 
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was  durch  blosse  Addition  und  Sobtraction  natürlicher 
geschieht,  so  ist 

COS  4'  =        =  . 

Wenn  man  in  der  vorher  gefundenen  Formel 

4cosAcosA1cosj4'  =4cosA/cosA1/cos^  -f  cos  { (A  +  A')  -f-  (Ai  —  -hg')i 

+  cos{(A-A/)  +  (A1+A1')l 
-cos{(A  +  A')-(A1-A/)i 

-cosKA-AO-A+V)! 

die  vier  unter  einander  stehenden  Cosinusse  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen nach  den  bekannten  goniometrischen  Formeln  ent- 
wickelt, und  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man  die 
folgende  Formel: 


10) 


cos  A'  cos  At '  sin  (A  -  A')  sin  (At  +  A,  ') 

008     """  cosAconAi  2  cos  A  cos  ^ 


sinCA,  -A/)  sin  (A4  AQ 
2  cos  A  cos  Aj 

oder 


11) 


M    2cosA'cosA,'       A    sin(A— AOsinCA.+AjO 

cos  A'  =  -3  r  j—  cos   2-3  —g — ■  /  ~— 

2cosAcosAt  2cosAcosA| 

♦ 

sin  (At  —  hx')s\\\  (A  +  h') 
2cosAcosA| 


oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

12)  »  =  2cosAcosAl 

setzt: 


13) 


co8^=  *"g^Vcoajf    »in  (A -  AQ ^ n (A1  -f  At ') 

sin^  —  AlQsin(A-t-A/) 


oder,  wenn  man  noch 

p=2c£i^o?Vcog  «i°(*-*0'i°(A,+*,0 


14) 


ff_  sin^-AiQsinCA  +  A') 
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setzt: 

15)  cos  J'  =  P—Q~R. 

Diese  Formel,  wenn  dieselbe  auch  nicht  ganz  zur  Behandlung 
mit  Logarithmen  eingerichtet  ist,  halte  ich  dessenungeachtet  für 
vorzüglich  bequem  und  mochte  sie  zum  Gebrauche  besonders  em- 
pfehlen. Einige  Mühe  und  Aufmerksamkeit  erfordert  bei  dieser 
ganz  genauen  Formel  eigentlich  nut  die  Berechnung  des  ersten 
Gliedes 

_    cosA'cosA|'  2  cos  A' cos  A*' 

-■   7  r~  cos/j  =  v»  }  7—  cos  A\ 

cos  A  cos  A,  2  cos  A  cos  A, 

denn  weil  die  beiden  andern  Glieder 

sin(A— AQsinCAt  -f  V)  sin  (At  —  A,  Q  sin  (A  +  A') 

2  cos  A  cos  A!       '      ~~        2  cos  A  cos  AÄ 

ihren  absoluten  Wertben  nach  immer  sehr  klein  sind,  und  des- 
halb gewissermassen  als  blosse  Correctionsglieder  in  Bezug  auf 
das  erste  Glied  zu  betrachten  sind,  so  ist  ihre  Berechnung  unge- 
mein leicht  und  eigentlich  gar  nicht  in  Anschlag  zu  bringen,  wo- 
bei immer  festzuhalten  ist,  dass  die  Formel  durchaus  keine  blosse 
Näberungsformel,  sondern  eine  ganz  genaue  Formel  ist.  Beson- 
ders bequem  wird  die  Rechnung,  wenn  man  neben  der  Tafel  der 
trigonometrischen  Logarithmen  auch  eine  Tafel  der  natürlichen 
Linien  oder  Functionen  besitzt*),  die  sich  bekanntlich  jetzt  schon 
in  vielen  Sammlungen  nautischer  Tafeln  vorfindet,  so  dass  also 
diese  Sammlung  durch  Hinzufügung  der  in  Rede  stehenden  Tafel 
nicht  mit  einer  ganz  neuen  Tafel  vermehrt  wird.  Wollte  man  sich 
eine  solche  Vermehrung  nicht  gestatten,  so  konnten  bei  der  Rech- 
nung nach  obiger  Formel  die  sogenannten  Additions-  und  Sub- 
tractions* Logarithmen  gute  Dienste  leisten;  aber  auch  ohne  die- 
selben ist  die  Rechnung  nach  obiger  Formel  sehr  leicht,  und 
zugleich  ist  man  bei  deren  Gebrauch  Irrungen  nicht  leicht  ausge- 
setzt. Das  folgende,  absichtlich  mit  siebenstelligen  Logarithmen 
nach  dieser  Formel  berechnete  Beispiel  wird  hoffentlich  die 
Leichtigkeit  und  Kurze  der  Rechnung  zeigen. 

A=20°.36'.22"  A1=25°.  7'.  5"  ^=I03°.19'.49 

A'=20  .34.  2  A,'=25  .56.  6 

A-A'=       2.20  A^-A^-  49.  1 

A  +  A'=41  10.24  A1  +  Al'=51  .3.11 


■  • 

*)  Wai  aber  natürlich  durchau«  nicht  unbfHingt  not big  Ut. 
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0,301 0300 
9,9713968 
9,9539002 
9,3627914,, 
9,7706266 
log  />=0,3599449  -1. 
9303 
146 
133 
130 


0,3010300 
9,9712861 
9,9568574 
log  n= 0,229 1735 
cd  log  »  =  9,7708265 

6,8317029 
9,8908279 
11,7708265 


8,1540550» 
9,8184497 

9,7708265 


log  0=0,4933673-4  log #2=0,7433312 -3» 

P=  -0,2290577 
G=  0,0003114 


-0,2293691 
Ä=— 0,0055377 


cos  z/'= -0,2238314 
102«.  ÖÖ\3" 

Rechnet  man  bloss  mit  fünfstelligen  Logarithmen,  so  nimmt 
die  Rechnung  folgende  Gestalt  an  und  ist  in  dieser  Form  in  un- 
gemein kurzer  Zeit  zu  erledigen: 

0,30103 
9,97129 
9,95686 


9,30103 
9,97140 
9,95390 
9,36279« 
9,77082 
logP=0,3599l-!„ 


logü=0,22918 
cd  log  W  = 9,77082 

6,83170 
9,89083 
9,77082 
log  ©=0,49335  -4 


8,15406, 

*  9,81845 
9,77082 
logÄ=0.74333-3,. 


P= -0,22906 
Q=  0,00031 


—0,22937 
Rz=— 0,00554 
cos  ^'±=—0,22383 
^=    102°.  56'.  2" 


was  sehr  nahe  mit  dem  Obigen  übereinstimmt.  Hätte  ich  mich 
bei  beiden  Rechnungen  nicht  mit  ganzen  Secunden  begnügt  und 
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wirkliche  genau  berechnete  fünfstellige  Tafeln  gebraucht,  nicht 
bloss  bei  den  siebenstelligen  die  Abkürzungen  in  üblicher  Weise 
bis  auf  fünf  Stellen  vorgenommen ,  so  würde  wahrscheinlich  noch 
eine  völlige  Uebereinsthninung  in  den  ganzen  Secunden  Statt  ge- 
funden haben.  Ich  glaube  mich  daher  wohl  zu  der  Ansicht  be- 
rechtigt halten  zu  dürfen,  dass  die  obige  ganz  genaue  Methode 
zu  dem  praktischen  Gebrauche  auf  der  See  vorzüglich  geeignet 
ist,  und  mochte  sie  deshalb  dazu  empfehlen.  Auch  das  scheint 
mir  für  sie  zu  sprechen,  dass  man  die  betreffende  Formel  sehr 
leicht  im  Kopfe  behalten  kann,  wovon  man  sich  bei  näherer  An- 
sicht derselben  sogleich  überzeugen  wird  *).  Die  gewöhnlichen  vor- 
bereitenden Rechnungen,  um  aus  den  beobachteten  Höhen  die 
wahren  abzuleiten,  sind  natürlich  bei  allen  Methoden  ganz  die- 
selben und  werden  in  jedem  nautischen  Lehrbuche  ausführlich 
gelehrt,  weshalb  hier  nichts  weiter  über  dieselben  zu  sagen  ist. 

'  Dieses  Exempel  will  ich  nun  auch  noch  nach  der  folgenden 
von  mir  oben  gegebenen  Regel  berechnen: 

Man  berechne  den  Winkel  w  mittelst  der  Formel 

- 

4/" 2cosA'cosAl/sin(f — A)sin  (s  —  At) 
logcos9=±logY   cosAcosAlCos(A'-M  9 

indem  man  in  dieser  Formel  das  Zeichen  immer  so  nimmt,  dass 
log  cos  g>  negativ  wird;  dann  ist 

cosz/*= cos  (A'— V)  s\nq>2  oder  cos  ^'  =  —  cos  (Ä' — hL ')  tan g  qp2, 

jenachdem  man  in  der  Formel  für  log  cos  <p  hat  das  obere  oder  das 
untere  Zeichen  nehmen  müssen. 

Weshalb  ich  diese  Regel,  die  ungefähr  gerade  eben  so  viel 
Rechnung  erfordert  wie  die  Bord  a' sehe  Regel,  dieser  letzteren 
vorziehe,  habe  ich  oben  angegeben. 

h=  20».  36'.  22* 
Al==  25  .  7.  5 
^=103  .19.49 
2. =149  .  3  .16 
1=  74  .31  .38 
i-A=  53  .  55  .16 
49  .  24  .  33 
A'=  20  .34.  2 
V=  25  .  56  .  6 
h*  —  *!*=— 6  .22  .  4 


*)  Eine  praktische  Rechnungsregcl  ■.  m.  am  Ende. 
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log2  =0,3010300 
logcosA'=9,9713968 
log  cos  A,'= 9,9539002 
logsin(*— A)  =  9,9075225 


lugcosA=9.9712861 
log  cos  A,  =  9,9568574 
log  cos  (A'  -  A,  0  =  9,9980913 


0,9262348-1 


log  si  n  (i — A, ) =9,8804505 
0,0143060 
0,9262348-1 
0,0880712 
2)   0,0440356   (unteres  Zeichen) 
Jog  cos  <p =9,9559644       <p  =  25ü.22\4\4 

logtang  <p=9,6759l42 
log .  tang  qoa =0,3518284— 1 
log  cos  (A'  -  A, ')  =  9,9980913 

log  cos  ^'=9,3499197»  <*'=102<\56\2",9 

also  bis  auf  ganze  Sekunden  wie  oben:   <tf'=l02°.5# .3". 

Des  grossen  praktischen  Interesses  der  Sache  wegen  will  ich 
nun  noch  zeigen ,  wie  sich  unsere  Aufgabe  durch  Construction  und, 
gegründet  auf  diese  Construction,  bloss  mittelst  der  ebenen  Tri- 
gonometrie auflösen  lässt. 

Zu  dem  Ende  sei  C  der  Mittelpunkt  der  mit  einem  der  Län- 
geneinheit gleichen  Halbmesser  beschriebenen  Sphäre,  und  5,  5, 
und  5',  5,'  seien  respective  die  scheinbaren  und  wahren  Oerter 
der  beiden  beobachteten  Gestirne,  die  Projectionen  dieser  schein- 
baren  und  wahren  Oerter  auf  dein  Horizonte  seien  aber  respective 
5,  5,  und  5',  5,';  dann  ist  auf  der  Stelle  klar,  dass,  indem  wir 
die  früher  gebrauchten  Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehalten, 

55  =  sin A,  CS  =cosA;  5,5,  =sinAl,  C5,  =cosA1; 
5'5'  =  sinA',  C5'=cosA';    5,'5,'=sinA,',  C5,'  =  cosA,' 

ist,  so  dass  also,  den  Halbmesser  der  Sphäre  naturlich  als  ge- 
geben angesehen,  indem  man  denselben  einer  willkührlichen  Län- 
geneinheit gleich  setzt,  die  Linien  55,  CS;  5,5,,  C5,;  5'5',  CS'; 
5, '5,',  C5,'  bekannt  sind,  indem  man  dieselben  entweder  aus 
den  bekannten  Winkeln  A,  A, ;  A\  A,'  mittelst  rechtwinkliger  Drei- 
ecke wirklich  construirt  oder  aus  den  Tafeln  der  natürlichen 
Linien  entnimmt  und  von  einem  verjüngten  oder  sogenannten  tau- 
sendtheiligen  Maassstabe  abträgt,  welche  letztere  Methode  wir 
hier  festhalten  wollen,  weil  die  erste  Methode  das  Auftragen  der 
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Winkel  h,  A,  ;  A',  A,'  mittelst  des  Transporteurs  erfordert,  welches 
bekanntlich  immer  nur  mit  einer  sehr  beschränkten  Genauigkeit 
möglich  ist,  selbst  dann,  wenn  man  sich  eines  Transporteurs  be- 
dient, der  mit  Hälfe  eines  ISonius  etwa  Minuten  angiebt. 

Auch  ohne  Figur  wird  nun  sogleich  die  Richtigkeit  der-  fol- 
genden Construction  erhellen.  Aus  der  Linie  SS% ,  die  man  ent- 
weder mittelst  der  Formel  SSt  =2b\t\\4  berechnet  und  von  dem 
tausendtheiligen  Maassstabe  abträgt  oder  durch  Construction  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  erhält,  dessen  gleiche  Schenkel  der 
angenommenen  Längeneinheit  gleich  sind  und  dessen  Winkel  an 
der  Spitze  die  gegebene  wahre  Distanz  A  ist,  als  Hypotenuse, 
und  dem  absoluten  Werthe  der  Differenz  55 — 5]5i=sinA — sinA, 
als  der  einen  Kathete,  construire  man  ein  rechtwinkliges  Drei- 
eck, so  ist  die  andere  Kathete  dieses  rechtwinkligen  Dreiecks 
die  Linie  55,.  Nun  construire  man  das  Dreieck  5C5,  aus  den 
drei  gegebenen  Seiten  C5  =  cosA,  CS,  =  cosA,  und  55,,  trage 
auf  dessen  den  Winkel  C  einschließende  Seiten  CS  und  C5, 
die  gegebenen  Linien  C5'  =  cos A'  und  C51'  =  cosÄ,'  auf  und  ver- 
binde di»  dadurch  erhaltenen  Punkte  5'  und  5,'  durch  die  Linie 
S'St'  mit  einander.  Hierauf  cqnstruire  man  ans  der  bekannten 
Linie  5'5,'  und  dem  gleichfalls  bekannten  absoluten  Werthe  der 
Differenz  S'S*  —  5/5,'  =  sin A'  —  sin A,'  als  den  beiden  Katheten 
ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  die  Linie 
ist.  Mit  dieser  Linie  als  Grundlinie  und  zwei  der  .angenommenen 
Längeneinheit  gleichen  Schenkeln  construire  man  nun  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  so  ist  der  WTinkel  an  der  Spitze  dieses  gleich- 
schenkligen Dreiecks  die  gesuchte  wahre  Distanz  J' ,  die  man 
aber  auch  besser  mittelst  der  Formel  8\i\\J'  —  1  &'«$,'  aus  der  vor- 
her gefundenen  Linie  S'Si  berechnen  kann.  • 

Macht  man  den  Versuch ,  diese  Construction  für  das  oben  be- 
rechnete Beispiel  wirklich  auszuführen,  so  wird  man  sich  auf  der 
Stelle  überzeugen,  dass  dadurch  eine  auch  nur  einigermassen  er- 
trägliche Genauigkeit  gar  nicht  zu  erreichen  ist,  hauptsächlich 
wegen  der  Kleinheit  der  verschiedeneu  zu  construirenden  Grössen. 
Ich  will  daher  jetzt  zeigen ,  wie  diese  bloss  mit  Hülfe  der  ebenen 
Trigonometrie  gefundene  Construction  sich  berechnen  lässt,  und 
wie  man  mittelst  derselben,  also  ganz  ohne  sphärische  Trigono- 
metrie, auch  zu  der  obigen  Grundformel  1),  aus  welcher  alle 
Auflösungen  unseres  Problems  abgeleitet  werden  müssen,  gelan- 
gen kann,  was  in  der  That  auch  der  eigentliche  Grund  ist, 
welcher  mich  veranlasst  hat,  die  obige  Construction  hier  zu  ent- 
wickeln. Der  Kürze  wegen  werde  ich  im  Folgenden  die  Sinus 
der  scheinbaren  und  wahren  Höhen  durch  s,  *,  und      #,',  die 
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Cosinus  dieser  Höhen  durch  c,  ct  und  & ,  c,'  bezeichnen,  im  Obi- 
gen also 

55     =  sinA  =i,     CS  =  cosA  =c; 
SiSi  =sin  Aj  =*i ,    CSl  =  cos AA  =ct; 
S'5'    zrrsinA'  =f',    CS'  =  cosA'  =c'; 
5, '5,'  =8inÄ,'=*1/,  CS^cosAj'^V 

setzen;  auch  werde  ich  die  beiden  aus  dem  Obigen  bekannten 
Linien  SSt  und  S'S,'  respective  durch  a  und  a'  bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt,  haben  wir  nach  dem  Obigen  zuvörderst 
zur  Berechnung  von  a  die  folgende  Formel: 


Die  beiden  Dreiecke  SCSx  und  S'CS/,  deren  Seiten  CS  =  c, 
C5t=Ci,  55j  =a  und  CS'=c',  CSi'  =  e,',  S'S,'=a'  sind,  haben 
den  Winkel  bei  C,  welchen  wir  durch  C  selbst  bezeichnen  wol- 
len, gemein;  daher  ist  nach  einer  bekannten  Formel  de^  ebenen 
Trigonometrie :  • 

co.C=s___f    CosC  =  ; 

woraus  sich  die  Gleichung 

CCi  c'cx' 
ergiebt,  welche  sogleich  zu  der  Formel 


oder  zu  der  Formel 

„  __  *V  .    cct  (C*  +  crt-f^'j*  +  Q 
a       ccx     *  ccx  9 

oder,  wie  man  leicht  findet,  zu  der  Formel 
fuhrt.   «Setzen  wir  nun 

m 

C'=ZC+//C,    C,'  =  Ci+^/Cj  , 

wo  Ac  und        der  Null  »ehr  nahe  kommende  Grössen  sind,  so  ist 
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cc, '  —  Ci  c'  =  c(ct  +  z/c, ) —  <?i  (c  +  Ac)  =  c  /^Ct  —  cx  de , 


°2=  IX  —cT, — 


mittelst  welcher  Formel  sich  n'  berechnen  Iftsst,  wobei  man  zu 
bemerken  hat,  dass  der  absolute  Werth  der  Grosse 

immer  sehr  klein  ist. 

Endlich  hat  man  nun  die  Formel 

a'*  =  4sini^/2-(j'-V)2, 

woraus 

«in  \*  --=  i  V^H^-jT,  ')* 

folgt. 

Daher  sind  die  Formeln  zur  Berechnung  von  J'  die  folgenden: 
a  =V4sini^*—(5 -*,)*, 


16) 


\  sin      =  ;  V o^+(f'  —  V^* ; 


und  diese  Formeln  sind  bloss  durch  Anwendung  der  ebenen  Tri* 
gonoraetrie  gewonnen  worden. 

Durch  Einfuhrung  von  ein  Paar  Hü'lfswinkeln  u  und  ©  kann 
man  diese  Formeln  zu?  logarithmischen  Rechnung  bequemer  ein- 
richten; sie  erhalten  dann  die  folgende  nicht  unelegante  Form, 
wobei  es  übrigens  natürlich  nicht  meine  Absiebt  sein  kann,  diese 
Formeln  zum  wirklichen  praktischen  Gebrauche  zu  empfehlen,  in- 
dem die  hier  von  mir  angestellten  Betrachtungen  eigentlich  nur 
den  Zweck  haben,  als  lehrreiche  mathematische  Uebungen  bei'm 
Unterrichte  zu 


uigmzeu  Dy 


Google 


48g  Gruncrt:  Veöer  die  Reductton  der 


sin«  =  2^p»    fl  =  2s8nfc*co»«=.(j-«i)cotii; 


tang r  =  ,  sin  \J'=  ia'secp=i(f/-*10 cosec v. 

Näherungsweise  kann  man  auch  setzen: 


also: 


— V$'t£fö-?)(f-^)^ 


■ 

Aus  den  vorhergehenden  Formeln  wollen  wir  nun  noch  die 
Grundformel  1)  ableiten.  Weil 

a*  =  4sini^-(*-ii)a,  cosC=--^-  

ist,  so  ist 

cosC  =  ^ 

also,  weil  i*  +  c*=l,  *1*  +  cl4=l  ist: 

^    1—  2  sin  4^— *i, 
cosC=  ^  ' 

und  folglich,  weil  bekanntlich  cos^=l -2sini^  ist: 

cosz/  — «i 
cos  C  =  —  • 

* 

Ganz  auf  ähnliche  Art  ist 

a'*=4sini^'*-(*'-*l/)4,   cosC=  -T^c^,  > 

also  ganz  wie  vorher  : 

COS/f  —  t'Si 

cosC  =  cV  

Daher  ist 

CC,  ~~  C'Ci' 
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folglich,  wenn  man  für  *,  c;  cx  und  i',  c';  V»  ci  be- 
kannten Werthe  aus  dem  Obigen  einfahrt: 

cos  J — sin  h  sin         cos^/' — sin  A' sin  A/ 
cos  h  cos  A4  cos  A  cos  hx ' 

welches  die  zu  beweisende  Fundamental -Gleichung  1)  ist 


Schlussbemerkung. 

Die  Formel 

#  cosA'cosA/  sin(A —  A')  sin  (A,  +  A/) 

C08     ~~  cos  A  cos  A,  008    ~~         2  cos  h  cos  Ät 

sin  (A.  — A. ')  sin  (A  +  h') 
2cosAcosAt 

kann  man  auch  in  die  folgende  leicht  zu  behaltende  Regel  fassen: 

I.  Mit  dem  Producte  der  Cosinus  der  scheinbaren 
Hohen  dividire  man  in  das  Product  der  Cosinus  der 
wahren  Höhen  und  multiplicire  den  Quotienten  mit  dem 
Cosinus  der  scheinbaren  Distanz. 

II.  Das  Product  des  Sinus  der  Differenz  jeder 
scheinbaren  und  der  entsprechenden  wahren  Höhe,  in* 
dem  man  die  letztere  von  der  ersteren  abzieht,  und  des 
Sinus  der  Summe  der  anderen  scheinbaren  und  ent- 
sprechenden wahren  Höhe  dividire  man  durch  das  dop- 
pelte Product  der  Cosinus  der  scheinbaren  Höhen. 

UL  Die  beiden  durch  II.  erhaltenen  Grössen  sub- 
trahire*)  man  von  der  durch  I.  erhaltenen  Grösse,  so 
ist  die  Differenz  der  Cosinus  der  wahren  Distanz. 


*)  Natürlich  mit  dem  gehörigen  Zeichen  oder  algebraisch. 
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XXXIII. 

Schreiben  des  Herrn  Professor  James  P.  Espy  in 
Washington  an  Herrn  Doctor  J.  G.  Flügel,  ame- 
rikanischen Consol  in  Leipzig4). 


Washington,  City,  April  30.,  1865 

Dear  Sir! 

The  niany  Lind  expressions  in  your  letters  to  tue,  J  hope,  in 
asking  you  to  confer  an  other  favor  on  nie,  and  thus  add  ooe  niore 
to  the  many  whirh  J  have  already  received  at  your  band*,  will 
be  my  suflicient  apology. 

Tou  are  probably  aware,  that  ftedlield,  Heid,  Piddington  and 
Thom  have  all  advocated  the  doctrine,  fhat  the  great  hurricanes 
of  the  East  and  West  Indies  are  whirhvinds  —  and  that  J  have 
examiued  many  of  the  saine  storms  which  they  say  are  »vhirlwinds, 
and  find,  as  annoaoced  in  my  Philosoph}-  of  Storms,  that  they 
are  all  like  the  great  storms  of  the  United  .States,  in  this  respect, 
tbat  the  wind  in  the  borders  of  the  storm  blows  in  towards  the  centre. 

Now  J  wish  that  the  same  storms,  uhich  have  been  exami- 

i 

ned  both  by  these  gentlemen  and  ine,  be  examlned  a$^iin  hy  as 
many  of  the  savans  of  Europe  as  can  be  induced  to  undertake  tbe 
task,  either  as  a  favor  to  you  or  to  nie,  or  for  tbe  sake  of  pro- 
moting  the  true  interests  of  science. 

J  feel  very  grateful  for  the  good  opinion  of  my  labors,  which 
your  numerous  correspondents  have  so  kindly  expressed;  and  as 


*)  Irh  erlaube  mir  alle  Meteorologen  und  Nautiker  auf  den  obijjen 
hoch«!  interessanten  Brirf  des  Herrn  Professor  J «tue«  P.  Kspy  in  Was- 
hington  besonder«  aufmerksam  zu  machen,  und  wünsche  sehr,  da-*  der- 
selbe in  einem  recht  weiten  Kreise  bekannt  werden  möge.  G. 


Digitized  by  Google 


an  Herrn  Dr.  J.  G.  Flügel,  amerikan.  Conntl  in  Leipzig.  49] 

it  i*8  higbly  important ,  that  the  truth  ahould  be  eatabliahed  and 
acknowledged  on  this  subject,  J  reapectfully  ask  you  to  aolicit 
the  attention  of  the  most  distinguished  meteorologiata  among  your 
correspondents  to  the  subject.  The  atorma,  which  J  wish  tbem 
to  exaraine,  and  report  upon,  are:  tbose  of  Redfield,  Reid  and 
Piddington,  which  are  contained  in  my  „Philosophy  of  Storma" 
firom  page  188  to  page  277.  The  data  for  the  examination  of  these 
storms,  are  there  copied  from  the  authors  themselves;  and  if  the 
gentleraen,  of  whom  you  may  aale  this  favor  for  me,  can  do  no 
more  tban  examioe  the  charta  in  my  work  with  the  data  there 
given,  and  testify  aa  to  the  correetnesa  of  my  deduetiona,  in  a 
review  of  the  work ,  it  will  do  much  good  to  the  cause  of  scletice, 
and  in  a  practical  point  of  view,  it  will  be  the  meana  of  saving 
many  Uvea  and  many  ships  at  sea. 

Dr.  Tbom  says.  that  tbe  atorma  of  the  Indiaa  Oceao,  which 
he  has  examined,  take  place  between  the  N.  VV.  monaoon  and  the 
S.  E.  trade  wind,  having  their  northern  aide  in  tbe  Monaoon  and 
their  aouthern  side  in  the  Trade;  and  if  so,  it  is  highly  probable, 
that  the  inward  motion  of  the  wind  will  not  be  direct,  but  apiral, 
aa  he  aaya  it  is.  He  acknowledges  there  is  an  upward  motion 
in  the  central  regiona. 

J  find  by  calculation,  that  it  would  require  2.000000  tuna  of 
coal  to  evaporate  the  water  which  feil  on  each  square  mile,  on 
which  4  inch  deep  of  rain  feil,  and  Thom  aaya  from  8  to  10  inchea 
fall  on  Mauritius  in  one  of  these  hurricanea.  Now  the  aame  quan- 
tity  of  latent  caloric  was  reeeived  by  the  air  in  the  region  of  the 
clond  as  it  would  reeeive  by  burning  all  this  amount  of  coal  at 
the  8urfare  of  the  earth  in  the  aame  time  that  the  vapor  was  con- 
densing:  and  the  same  velocity  of  up*moving  current  would  ho 
produced  in  the  one  case  aa  in  the  other,  nearly. 

It  is  impossible  to  coneeive  of  any  means  to  produce  this  great 
condeosation  of  vapor  in  so  short  a  time,  but  the  cooling  procesa 
of  expau>ion  from  the  diminishing  pressure  of  an  upward  motion, 
equal  to  about  130°  Fahr.,  at  the  he'tght  of  the  top  of  the  cloud, 
where,  J  find  by  my  experiments,  detailcd  in  my  Third  Report 
on  Meteorology  to  the  Secretary  of  the  Navy,  the  barometer  would 
bave  fallen  about  24  inches. 

I  remaiu 

Hon.  My  Dear  Sir 

J.  G.  Flflgel  Your  qbliged  friend 

Leipzig.  James  P.  Espy. 
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M  i  8  c  e  1  I  e  n, 


Der  sehr  gründliche  Aufsatz  Nr.  XXXI.  in  diesem  Hefte  von 
Herrn  Professor  Dr.  Lern  och  in  Lemberg  über  die  aus  der 
excentrischen  Aufstellung  des  Messtisches  entstehenden  Fehler, 
welchen  der  verehrte  Herr  Verfasser  S.  437.  mit  den  folgenden 
sehr  zu  beherzigenden  Worten,  die  ich  in  ihrem  ganzen  Umfange 
unterschreibe,  schliesst: 

„Nach  dieser  Darstellu ng  also  hat  selbst  eine  kleine 
Excentricität  in  jeder  Hinsicht  einen  nachtheiligen  Ein- 
fluss  auf  das  Resultat  der  Messung,  die  fehlerhafte 
Orientirung  des  Messtisches  jedoch,  welche  eine  un- 
ausbleibliche Folge  der  excentrischen  Aufstellung  ist, 
halte  ich  für  den  grüssten  dieser  Fehler" 

veranlasst  mich,  den  Praktikern  von  Neuem  die  Methode  zu 
empfehlen,  welche  ich  im  Archiv  Tbl.  XVI.  Nr.  III.  8. 39.  zur 
richtigen  centrischen  Aufstellung  des  Messtisches  angegeben  habe, 
weil  ich  diese  Methode,  welche  nur  eine  centrische  Drehung  des 
Tischblattes,  keine  besondere  künstliche  Einrichtung  desselben 
zur  seitlichen  Verschiebung  u.  dergl.  voraussetzt,  für  so  einfach, 
elegant  und  genau  halte,  das«  sie,  wenigstens  für  mich, 
nichts  zu  wünschen  übrig  la'sst,  wobei  ich  ausdrücklich  noch  her- 
vorhebe, das s  diese  Methode  immer  die  genaue  Auf* 
Stellung  des  auf  dem  Tische  bezeichneten  Punktes 
über  dem  gegebenen  Punkte  auf  dem  Erdhoden  und 
die  genaue  Orientirung  des  Tisches  suglelch  giebt. 

Der  Herausgeber. 


Druck  fe  hier. 

Theil  \\lt.  lieft!.  S  114.  Z.  11.  matt  «*•  statt  p*  +3Äya+3/<V  =  /' 
heisten :   jr3  -f*^*  +    V  =  P. 
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Literarischer  Bericht 

XCIH. 


Allgemeine  G rössenlehre. 

Ueber  den  Begriff  des  Stetigen  und  seine  Bezie- 
hungen zum  Calcul.  Eine  Rede,  am  14.  Novhr.  1853  in 
der  Öffentlichen  Sitzung  der  Kon.  Sächsischen  Gesell* 
uchaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig  gehalten  von 
W.  Dro bisch. 

Wir  empfehlen  die  in  dieser  Rede  in  sehr  würdiger  Sprache 
angestellten  allgemeinen  Betrachtungen  über  einen  sowohl  für  die 
Geometrie,  als  auch  für  die  neuere  strenge  Darstellung  der  mathe- 
matischen Analysis  so  wichtigen  Gegenstand  der  Beachtung  un- 
serer Leser  recht  sehr. 


Arithmetik. 

Anleitung  zum  Gebrauch  des  Rechenschiebers  (Sil- 
Aing-rule  —  Regle  a  Ca  Ich  I).  Bearbeitet  von  C.  Ho  ff  mann. 
Zweite  Auflage.    Berlin.  Gärtner.  1854.  8. 

Die  Schrift  des  trefflichen ,  der  Wissenschaft  leider  zu  früh 
entrissenen  Schulz  von  Strasznicki  zu  Wien  über  den  eng- 
lischen Rechenschieber  ist  in  einer  früheren  Nummer  des  Literar. 
Ber.  angezeigt  worden.  Neben  derselben  verdient  die  vorliegende 
Schrift  wegen  ihrer  praktischen  Deutlichkeit  genannt  zu  werden. 

Die  Differential-  und  Integralrechnung  und  deren 
Anwendung  anf  die  Geometrie  in  der  Ebene,  von  Dr. 

TM.  XXIV.  Hfr.  1.  1 
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Edmund  Külp,  Professor  der  Physik  und  Mathematik 
an  der  höheren  Gewerbschule  zu  Darmstadt.  Abth.  L 
und  II.    Darmstadt.  Leske.  1854.  8. 

Dieses  ziemlich  ausfuhrliche  Lehrbuch  der  Differential-  und 
Integralrechnung  schliefst  in  sehr  lobenswerther  und  rühmlicher 
Weise  sich  ganz  den  neuereu  strengen  Ansichten  über  die  allein 
richtige  Darstellung  der  genannten  Wissenschaften  an,  und 
liefert  den  sehr  erfreulichen  Beweis,  dass  diese  Ansichten  auch 
in  Deutschland  immer  mehr  und  mehr  Boden  gewinnen.  Freilich 
ist  leider  in  neuerer  und  neuester  Zeit  die  deutsche  mathematische 
Literatur  noch  mit  einigen  Werken  über  die  Differential-  und  In- 
tegralrechnung verunziert  worden,  welche  diese  herrliche,  in  ihrer 
ganzen  inneren  Gliederung  an  sich  so  einfache,  und,  bei  wahrer 
Kcnntniss  ihres  Wesens,  eine  so  reiche  und  so  ungemein  leichte 
Anwendung  auf  alle  möglichen  Gegenstände  des  Gebiets  der  Zahl 
und  des  Raums,  und  der  Natur  anwendbaren  Wissenschaften  noch 
in  ein  Gewand  kleiden,  das,  wohin  man  nur  den  Blick  wendet, 
nichts  als  Unklarheit,  Unrichtigkeit,  ja  hin  und  wieder  sogar  wirk- 
lichen Unsinn,  erkennen  lasst,  und  rücksichtlich  ihrer  Verfasser 
die  bedauerliche  Ueberzeugung  aufdrangt,  dass  dieselben,  bei  oft 
sehr  grosser  Anmaassung,  doch  noch  nicht  zu  einer  auch  nur  eini- 
germaasseu  klaren  Idee  von  dem  Wesen  und  der  Bedeutung  der 
sogenannten  höheren  Analysis  gelangt  sind.  Lasst  man  nun  auch 
solche  Leute,  geleitet  von  dem  alten  Sprücbwortc,  dass  man  einen 
Mohren  niemals  weiss  waschen  kann,  gern  laufen  :  so  kann  und  darf  dies 
doch  nicht  hindern,  in  einer  Zeitschrift,  wie  die  vorliegende,  Bucher  von 
der  vorher  bezeichneten  Art  für  im  höchsten  Grade  verwerflich,  schäd- 
lich und  der  mathematischen  Literatur  unwürdig  zu  erklären,  und 
zwar  namentlich  deshalb,  weil  sie  den  Kopf  des  Anfängers,  der  un- 
glücklicherweise in  ihre  Hände  lallt,  mit  Dingen  verwirren  und  ver- 
düstern, die  er  doch  einmal  als  miserabeln  Plunder  wieder  in  einen 
mit  Spinnweben  überzogenen  Winkel  werfen  muss,  um  dann  von 
Neuem  anfangen  zu  lernen.  Auffallend  ist  es  nur,  wie  in  Deutsch- 
land solche  elende  Machwerke  immer  noch  Verleger  finden  können. 
Das  ist  in  Frankreich  ganz  anders.  Da  sieht  man  jetzt  durchgän- 
gig solche  Darstellungsweisen  als  etwas  Abgethanes,  irgend  eine 
Berechtigung  auf  Berücksichtigung  nicht  im  Entferntesten  noch 
beanspruchen  Dürfendes  an,  und  alle  jetzt  dort  erscheinenden 
Werke  sind  mit  der  Strenge,  Deutlichkeit  und  Durchsichtigkeit 
der  neuen  Darstellungsweise  verfasst.  Wir  können  hier  An- 
fänger nur  vor  solchen  Büchern,  wie  die  vorher  im 
Allgemeinen  bezeichneten,  dringend  warnen;  die  Reue 
wird  bei  Jedem,  wer  Si nn  für  wahre  Mathematik  besitzt, 
aber  das  Ungiück  hatte,  in  ihren  Abgrund  zu  fallen» 
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kommen,  wenn  auch  zuweilen  vielleicht  erst  spät;  sie 
wird  aber  dann  um  so  bitterer  sein!  Je  widerwärtiger  uns 
gerade  in  neuester  Zeit  manche  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete 
der  höheren  Analysis  in  der  angedeuteten  Weise  entgegengetreten 
sind:  desto  mehr  haben  wir  uns,  wie  schon  gesagt,  über  das  vor- 
liegende Ruch  gefreu  t  Glücklich  sind  die  Schüler  der  höhereu 
Gewerbschule  in  Darmstadt,  wenn  ihnen  gleich  vom  Anfange  an 
ein  solcher  Unterricht  in  der  höheren  Analysis  zu  Theil  wird; 
und  dass  der  Unterricht  in  dieser  Weise  ertheilt  wird  und  er- 
theilt  werden  kann,  liefert  einen  neuen  Beweis  von  der  Vortreff- 
lichkeit dieser  Lehranstalt,  besonders  mit  Rücksicht  auf  die  von 
derselben  zunächst  verfolgte  praktische  Tendenz. 

Wir  glauben  hiermit  im  Allgemeinen  genug  über  den  Geist 
gesagt  zu  haben,  in  welchem  das  vorliegende  empfehlenswerthe 
Buch  verfasst  ist,  müssen  nun  aber  auch  noch  die  Vollständigkeit 
hervorheben,  welche  es  in  mehreren  Partieen  auszeichnet.  Dass 
der  Taylor 'sehen  und  Maclaur  in*  sehen  Reihe  mit  gehöriger  Be- 
rücksichtigung der  Reste  eine  strenge  Entwickelting  zu  Theil  ge- 
worden ist,  und  dass  diese  Reste  bei  der  Enttvickelung  der  Func- 
tionen in  Reihen,  in  der  Lehre  von  den  Maximis  und  JMinimis, 
u.s.  w.  fortwährend  Anwendung  gefunden  haben,  versteht  sich  nach 
den  obigen  einleitenden  Bemerkungen  von  selbst.  Ausserdem  ha- 
ben aber  auch  die  bekannten  allgemeinen  »Satze  Cauchy's  über 
die  Reihenentwickelung  gebührende  Berücksichtigung  gefunden, 
so  wie  in  der  Integralrechnung  der  Integral-Logarithmus,  die  Fou- 
rier'sehen  Reihen,  die  Gamma-Functionen,  die  Eul  er 'sehen  In- 
tegrale, die  elliptischen  Functionen,  und  manches  Andere,  was 
man  in  Werken  von  gleichem  Umfange  nicht  findet.  Dass  auch 
die  Anwendung  auf  die  Geometrie,  wenn  auch  in  beschränkterem 
Umfange,  Beachtung  gefunden  hat,  sagt  schon  der  Titel. 

Unter  allen  in  neuester  Zeit  in  nicht  geringer  Anzahl  er- 
schienenen Lehrbüchern  der  Differentialrechnung  oder  auch  der 
Differential-  und  Integralrechnung  können  wir  nur  das  vorliegende 
Werk  zu  weiterer  Beachtung  empfehlen,  natürlich  bei  freudigster 
Anerkennung  des  Werthes  mancher  früher  erschienener  verdienst- 
licher Werke,  die  auch  das  Archiv  nie  mit  Stillschweigen  zu  über- 
gehen sich  erlaubt  hat,  wie  es  bei  Schriften  von  der  oben  näher 
bezeichneten  Gattung  —  unter  gelegentlicher  allgemeiner  Hinwei- 
sung auf  dieselben,  wie  z.  B.  oben  geschehen  —  zu  thun  fiir  das 
Beste  hält 
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Geometrie. 

■ 

Lehrbuch  der  elementaren  Stereometrie  und  dar- 
stellenden Geometrie,  zum  Gebrauche  beim  Unterricht 
In  Gewerbsschulen,  Gymnasien  o.  s.  w.  von  Dr.  Adam 
Weiss,  Professor  der  höheren  Mathematik  und  Physik 
an  der  kgl.  polytechnischen  Schule  zu  Nürnberg.  Ans- 
bach. (Gummi).  1854.  8. 

Dieses  Lehrbuch  der  Stereometrie  gehört  zu  den  ausführliche* 
ren  Lehrbüchern  dieser  Wissenschaft  und  verdient  deshalb  zur 
Beachtung  empfohlen  zu  werden.   Besondere  Sorgfalt  hat  der  Herr 
Verfasser  zunächst  auf  die  Darstellung  der  Lehre  von  der  Lage 
der  Linien  und  Ebenen  im  Räume,  welche  ausführlicher  als  in 
vielen  anderen  Lehrbüchern  und  theilweise  in  eigentümlicher 
Weise  behandelt  worden  ist,  verwandt    Eben  so  sorgfältig  ist 
auch  die  Lehre  von  der  Berechnung  der  Körper  dargestellt,  welche 
zugleich  eine  ziemliche  Anzahl  von  Aufgaben  enthält,  und  daher 
den  Lehrern  zweckmässigen  und  reichhaltigen  Stoff  zu  Uebungs- 
aufgaben  darbieten  wird.    Der  Obelisk  ist  dabei  nicht  unberück- 
sichtigt geblieben,  und  auch  über  die  Berechnung  der  Korperräume 
durch  Näherung  ist  Einiges  beigebracht,  so  wie  auch  die  Berech- 
nung des,  z.  B.  in  der  Forstwissenschaft,  praktisch  mehrfach  wich- 
tigen  Rotations- Paraboloides  gelehrt  worden  ist   Aufgefallen  ist 
es  uns,  dass  das  Euler'sche  Theorem  von  den  Polyedern  und 
die  daraus  zu  ziehenden  schonen  Folgerungen  ganz  fehlen.  Dass 
der  Herr  Verfasser  endlich  auch  die  hauptsächlichsten  Grundlehren 
der  descriptiven  Geometrie  in  sein  Buch  aufgenommen  hat,  ver- 
dient noch  besondere  Anerkennung. 

Wir  wiederholen,  dass  wir  dieses  Buch  hauptsächlich  wegen 
der  vielen  darin  vorkommenden  zweckmässigen  stereometrischen 
Uebungsaufgaben  und  numerischen  Beispiele,  aücli  mancher  sehr 
nützlicher  praktischer  Notizen  wegen,  Lehrern  an  höheren  Lehr- 
anstalten, namentlich  an  Realschulen,  zur  Beachtung  empfehlen. 

Neue  Zusätze  zum  Florentiner  Problem.  Von  W. 
Drobisch,  Professor  an  der  Universität  zu  Leipzig. 
Aus  den  Berichten  der  Kon.  Sächs.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  Mathematisch-physische  Classe.  18. 
März  1854  besonders  abgedruckt. 

Die  frühere  Abhandlung  des  Herrn  Verfassers  über  das  Flo- 
rentiner Problem  ist  mit  gebührendem  Lobe  im  Literar.  Ber.  Nro. 
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LXXII.  S.  915.  angezeigt.  Ueber  den  Inhalt  dieser  neuen,  jeden- 
falls in  ganz  gleicher  Weise  der  Beachtung  der  Leser  des  Archivs 
su  empfehlenden  Abhandlung,  spricht  sich  der  Herr  Verf.  S.  14. 
auf  folgende  Art  aus:  „Unser  geehrter  College,  Herr  d' Arrest, 
hat  vor  einiger  Zeit  die  interessante  Bemerkung  veröffentlicht*), 
dass  auch  die  gemeine  oder  Bernoulli'sche  Lemniscata  zu  den 
ebenen  Curven  gehurt,  welche  das  Florentiner  Problem  losen,  und 
zwar  insofern,  als  diese  Linieo  eine  stenographische  Projection 
der  sphärischen  Schleifenlinie  ist,  welche,  nach  Vi  vi  an  Ts  Auf- 
lösung seines  Problems,  die  ovalen  Oeffnungen  in  der  Kugelfläche, 
um  die  es  sich  handelt,  begrenzt  Später  hat  Herr  d 'Arrest, 
was  ich  seiner  Privatmittheilung  verdanke,  gefundeu,  dass  auch 
die  Cassini' sehe  Curve,  von  der  bekanntlich  die  Lemniscata  ein 
specieller  Fall  ist,  sich  als  stereographische  Projection  einer  sphä- 
rischen Curve,  nämlich  der  durch  die  Gleichung  cosi/>  =  mcos<p 
gegebenen,  wo  <p  und  rechtwinklige  sphärische  Coordinaten  be- 
deuten, darstellen  lässt.  Diese  Sätze  haben  mich  veranlasst,  nicht 
nur  weiter  zu  untersuchen,  auf  welche  ebene  Curven  die  stereo- 
graphischen Projectionen  der  sphärischen  Curven  sin  i/s=m  cos  qp 
und  =  mq>,  durch  welche,  nach  Jacob  Bern ou Iii,  das  Floren- 
tiner Problem  gelöst  wird,  führen,  sondern  auch  ihre  orthographi- 
schen Projectionen  allgemeiner  zu  erörtern  als  es  in  meiner  frü- 
heren Abhandlung  geschehen  ist,  und  endlich  noch  die  centralen 
Projectionen  dieser  Curven  in  Betrachtung  zu  ziehen.  Dieselbe 
Untersuchung  kann  ohne  Schwierigkeiten  auch  auf  die  Leibniz  - 
sche  Auflösung  durch  die  sphärische  Curve  sin  —  1  —  m sin  a> 
ausgedehnt  werden;  sie  fahrt  aber  grösstenteils  zu  verwickelten 
Ergehnissen,  die,  da  hier  das  Interesse  hauptsächlich  von  der  Ein- 
fachheit der  Resultate  abhängt,  wohl  ubergangen  werden  durften/' 

Wir  können  den  Lesern  versichern,  dass  ihnen  diese  neuen 
Zusätze  zum  Florentiner  Problem  eine  nicht  weniger  interessante 
und  lehrreiche  Lecture  gewähren  werden  wie  die  früheren,  und 
erlauben  uns ,  noch  besonders  auf  die  wegen  der  Beziehung  zu 
den  elliptischen  Functionen  der  dritten  Art  besonders  interessante 
Nummer  7  hinzuweisen,  weil  uns  nicht  bekannt  ist,  dass  diese 
Functionen  bis  jetzt  in  ähnlicher  Weise  wie  die  der  ersten  und 
zweiten  Art  durch  Curvenbogen  dargestellt  worden  wären. 


•)  Mitgetheilt  an»  den  a.trononii.chen  Nachrichten  Nr.  875.  im  Ar- 
chiv Thl.XXlI.  S.225. 
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Theoretische  Mechanik. 

Theorie  der  Statik  gegründet  auf  die  Principien 
der  Dynamik  von  Zernikow,  Lehrer  an  der  Königl.  Pro- 
vinzial- Gewerbeschule  zu  Erfurt.  Erfurt.  Villaret. 
1854.  8. 

Was  diese  kleine  Schrift  bezweckt,  spricht  ihr  Titel  mit  hin- 
reichender Deutlichkeit  aus.  Wir  sind  von  je  her  der  Meinung 
gewesen,  dass  die  Lehren  der  Statik  auch  auf  rein  statischem 
Wege  begründet  werden  müssen,  namentlich  bei  dem  ersten  Un- 
terrichte. Jede  andere  Darstellungsweise,  wenn  wir  sie  auch  kei- 
neswegs für  unmöglich,  ja  bei  einer  allgemeinen  Darstellung  der 
gesammten  Mechanik  im  weitesten  Umfange ,  —  im  Grossen  und 
Ganzen  —  für  recht  förderlich  halten,  nimmt  der  Statik  an  sich, 
als  eine  selbstständige  Wissenschaft  betrachtet,  ihren  schonen 
synthetisch-  oder  analytisch -geometrischen  Charakter,  und  be- 
einträchtigt die  ungemeine  Eleganz,  die  sich  namentlich  in  dieser 
Wissenschaft,  hauptsachlich  auch  in  Bezug  auf  strenge  und  völ- 
lig erschöpfende  systematische  Darstellung,  für  welche  keine 
andere  mathematische  Disciplin  ein  gleich  lehrreiches  Beispiel  dar- 
bietet, erreichen  lässt,  sehr,  weshalb  wir  die  in  dieser  Schrift  be- 
folgte Methode  am  wenigsten  zu  dem  Gebrauche  bei'm  ersten 
Unterrichte  in  der  Statik  empfehlen  können. 


Praktische  Mechanik. 

Theorie  des  Windstosses  nebst  Anwendung  auf 
Windflügel  und  Schiffssegel.  Von  Zernikow,  Lehrer 
au  der  Königl.  Provinzial -  Gewerbeschule  zu  Erfurt 
Erfurt.    Villaret.  1854. 

Es  genügt  uns,  die  Existenz  dieser  Schrift  anzuzeigen.  Wich- 
tig genug  ist  ihr  Gegenstand  für  die  praktische  Mechanik  im  All- 
gemeinen, und  in  Verbindung  mit  der  Theorie  des  Wasserstosses 
insbesondere  für  die  Nautik,  jedenfalls!  Wer  aber  weiss,  wie  viele 
dergleichen  Tbeorieen  schon  aufgestellt  und  wie  grosse  Mühe  und 
Kosten  namentlich  in  England,  selbst  von  Privaten,  schon  aufge- 
wandt worden  sind,  um  diesen  wichtigen  Gegenstand  einigermaassen 
zum  Abschluss  zu  bringen,  wird  mit  uns  gewiss  darin  einverstan- 
den sein,  dass  bei  der  jetzigen  Lage  der  Sache  über  den  grosse- 
ren oder  geringeren  Werth  einer  solchen  Theorie  nur  die  zahl- 
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reichsten  und  mannigfaltigsten  Versuche  entscheiden  können.  In 
rein  theoretischer  Beziehung  scheint  uns  von  neueren  Schriftstellern 
das  treffliche,  jetzt  aber  freilich  seltene  Werk  von  Don  George 
Juan:  Examen  maritime  thöoriquc  et  pratique.  Traduit 
de  l'Espagnol  par  Leveque.  A  Nantes.  1783.  (Zwei  Tbeile 
in  Quart)  nicht  genug  Beachtung  zu  linden,  namentlich  rücksicht- 
lich der  allgemeinen  bei  Aufstellung  einer  solchen  Theorie  zu 
befolgenden  Methode. 


Vermischte  Schriften. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
zu  Bern.  Nr.  310  -  323.  ( Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.LXXXVHI. 

S.  7.) 

C.  Brunner:  über  ein  Mittel,  auf  chemischem  Wege  einen 
luftleeren  Raum  zu  erzeugen.   Nr.  310.  und  311. 

R.  Wolf:  XL  VI.  Sonnenflecken-Beobachtungen  in  der  zwei- 
ten Hälfte  des  Jahres  1853. 

R.  Wolf:  LVI1.  Meteorologische  Beobachtungen  im  October, 
November  und  December  1853,  nebst  Uebersicht  der  meteorologi- 
schen Verbältnisse  im  Jahre  1853,  und  Untersuchung  der  Angaben 
eines  Ozonometers.   Nr.  312  und  313. 

Wegen  der  mitgetheilten  Ozonometer- Beobachtungen  scheint 
dieser  Aufsatz  besonders  interessant  zu  sein,  da  eine  längere  Reihe 
solcher  Beobachtungen  wohl  noch  nicht  vorliegt,  Herr  R.  Wolf 
aber  durch  die  Güte  der  Herren  Dr.  Tscharner  und  Apotheker 
BIO  Her  über  drei  auf  einander  folgende  Jahre  (1851  —  1853)  dis- 
ponirt,  die  er  zugleich  mit  seinen  eigenen  Beobachtungen  vollständig 
in  Tafeln  mittheilt,  und  daraus  beacbtenswerthe  Resultate  zieht. 

L.  R.  von  Fellenberg,  Über  ein  eigenthflmliches  Fahlerz 
aus  dem  Einfischthale  im  Kanton  Wallis.   Nr.  317  und  318. 

M.  Hipp,  über  seine  telegraphische  Eisenbahn -Control- Uhr. 
Nr.  317  und  318.  (Jedem,  wer  sich  för  galvanische  Uhren  inter- 
essirt,  muss  dieser  Aufsatz  zur  Beachtung  empfohlen  werden.) 

R.  Wolf:  XL VIII.  Meteorologische  Beobachtungen  im  JVin- 
ter  1853  auf  1854 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik 
in  der  Schweiz.  Nr.  317  und  318.   (Biographische  Notizen  über 


Digitized  by  Google 


8 


Uterarischer  Bericht  XCfff. 


Conrad  Dasypodius,  der  jedem  Mathematiker  bekannt  ist,  fer- 
ner Isaak  Ha  brecht»  Johann  Jacob  Fäsi  von  Zürich  ,  Josiag 
Simmler,  Burkard  Leemann,  Martin  Planta  und  den  in 
der  Geschichte  des  Streits  über  die  Erfindung  der  Differentialrech- 
nung  bekanntlich  vielfach  genannten  genfer  Mathematiker  N  i  co  laus 
Fatio  de  Duiller.  Von  Leonhard  Euler  erzählt  Herr  R 
Wolf  S.  70.  eine  interessante  Anecdote.). 

■ 

R.  Wolf,  Ober  die  neuesten  Veräuderungen  auf  der  Stern- 
warte zu  Bern.   Nr.ft319  und  320. 

Derselbe:  L.  Beobachtungen  der  Sternschnuppen  im  Win- 
terhalbjahre 1853  und  1854. 

S.  86  theilt  Herr  R.  Wolf  folgende  Worte  des  trefflichen  und 
mit  Recht  berühmten  Mathematikers  Johann  Georg  Tr  alles 
mit,  deren  Mittheilung  an  diesem  Orte  uns  zu  besonderer  Freude 
gereicht,  weil  sie  wohl  gerade  am  Schluss  dieses  Jahres  1854  oder 
wenigstens  in  den  ersten  Tagen  des  nächsten  Jahres  in  die  Häode 
der  meisten  Leser  des  Archivs  gelangen  werden: 

,,7.  Januar  1791.  Wenn  gleich  die  Zeit  beständig  ähnlich  voa 
einer  Sekunde  zur  andern  ebenso  fortfliegt  wie  von  einem  Jahre  zum 
andern,  und  desswegen  der  Jahreswechsel  keiner  andern  Betrachtung  fä- 
hig zu  sein  scheint,  als  der  Wechsel  eine«  Moments  mit  dem  andern,  io 
hat  doch  die  menschliche  Gesellschaft  (deren  Gang  oft  auf  Resultaten 
einer  praktischen  Philosophie  beruht,  deren  Wahrheit  die  Philosophen 
noch  nicht  gefunden  haben)  es  anders  betrachtet,  und  bemerkt  vorzuglich 
die  Zeit,  wo  die  Periode  von  365«  5«  4B">  48«  sich  endet,  und  eine  neue 
anfängt.  Ohne  mich  darum  zu  kummern,  ob  es  philosophisch  sei  oder 
nicht,  das  neue  Jahr  zu  feiern,  folge  ich  der  grössern  Menschenzahl, 
deren  Suche  eben  nicht  Philosophie  ist.  Unter  solchen  Umständen  stellt 
man  nämlich  fromme  Betrachtungen  an,  wenn  man  gleich  die  ganze  Zeit 
hindurch,  über  welche  sie  sich  erstrecken,  kein  einziges  Mal  daran  ge- 
dacht, viel  weniger  dazu  thatig  beigetragen  hat,  das*  solche  Betrach- 
tungen zu  unserer  Zufriedenheit  ausfallen  mochten.  Indessen  ist  Rene 
und  Wille,  dass  es  künftig  besser  gehen  möge,  das  Resultat,  das,  wenn 
es  gleich  wenig  Actires  enthält,  doch  oft  nur  einen  kleinen  Stoss  erwar- 
tet, um  in  Bewegung  zu  gerathen." 

R.  Wolf:  LI.  Beobachtungen  der  Sonnenflecken  in  der  ersten 
Hälfte  des  Jahres  1854.  —  LH.  Meteorologische  Beobachtungen 
im  Frühling  1854.   Nr.  323. 
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I 

» 

Mathematische  Bibliographie. 

♦ 

Bibliotbeva  mathematica.  Verzeichnis«  der  Bücher 
über  die  gesamt» ten  Zweige  der  Mathematik,  als: 
Arithmetik,  höhere  Analysis,  construirende  und  analy- 
tische Geometrie,  Mechanik,  Astronomie  und  Geodä- 
sie, welche  in  Deutschland  und  dem  Auslände  vom 
Jahre  1830  bis  Mitte  des  Jahres  1854  erschienen  sind. 
Herausgegeben  von  L.  A.  Sohttcke,  weil.  Professor  der 
Mathematik  zu  Halle.  Leipzig.  Engelmann.  1824.  Preis 
J  Thlr.  10  Ngr. 

Diese  Bibliotheca  mathematica  schfiesst  sich  an  J.  Kogg'a 
Handbuch  der  mathematischen  Literatur.  Tübingen. 
1830.  an,  und  scheint  mit  Vollstfindigkeit  zweckmässige  Einrich- 
tung zu  vereinigen. 


Geschichte  der  Mathematik. 

Die  Geschichte  der  höheren  Analysis.  Von  Dr.  C. 
J,  Gerhardt.  Erste  Abtheilun*.  Die  Entdeckung  der 
höheren  Analysis.   Halle.  Schmidt  1855.  8.  IThlr.  lOSgr. 

Herr  Dr.  Gerhardt  erwirbt  sich  durch  diese  Schrift  ein 
neues  Verdienst  um  die  Geschichte  der  Mathematik,  indem  er  in 
derselben  die  erste,  wirklich  aus  den  irgend  zugänglichen  Quellen 
geschöpfte  Geschichte  der  höheren  Analysis  liefert.  Diese  erste 
Abtheilung  besteht  aus  den  drei  folgenden  Haupttheilen :  Der 
Grundbegriff  der  höheren'  Analysis  bis  auf  Leibniz  und  New- 
ton. —  Die  Entwicklung  des  Algorithmus  der  hohem  Analysis 
durch  Leibniz.  —  Die  Entwicklung  der  Fluxionsrechnung  durch 
Newton.  —  Hierzu  kommen  noch  die  folgenden  Beilagen :  I.  Ueber 
die  Entstehung  und  Ausbreitung  des  dekadischen  Zahlensystems. 

II.  25.  October  1675.   Analysis  Tetragonistica  ex  Ceotrobarycis. 

III.  11.  Novbr.  1673.    Methodi  tangentium  friversae  exempla.  — 

TkLXXlV.  Hfl.  2.  2 
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IV.  Nov.  1676.  Calculus  tangentium  differentialis.  —  V.  11.  Joiii  1677. 
Methode  generale  pour  niener  les  touchantes  des  lignes  Courbes 
»ans  calcul,  et  saus  reduction  des  quantites  irrationelles  et  rom- 
pues.  —  VI.  Elementa  calculi  novi  pro  differentiis  etsummis,  tan 
gentibus  et  quadraturis,  maximis  et  miujmis,  dimerisionibus  linea- 
rum,  superficierum ,  solidorum,  aliisque  coinöiuneia  calculum  tran- 
scendentibus.  —  Die  Beilagen  II.  bis  V  I.,  sammtlich  handschriftliche 
Aufsätze  von  Leibniz,  sind  .so  abgedruckt,  dass  sie  ein  möglichst 
genaues  Bild  der  Originale  geben.  —  Den  Verfassern  gewisser 
neuer  Lehrbücher  der  Differentialrechnung  mochten  wir  folgende, 
uns  ganz  aus  der  Seele  geschriebene  Stelle  der  Vorrede  zu  die* 
sein  sehr  verdienstlichen  Buche  zur  Beherzigung  entgegenhalten : 
„Dies  Alles"  —  nämlich  viele  oberflächliche,  auf  unsicherem  Grunde 
ruhende,  von  dem  wahren  Geiste  der  grossen  Erfinder  sich  ganz 
und  gar  entfernende,  namentlich  den  Anfänger  vollständig  ver- 
wirrende Darstellungen  der  Differentialrechnung,  wie  sie  leider 
selbst  in  neuester  Zeit  sich  in  einigen  Lehrbüchern  wieder  breit 
zu  machen  gesucht  haben  —  „  wäre  vermieden  worden ,  wenn  man 
die  historische  Ent  Wickelung  der  höheren  Analysis  verfolgt  hatte; 
man  würde  alsdann  in  den  Untersuchungen  der  griechischen  Geo- 
meter  aus  dem  Bereich  der  höheren  Geometrie  den  Grundbegriff 
gefunden  und  durch  Zusammenfassen  der  einzelnen  Fälle,  in  wel- 
chen derselbe  erscheint,  ihn  so  verallgemeinert  haben,  wie  es  die 
Begründung  der  höheren  Analysis  verlangt.  Erst  in  neuerer  Zeit 
haben  theoretische  Untersuchungen  zu  der  Ueherzeugung  geführt, 
dass  eben  dieser  Begriff  der  Gränze  das  alleinige 
sichere  Fundament  für  die  gesammte  höhere  Analysis 
bildet;  die  Stimmen  indess  sind  noch  nicht  zum  Schweigen 
gebracht*),  welche  meinen,  dieser  Begriff  sei  zu  dunkel  und  für 
diejenigen,  welche  das  Studium  der  höheren  Mathematik  beginnen, 
zu  schwierig  **).  Um  auch  diesen  Vorwurf,  den  einzig  haltbaren, 
der  noch  von  den  Gegnern  der  Gränzmethode  erhoben  wird,  gründ- 
lich zu  beseitigen,  dürfte  die  geschichtliche  Darstellung  am  rech- 
ten Orte  sein,  in  der  gezeigt  wird,  wie  die  höhere  AnalvVis  ent- 


*)  Wird  aber  schon  gpnrhehcn .  denn  in  Her  Mathematik,  wir  über- 
all, giebl  es  nur  eine  Wahrheit,  die  sich  doch  am  fnde  vollständig 
Bahn  bricht;  das  Archiv  wird  gewiss  das  Peinige  wie  bisher  auch  fer- 
nerhin redlich  thon ,  den  Zeitpunkt,  wo  jene  Stimmen  ganz  zum  Schwei* 
gen  gebracht  nein  werden,  möglichst  bald  herbeizuführen. 

**)  Wir  meinen:  nur  zn  dunkel  und  zu  schwierig  für  die  ma the- 
matischen Köpfe  der  Verfasser  der  im  Obigen  naher  bezeich- 
neten Lehrbücher  der  höheren  Analvsis,  keineswegs  für  bei  m  Unter- 
richte richtig  und  verständig  geleitete  Anfänger  von  gesundem  Verstände. 
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standen,  auf  «reiche  Quelle  sie  zurückgeführt  werden  kann  und 
auf  welche  Weise  sie  Mich  nach  und  nach  herangebildet  hat"  — 
Indem  wir  diese  Ansichten  über  die  Wichtigkeit  der  historischen 
Entwickelung  der  höheren  Analysis  ganz  unterschreiben  und  voll- 
ständig zu  der  unsrigen  inachen,  freuen  wir  uns  ganz  besonders, 
das«  diese  Geschichte  der  höheren  Analysis  ganz  in  dem  in  der 
oben  angeführten  Stelle  sich  aussprechenden  strengen  Geiste,  bei 
der  richtigsten  und  unisichtigsten  Würdigung  der  Arbeiten  der 
neueren  strengen  Analytiker  über  die  höhere  Analysis,  verfasst 
ist,  und  empfehlen  diese  Schrift,  die,  wie  schon  hervorgehoben, 
ein  wichtiger  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  überhaupt 
ist,  namentlich  auch  jüngeren  Mathematikern  zur  sorgfältigsten 
Beachtung  und  zum  sorgfältigsten  Studium.  Manchem,  der  das 
Unglück  hatte,  in  den  Abgrund  solcher  Lehrbücher,  wie  die  oben 
bezeichneten,  und  in  den  Abgrund  des  Unterrichts  ihrer  Verfasser 
zu  fallen,  wird  dann  aus  diesem  vortrefflichen  Buche  ein  Licht 
aufgehen  und  dessen  sorgfältiges  Studium  ihn  veranlassen,  mög- 
lichst bald  alles  früher  Erlernte  zu  vergessen,  und  den  einzig 
richtigen  Weg  zu  betreten,  den  schon  die  grossen  Erfinder  des 
höheren  Calculs  betraten,  und  der  sie  zu  ihrer  grossen  Erfindung 
leitete.  Wie  überhaupt,  versprechen  wir  uns  namentlich  auch  in 
dieser  Beziehung  von  dem  vorliegenden  trefflichen  Buche  einen 
grossen  Nutzen  und  eine  segensreiche  Wirkung,  weshalb  wir  auch 
dem  Erscheinen  des  zweiten  Theiles  desselben  mit  Verlangen 
entgegen  sehen. 

Den  Hohen  vorgesetzten  Behörden  in  Berlin  und  Hannover; 
ganz  besonders  aber  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten in  Berlin,  zollt  die  Wissenschaft  mit  dem  Herrn  Verfasser 
den  wärmsten  Dank,  dass  sie  demselben  die  kräftigste  und  erfolg- 
reichste  Unterstützung  bei  seinem  verdienstlichen  Unternehmen 
zu  Tb  eil  werden  Hessen. 


Geometrie. 

Geometrische  Anschauungslehre  für  das  Unter-Gym- 
nasium. Von  Dr.  Franz  Mocnik,  k.  k.  Schulrathe.  I.  Ab- 
theilung, mit  153  Holzschnitten.  Zweite  Auflage.  Wien. 
Gerold.    1854.   8.    15  Sgr. 

Dies  ist  keine  geometrische  Anschauungslehre  im  Sinne  man- 
cher deutscher  Pädagogen,  sondern  ein,  allerdings  und  mit  voll- 
stem Rechte  mit  ganz  besonderer  Rücksicht  auf  Anschau- 
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lichkeit  verfaßtes  sehr  deutliches  Lehrbuch  der  ebeiieo  Geometrie, 
welches  überall  bekundet,  wie  genau  der  Herr  Verfasser  das  Be- 
dürfniss  und  das  Wesen  des  ersten  eigentlichen  geometrischen 
Unterrichts  kennt,  und  deshalb  auch  eine  grosse  Anzahl  sehr 
zweckmässiger,  an  die  Knaben  zu  richtender  Fragen  enthalt.  Dass 
in  einem  zu  solchem  Zwecke  verfasafen  Buche  namentlich  in  den 
Fragen  auf  den  praktischen  Gebrauch  der  Geometrie  Rücksicht 
genommen  worden  ist,  können  wir  nur  in  jeder  Beziehung  billigen, 
und  empfehlen  daher  dieses  Buchlein  zu  weiterer  Beachtung.  Es 
kommen  darin  auch  selbst  manche  interessante  Dinge  vor,  die  dem 
Herrn  Verfasser  eigentümlich  zu  sein  scheinen,  z.  B.  die  Ver- 
wandlung eine«  Rechtecks  in  ein  Quadrat  auf  S.  76.,  wo  der  Herr 
Verfasser  eine  von  der  gewöhnlichen  abweichende  Auflösung  die- 
ser Aufgabe  giebt,  die  sich  fiir  den  Unterricht  sehr  eignet.  Uns 
wenigstens  ist  diese  Auflösung  bis  jetzt  uubekannt  gewesen. 

Axonometrische  Projectionen  der  wichtigsten  geo- 
metrischen Flachen.  Vorlegeblatter  für  die  beschrei- 
bende Geometrie,  zugleich  als  Catalog  einer  Modell- 
sammlung von  Korpern,  die  nach  den  vorgenannten 
Projectionen  ausgeführt  worden  sind.  Von  Ferdinand 
Engel.  Mit  IX.  Figurentafeln.  Vorwort  von  Dr.  Joa- 
chimsthal, Professor  der  Universität  Halle.  Berlin. 
Müller.   4.   2  Thlr.  20  Ngr. 

Diese  sehr  sauber  ausgeführten  Projectionen  der  wichtigsten 
Flächen  sind  allerdings  ein  geeignetes  Mittel,  um  dem  Unterrichte 
in  der  Theorie  der  Flächen  eine  grössere  Anschaulichkeit  zu  geben, 
und  verdienen  deshalb  empfohlen  zu  werden.  Die  dargestellten 
Flächen  sind  folgende:  Fr  es  ne  Ts  YVelleufläche  für  zweiaxige 
Krystalle.  Das  dreiaxige  Ellipsoid  mit  zwei  Kreisschnitten.  Das 
Ellipsoid  mit  seinen  Kn'immuugscurven.  Das  zweischalige  Hyper- 
boloid. Dieselbe  Fläche  mit  ihren  Krümmungscurven.  Das  ein- 
schalige Hyperboloid  mit  zwei  Kreisschnitten.  Dieselbe  Fläche 
mit  ihren  Krümmungscurven.  Das  elliptische  Paraboloid  mit  zwei 
Kreisschnitten.  Dieselbe  Fläche  mit  ihren  Krümmungscurven.  Hy- 
perbolisches Paraboloid.  Dieselbe  Fläche  mit  ihren  Krümmungs- 
curven. Gerader  elliptischer  Kegel  mit  zwei  Kreisschnitten.  Die- 
selbe Fläche  mit  ihren  Krümmungslinien.  Gerader  Kreiskegel  mit 
seinem  Scheitelkegel  und  drei  Durchschnitten.  Schiefer  Kreis- 
kegel mit  vier  Durchschnitten.  Verbindung  einer  Kugel  und  eines 
geraden  elliptischen  Kegel.  Ein  Körper,  begränzt  von  zwei  Qua- 
draten und  vier  windschiefen  Ebenen.  Ein  Körper,  begränzt  von 
einem  Quadrate  und  einer  windschiefen  Ebene.  Parallel epipedon, 
durch  eine  windschiefe  Ebene  ta  zwei  ungleiche  Theile  getheilt. 
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Gerade  SchraubenflSche.  Schief*'  Scbraubenft&ehe.  Allgemeine 
Sefcraobenfläcbe.  Abwickelbare  SchraubenflHche.  Dieselbe  Fläche 
mit  ihren  Krümmungslinien.  Vicrgängige  Schraube  nebst  Mutter. 
Fiinfgängige  Schraube  nebst  Mutter.  Windschiefe  Fläche.  Wind- 
schiefe Fläche;  elliptischer  Keil.  Windschiefe  Flache;  halber 
kreisförmiger  Keil.  Zwei  abwickelbare  Flächen.  Schlangenför- 
mtger  Kflrper.  Ringförmiger  Korper.  Sphärische  Curve  mit  ihrer 
Polarcurve.  Kugel  mit  vier  grössten  Kreisen.  Kugeldreieck  mit 
seinem  symmetrischen  und  Polardreieck.  Verbindung  von  fünf 
Würfeln/ 

Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.   (S.  Literar.  Ber.  Nr.  XCI.S.6.) 

Jahrgang  1854.  XII.  Band.  5.  Heft.  S.  727.  Rochier 
der:  Uelier  die  Constitution  der  organischen  Verbindungen.  IL  Aln 
'theilung.  —  8.  738.  Hai  dinier:  Einige  neuere  Ansichten  über 
die  Natur  der  Polarisationsbüschel.  —  S.  771.  Lieben:  Ueber 
die  Ursache  de»  plötzlichen  Erstarrens  übersättigter  Salzlösungen 
unter  getvissen  Umständen.  —  S.  783.  Grailich:  Beitrag  zur 
Theorie  der  gemischten  Farben.  (Sehr  beachtenswerth.)  —  S.  847; 
Kreil:  Resultate  der  magnetischen  Beobachtungen  zu  Prag.  — * 
S.  911.  Oeltzen:  Ergänzungen  zur  Histoire  Celeste  francaise 
und  einigen  anderen  Sterncatalo»en.  —  S.  035.  Lichtenfels: 

\3eber  die  Theorie  der  linearen   algebraischen  Gleichungen.   

&  1014.  »Spitzer:  Ueber  die  Kriterien  des  Grössten  und  klein-« 
»teil  bei  den  Problemen  der  Variationsrechnung.  (Zu  sorgfaltiger 
Beachtung  sehr  zu  empfehlen.)  —  S.  1071.  San  t in i :  Osservazioni 
Hella  II.  Cometa  dell'  Anno  1854,  apparsa  verso  la  fine  di  Marzo, 
visibile  ad  occhio  nudo,  fatte  nelT  I.  R.  Osservatorio  di  Padova. 
—  S.  1074.  Haidinger:  Plcochroismus  einiger  Augite  und  Am- 
phibole.  —  8.  1085.  Liehen:  Zusatz  zu  dem  Aufsätze:  Ueber 
die  Ursache  des  plötzlichen  Erstarrens  übersättigter  Salzlösungen 
unter  gewissen  Umstanden. 

Jahrgang  1854.    Band  XIII.    I.Heft.    S.  3.  Haidin- 
ger:    Pleochroismus  an  mehreren  einaxigen  Krystallen  in  neuerer 
]£eit  beobachtet.  —  S.  18.  Fritsch:    Ergänzung  der  Belege  für 
eine  seculäre  Aenderung  der  Lufttemperatur,  nachgewiesen  aus 
vie  Natingen »  an  mehreren  Orten  angestellten  Beobachtungen.  — 
S.  37.  v.  Littrow:    Bemerkungen  zu  dem  folgenden  Aufsatze 
über  die  Proximitäten  der  Bahnen  der  Planeten  iind  Kometen.  — 
Ö.  38.  Grunert:    Ueber  die  Proximitäten  der  Bahnen  der  Pla- 
neten und  Kometen.  —  S.  201.  Grailich:   Beitrag  zur  Theorie 
der  gemischten  Farben.    Fortsetzung.   (Sehr  beachtenswert!).)  — 
S.  306.   Haidinger:    Pleochroismus  an  einigen  zweiaxigen  Kry- 
atalleo,  in  neuerer  Zeit  beobachtet.  —  8.332.  Petrina:  Bei- 
träge zur  Physik.  Fortsetzung. 
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Jahrgang  1854  Band  XIII.  2.  Heft  S.  367.  Carlini: 
Sülle  propfietä  delle  funzioni  atcebricbe  conjugate  (con  ona  tavola). 
—  S.  400.  Petzval:  Ueber  die  Fortschritte  der  Photographie 
in  Wien.  —  S.  410.  Grailich  und  Peka>ek:  Das  Skierometer, 
ein  .Apparat  zur  genaueren  Messung  der  Harfe  der  Krys falle.  — 
S.  5'iy.  Pierre:  Beiträge  zur  Theorie  der  G  au  ga  in 'sehen  Tan- 
gentenboussole.  —  8.  617.  Oeltzen:  Nachweis  des  Vorkommens 
von  Sternen  aus  den  Argelan  der' sehen  nördlichen  Zonen  in 

anderen  Quellen. 

i 

Preisaufgabe  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Wien. 

* 

Eine  der  fühlbarsten  Lücken  unserer  gegenwärtigen  astrono- 
mischen Kenntnisse  ist  der  Mangel  irgend  umfassender  Heilig- 
keitsmessungen  von  Fixsternen.  So  sehr  verdienstlich  die  bishe- 
rigen Leistungen  dieser  Art,  besonders  von  Argelan  der,  dann 
von  Heis  u.  A.  sind,  so  können  dieselben  doch,  da  sie  lediglich 
auf  Schätzungen  mit  freiem  Auge  beruhen,  nur  als  Vorarbeiten 
betrachtet  werden.  So  lang  aber  eigentlich  photometrische  Be- 
stimmungen in  grösserer  Anzahl  fehlen,  ist  z.  B.  weder  an  völlig 
genügende  Sternkarten,  noch  an  genauere  Beobachtung  der  Licht- 
Verhältnisse  von  sogenannten  Veränderlichen  zu  denken.  Da  nun 
andererseits  durch  die  Arbeiten  von  St  ein  heil,  J.  Herschel, 
Dawes  etc.  der  Weg  zu  solchen  Untersuchungen  völlig  ange- 
bahnt ist,  so  findet  sich  die  Kaiserliche  Akademie  veranlasst, 
folgende  Preisfrage  auszuschreiben: 

Ks  sind  möglichst  zahlreiche  und  möglichst  genaue 
photometrische  Bestimmungen  von  Fixsternen  in  sol- 
cher Anordnung  und  Ausdehnung  zu  liefern,  dass  der 
heutigen  Sternkunde  dadurch  ein  bedeutender  Fort- 
schritt erwächst. 

Preis:  Dreihundert  Stück  k.  k.  österreichische  Münzducaten. 
Termin  der  Einsendung:  31.  December  1856.  Die  Ertheilung 
des  Preises  erfolgt  am  30.  Mai  1857. 


Preisaufgaben  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin. 

Ein  Freund  der  Naturwissenschaft  hat  der  physikalischen  Ge- 
sellschaft die  Mittel  verliehen,  bei  Gelegenheit  der  Feier  ihres 
zehnjährigen  Bestehens,  folgende  Preise  auszuschreiben: 

I.  Zwei  kleinere  Preise  von  je  Einhundert  Thaler  Gold 
sollen  durch  einen  vom  Vorstande  der  Gesellschaft  gewählteo 
Aussebuss 

a)   Der  besten  Arbeit  aus  dem  Gebiete  der  mathematischen 
Physik,  und 
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Der  besten  Arbeit  ans  dem  Gebiete  der  Experimental- 
•  r»  Physik 

zuerkannt  werden,  welche  im  Jahr  1855  entweder  als  selbstän- 
dige Schrifi  oder  in  dem  entsprechenden  Jahrgang  einer  Zeit-  oder 
G  eselisch  aftsschrilt  gedruckt,  bis  zum  1.  April  des  Jahres  1856 
zur  Bewerbung  eingesandt  sind. 

•  'Zu  dieser  Bewerbung  werden ,  der  Absieht  des  Gebers  gemfiss, 
▼orzugs weise  solche  jüngere  deutsche  Physiker  eingeladen, 
deren  Arbeiten  durch  die  Gewinnung  eines  dieser  Preise  in  nütz? 
lieber  Weise  gefördert  werden  können. 

Die  moUvirte  Zuerkennung  der  Preise  erfolgt  öffentlich  in  der 
ersten  Sitzung  der  Gesellschaft  im  Juli  J850. 

II.  Ein  grösserer  Preis  von  Zweihundert  und  Fünfzig 
Thaler  Gold  soll  von  einem  wie  oben  gewählten  Ausschüsse 
derjenigen  iingedruckten  und  ohne  Angabe  des  Verfassers  einge- 
sandten Arbeit  zuerkannt  werden,  welche  am  befriedigendsten 
nachstehende  Aufgabe  lost. 

„Die  schon  früher  von  einzelnen  Naturforschern  angesprochene  An« 
„sieht,  das»  die  Wärme  nicht  ein  besonderer  Stoff,  sondern  Jinr  eine  Be- 
tt wegung  der  kleinsten  Theilchen  der  sonst  vorhandenen  Stoffe  sei,  ist, 
„nachdem  sie  lange  wegen  mancher  ihr  entgegenstehender  Schwierigkeiten 
„nicht  hatte  durchdringen  können,  in  neuerer  Zeil  t hei Is  durch  theore- 
tische, theil*  durch  experimentelle  Untersuchungen  soweit  begründet, 
„das»  an  ihrer  Richtigkeit  kaum  noch  zu  zweifeln  ist.  Nach  dieser  Theo« 
.»rie  lässt  sich  Warme  in  mechanische  Arbeit  und  umgekehrt  Arbeit  in 
i« Wärmt  verwandeln,  und  die  Arbeitsgrosse,  welche  dabei  einer  Wärme- 
Feinheit  entspricht,  nod  welche  man  das  mechanische  Aequivalcnt 
„der  Wärme  genannt  hat,  ist  jedenfalls  eine  der  wichtigsten  Constanten 
„der  ganzen  Physik,  indem  sie  nicht  nur  hei  der  Bestimmung  der  Arbeits- 
fähigkeit der  durch  Wärme  getriebenen  Maschinen  eine  unmittelbare 
„praktische  Anwendung  findet,  sondern  auch  in  vieleu  anderen  Unter- 
suchungen eine  bedeutende  Holle  spielt.  Der  Werth  dieser  Grö»»e  l;is*t 
„sich  durch  theoretische  Schlüsse  aus.  dem  Verhalten  -verschiedener  K.ör- 
,.perf  besonders  der  Gase  and  Dämpfe,  ableiten;  indessen  müssen  bei 
„jeder  solchen  Rechnung  mehrere  Beobachlungsdata  zu  Grunde  gelegt  wer- 
,.den,  weiche  seihst  zum  Theil  noch  nicht  mit  der  nöthlgen  Genauigkeit 
„bekannt  sind.  Ausserdem  ist  von  Herrn  James  Pr  esc  Ott  Joule  eine 
„Reihe  von  experimentellen  Untersuchungen  zur  unmittelbaren  Bestim- 
„mung  jener  Grosse  angestellt;  aber  so  werthvoll  diese  Arbeiten  auch 
„unzweifelhaft  sind,  so  liegt  es  doch  In  der  Natur  der  Sache,  dass  bei 
„so  schwierigen  Versuchen  das  Resultat  immer  noch  mit  einiger  Unakher- 
„heit  behaftet  bleibt,  und  nur  durch  vielfach  wiederholte  Bestimmung 
„derselben  Zahl  unter  möglichst  veränderten  Umständen  kann  allmälig 
„der  Grad  von  Genauigkeit  und  Sicherheit  erreicht  werden,  welcher  für 
„diese  Conslanle  dringend  zu  wünschen  ist.  Demnach  würde  es  für  die 
„Wissenschaft  sehr  nützlich  sein,  wenn  mehrere  Physiker  sich  diesem 
„Gegenstände  zuwendeten,  und  die  physikalische  Gesellschaft  stellt  daher, 
„um  auch  ihrerseits  eine  Anregung  hierzu  zu  geben,  die  Aufgabe: 

„„das  mechanische  Aequivaleut  der  Wärme  experi- 
„„menlell  zn  bestimmen.1"1  ,  „ 

Die  Darstellung  der  Versuche  muss  eine  klare  Einsicht,  nicht 
nur  in  die  einzelnen  Ergebnisse,  sondern  auch  in  die  angewandten 
Versuchsweisen  und  Vorsichtsmassregeln  gewähren,  und  daher 
von  Abbildungen  etwaiger  neuer  Vorrichtungen  begleitet  «ein. 
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Die  Bewerbunpschriften  dürfen  in  deutscher,  französischer, 
englischer  oder  lateinischer  Sprache  abgefasst  sein.  Bei  den  Zahlen- 
angaben ist  der  leichteren  VergJeichung  halber  das  neufranzösiscbe 
Mass-  und  Gewichtssystem  und  liir  Temperaturen  die  Centesimalscale 
anzuwenden.  Schriften,  welche  auf  störende  Weise  unleserlich 
geschrieben  sind,  können  von  der  Bewerbung  ausgeschlossen  werden. 

Die  äusserste  Frist  für  die  Einsendung  der  Üetverbungsschriften 
ist  der  14.  Jauuhr  1857.  Jede  derselben  ist  mit  einem  Wahlspruch 
zu  versehen  ubd  dieser  auf  der  Aussenseite  des  versiegelten  Zet- 
tels, welcher  den  Namen  des  Verfassers  enthält,  zu  wiederholen. 

Die  motivirte  Zuerkennung  des  Preises  erfolgt  ftffentlieh  in  der 
ersten  Sitzung  der  Gesellschaft  im  Juli  1857.    Die  zu  den  nicht 

gekrönten  Abhandlungen  gehörigen  versiegelten  Zettel  werden  bei 
erseihen  Gelegenheit  uneröffnet  verbrannt.  Eine  Tbeilung  des 
Preises  findet  nicht  statt.  Die  eingegangenen  Handschriften  sämnit- 
licher  Abhandlungen  werden  zurückbehalten. 

Der  Verfasser  der  gekrönten  Abhandlung  ist  verpflichtet,  die- 
selbe binnen  Jahresfrist  unverändert,  wenn  auch  nach  seinem  Be- 
lieben mit  Zusätzen,  in  den  Druck  zu  gehen.  Geldschuierigkeiten, 
die  sich  dabei  einstellen  sollten,  wird  die  Gesellschaft  nach  Mass- 
gabe ihrer  Mittel  zu  heben  suchen. 

Sowohl  die  Bewerbun<rsschriften  um  den  grösseren  Preis,  als 
die  zur  Bewerbung  um  die  beiden  kleineren  Preise  bestimmten 
gedruckten  Abhandlungen  sind  entweder  dem  Vorsitzenden  der 
Gesellschaft,  Prof.  Du  Bois-Rey mond ,  Neuenhurgerstr.  5.,  oder 
ihrem  Schriftführer,  Dr.  Krönig,  Bernburgerstr.  24.,  soweit  es 
thunlich  ist,  postfrei  einzusenden. 

Sollte  unter  den  Bewerbungsschriften  um  einen  der  drei  Preise 
keine  des  betreffenden  Preises  würdig  erachtet  werden,  so  behalt 
sich  der  Vorstand  vor,  über  die  Verwendung  des  ausgesetzten 
Preises  im  Einverständnis«  mit  dem  Geber  das  Weitere  zu  ver- 
fugen, nach  Befinden  denselben  nochmals  auszuschreiben. 

Berlin,  14.  Januar  1855. 
Der  zeitige  Vorstand  der  physikalischen  Gesellschaft 

E.  au  Bois-Reymond.   A.  Kboemg.   W.  Brix. 
W.  Beetz.    R.  Clacsiüs.    F.  Vettin.    D.  Splitgebbek. 

'..Ii  »  , 

"  •  ■<  ,  " 

Preisaufgabe  der  Pariser  Akademie. 

Trouver  ponr  tm  exposant  entier  qnelconque  n  les  Solutions 
en  nombres  entiers  et  inegaux  de  l'4quation  jr"-f-jf"  =  z»,  ou  prou- 
▼er  quelle  n'en  a  pas  quand  n  est  plus  grand  que  2.  Valejjr  du 
prix:  3000  Franca.    Limite  du  concours  1"  Avril  1850. 

I«.  i  <  . 
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Am  23sten  Februar  1855,  Morgens  bald  nach  1  Uhr, 

•tarb 

Carl  Friedrich  Gauss. 

Er  war  am  30sten  April  1777  zu  Brannschweig  geboren, 
seit  1807  Professor  in  Göttingen. 

Sibi  gratulentur  Mortale«  tale  tantomque  exatitiaae 
lliimani  Generia  Decoi. 


Geometrie.  r* 

Lehrbuch  der  Geometrie  zum  Gebrauche  an  höhe- 
ren Lehranstalten.  Von  Dr.  Cduard  Heis,  Prof.  an  der 
Königl.  Akademie  zu  Münster,  und  Thomas  Eschwei- 
ler, Director  der  höheren  Burgerschule  zu  Köln.  Erster 
Tbeil.    Planimetrie.    Köln.  (Du  Mont- Schauberg.)  1855. 

Dieses  neue  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Schulen  zeichnet 
sich  durch  die  Einfachheit  und  Deutlichkeit  seiner  Darstellung 
sehr  vorteilhaft  aus.  Ausser  den  Lehren  der  gewöhnlichen  Ele- 
mentar-Geometrie  enthält  es,  in  sehr  verständiger  Auswahl,  von 
der  sogenannten  neueren  Geometrie  alles  Dasjenige,  was  dem 
Zwecke  der  Schule  entsprechen  möchte,  und  scheint  eben  so  wie 

Thl.  XXIV.  Hft.  3.  9 
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wir  dem  Grundsätze  zu  huldigen,  dass  man  mit  diesen  Dingen  auf 
der  Schule  ja  nicht  zu  weit  gehen  dürfe,  weil  ja  die  Schule,  na- 
türlich neben  geometrischen  Uebungen  mancherlei  Art,  doch  jeden- 
falls nur  hauptsächlich  Das  lehren  und  zu  dem  vollkommensten 
geistigen  Eigenthum  der  Schüler  zu  machen  suchen  muss,  was 
zu  dem  Verständniss  der  folgenden  Theile  der  Mathematik  unbe- 
dingt erforderlich  ist,  und  dabei  vorausgesetzt  wird.  Wie  sehr 
manche  Schulen  den  letzteren  Gesichtspunkt  in  neuerer  Zeit  aus 
den  Augen  gesetzt  haben,  indem  sie  —  worin  nach  unserer 
Ansicht  mit  ein  Hauptgrund  der  nachher  namhaft  gemachten  Hebel* 
stände  liegt  —  ihre  Schüler  immer  und  immer  wieder  bloss  mit 
Gott  weiss  was  für  höchst  kunstreichen  geometrischen  Sätzen  und 
Sätzeben  bis  zum  vollkommensten  Ueberdruss  und  der  Erschlaf- 
fung ihrer  geistigen  Kraft  quälten*),  haben  neuerlich  sehr  unange- 
nehme, rfuf  höheren  praktischen  Lehranstalten  gemachte  Erfahrun- 
gen bewiesen,  wo  den  auf  Gymnasien  und  Realschulen  vorgebildeten 
Schülern  die  zum  Verständniss  der  Vorträge  über  sphärische  Tri- 
gonometrie, analytische  Geometrie  und  Curvenlehre  nothigen  Vor- 
kenntnisse in  hohem  Grade  mangelten.  Noch  weit  eher,  als  wir 
von  diesen  Uebelständen  Kenntniss  erhielten,  haben  wir  in  dem 
Archiv  auf  dieselben  schon  so  oft  dringend  hingewiesen  und  auf- 
merksam gemacht**),  dass  es  ganz  unnütz  sein  würde,  darüber 
jetzt  noch  ein  Wort  zu  verlieren.  Aber  verhehlen  können  wir  bei 
dieser  Gelegenheit  nicht,  wie  sehr  wir  durch  die  auch  bis  auf 
den  kleinsten  Punkt  unserer  eigenen  Ansicht  vollkommen  entspre- 
chende neueste  Verfügung***)  des  Hohen  Koni  gl.  Preus- 
sischen  U n terrich ts- Min isteriums  erfreut  worden  sind, 
welche  in  der  weisesten  und  väterlichsten  Fürsorge  für  das  künf- 
tige Wohl  und  das  künftige  Fortkommen  der  jungen  Staatsbürger, 
befiehlt,  dass  dergleichen  Uebelständen  bei  Ertheilung  des  mathe- 
matischen Unterrichts  unverweilt  auf  alle  mögliche  Weise  abgeholfen 
werden  solle  und  müsse. 

*)  Verständigen  und  rück  s  i  ch  Iii  ch  ihrer  pädagogischen 
Zweckmässigkeit  wohl  ü  herlegten  geometrischen  Uebungen ,  die, 
ohne  die  übrigen  eben  so  nöthigen  und  für  die  höhere  und  praktische 
Mathematik  theilweise  noch  nöthigern  Theile  der  Klementar-Matheroatik 
au  vernachlässigen,  unausgesetzt  anzustellen  sind,  ihren  woblbegrün- 
deten,  ausser  aller  Frage  stehenden,  grossen  Werth  absprechen  zu  wollen, 
wäre  natürlich  die  grösste  Thorheit. 

**)  Man  sehe,  um  nur  ein  Beispiel  aus  neuerer  Zeit  anzuführen, 
Thl.  XXIII.  S.  208.  oder  auch  ThI.  XX.  Literur.  Her.  Nr.  LXXVIII.  S.  970. 

***)  So  weit  unsere  Kenntniss  reicht  vom  20.  December  1854.  M.  s. 
das  Programm  des  Gymnasiums  zu  Anclam  von  Ostern  1865  8. 13.  uad 
das  des  Gymnasiums  zu  Stargard  von  Ostern  1855  S.  19. 


Digitized  by  Goog 


Literarischer  Bericht  XCV. 


Dass  manche  eigentümliche  Beweise  und  Darstelluugsarten, 
auf  die  wir  hier  nicht  einzeln  hinweisen  kunoen,  in  diesem  ßuche 
nicht  fehlen,  versteht  sich  bei  so  kenntnissreichen  und  gewandten 
Verfassern  von  selbst;  und  da  nun  das  Buch  ausserdem  auch 
noch  eine  ziemliche  Anzahl  zweckmässiger  Uebungsaufgaben  ent- 
hält, so  darf  dasselbe  unseren  Lesern  gewiss  recht  sehr  zur  Be- 
achtung empfohlen  werden.  Dem  zweiten,  die  Stereometrie  ent- 
halteoden  Tbeile  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 

■ 

Die  Grundlehren  der  niederen  Messkunde,  leicht 
fasslich  dargestellt  von  Dr.  Leopold  Königer.  Frank- 
furt a.  M.  (SauerlSnder.)  1855.  8. 

Dieses  Schrifteben  enthält  auf  80  Seiten  die  ganze  ebene 
Geometrie,  die  Stereometrie  und  ebene  Trigonometrie,  ja  selbst 
auch  die  Polygonometrie.  Der  Versuch,  die  nötbigsten  und  wich- 
tigsten Lehren  der  Mathematik  in  möglichster  Kurze  und  Einfach- 
heit darzustellen,  ist  nicht  neu.  Jeder  derartige  Versuch  erregt 
ein  gewisses  Interesse.  Aber  innere  Wahrheit  und  Strenge  wird 
immer  auch  die  Hauptbedingung  bleiben  müssen,  welcher  ein  sol- 
cher Versuch  zu  genügen  hat.  Die  Hauptgrundlage,  kann  man 
sagen,  bildet  der  auf  S.  6.  und  7.  vorgetragene  Satz:  Parallele 
Linien  zwischen  parallelen  Linien  sind  gleich.  Liest 
man  nun  aber  die  Begründung  dieses  Satzes  a.a.O.,  welche  auf 
einer  Art  von  Gränzenbetrachtung  beruhet,  so  trauet  man  in  der 
That  seinen  Augen  kaum  und  frägt  sich,  wie  der  Herr  Verfasser 
solche  Dinge  dem  mathematischen  Publikum  auftischen  kann.  Diese 
Begründung  ist  in  der  That  unter  aller  Kritik,  und  wir  befin- 
den uns  wirklich  in  Verlegenheit,  wenn  wir,  ohne  hier  nicht 
zulässige  Weitläufigkeit,  dem  Herrn  Verfasser  alle  in  den  betref- 
fenden wenigen  Zeilen  enthaltenen  Fehler  nachweisen  sollen. 
Weil  wir  aber  doch  als  Kritiker  etwas  zur  Widerlegung  sagen  müssen, 
so  wollen  wir  nur  Folgendes  bemerken.  Der  Herr  Verfasser  will 
zeigen,  dass  AB  —  AXBX  ist  •).    Dies  beweist  er  so.  „Nimmt 

man  den  Abstand  PAX  unendlich  gross  an,  so  ist   pj  1 — - 

eine  unendlich  kleine  Grosse,  die  =0  zur  Grenze  hat.  Da  in 
diesem  Falle  die  Linien  CD  und  CXDX  offenbar  einander  parallel 

sind  und  aus  — — 'p^~ -=0  AB=zAxBx  erhalten  wird,  so  folgt 

der  zu  beweisende  Satz."  Wie  in  aller  Welt  aber  kann  der  Herr 
Verfasser  daraus,  dass  PAX  unendlich  gross  ist,  oder,  wie  er 


•)  M.  •.  ■eine  Figur. 
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sagt,  als  unendlich  gross  angenommen  werden  soll,  schliessen,  dass 

ß   

 p^- — -=0  ist.  Dieser  Scbluss  würde  doch  nur  dann  gerecht- 
fertigt sein,  wenn  man  sich  bestimmt  versichert  halten  konnte, 
dass  der  Zähler  AB—  AxBl9  auf  dessen  Bestimmung  es 
hier  ja  eben  ankommt,  der  ja  hier  eben  erst  be&timmt 
werden  soll  und  an  sich  völlig  unbekannt  ist,  eine  end- 
liche bestimmte  Grosse  wäre  oder  wenigstens  eine  solche  niemals 
ubersteigen  konnte.  Ueberhaupt  daraus,  dass  der  Nenner  eine* 
Bruchs  sich  dem  Unendlichen  nähert,  schliessen  wollen,  da*s 
der  Bruch  selbst,  dessen  Zähler  man  gar  nicht  kennt, 
auf  dessen  Bestimmung  es  eben  erst  ankommt,  Null 
sein  oder  sich  der  Null  näheren,  und  dass  also  nun  der  Zähler  Null 
sein  müsse,  ist  eine  Schlussweise,  welcher  ein  Epitheton  ornans 
gebührt,  das  wir  hier  nicht  aussprechen  wollen.  Es  könnte  ja  auch 
der  Bruch  bei  in's  Unendliche  wachsendem  Nennfcr  sehr  wdhl  sich 
der  Null  nähern,  ohne  dass  der  Zähler  sich  der  Null  näherte  oder 
Null  wäre,  wenn  derselbe  nämlich  Oberhaupt  nur  eine  endliche  be- 
stimmte Grosse  wäre  oder  eine  solche  nie  überstiege.  Da  der  ganze 
Beweis  nur  ein  Fehler  ist,  so  ist  dagegen,  und  eben  so  auch 
über  den  übrigen  Inhalt  des  Büchleins,  nichts  weiter  zu  sagen. 

Die  Entfern  ungsorter  geradliniger  Dreiecke.  U.  Die 
äusseren  Entfernungsörter.  Eine  geometrische  Ab- 
handlung von  C.  F.  A.  Jacobi,  Professor  in  Pforta.  Mit 
zwei  Figurentafeln.   Jena.  Frommann   1854.   4.    1  Thlr. 

Diese  Schrift  ist  eine  Fortsetzung  der  in  dem  Aufsatze  Archh 
Theil  XVII.  Nr.  XIV  .  S.  361.  ausführlicher  besprochenen  Schrift, 
und  ganz  in  derselben  Weise  wie  jener  erste  Theil  verfasst,  so 
dass  wir  über  die  vorliegende  zweite  Abtheilung  hier  nichts  wei- 
ter zu  sagen  brauchen. 

Fünf  merkwürdige  unendliche  Reihen  für  die  Sinus 
und  Cosinus  vielfacher  Bogen  und  für  die  Zahlen  " 
und  wa,  auf  elementar-geometrischem  Wege  entwickelt- 
Nach  den  hi n ter lassene n  Papieren  des  am  10.  Novem- 
ber 1853  zu  Potsdam  verstorbenen  O berstlieutenanfcs 
Tzahn  bearbeitet  und  zum  Besten  der  Hinterbliebenen 
hülfsbed  ürfti  gen  Familie  desselben  herausgegeben 
und  verlegt  von  Dr.  J.  W.  H.  Lehmann.  Berlin.  (In  .Com- 
mission  bei  F.  Schneider.)   1855.  4. 

Herr  Doctor  Lehmann  in  Potsdam  hat  durch  die  Heraus- 
gabe und  Verlegung  dieser  Schrift  sich  ein  dreifaches  Verdienst 
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«rwcrben.  Erstens  dadurch,  dass  er  die  auf  dem  Titel  erwähn- 
ten fünf  merkwürdigen  Keiften  aus  den  Papieren  de«  verstorbenen 
würdigen  Oberetlieutenants  Tzahn  in  Potsdam,  welcher  20  Jahre 
lang,  natürlich  nicht  im  Sinne  der  gewöhnlichen  Okel -Quadrirer, 
Forschungen  über  die  Quadratur  des  Kreises  anstellte,  zum  From- 
men der  Wissenschaft  überhaupt  veröffentlichte.  Zweitens  da- 
durch, dass  er  mehrere  dieser  Reihen  mit  elementar  gehaltenen 
Beweisen,  als  Producte  seines  eigenen  mathematischen  Scharf- 
sinns, versah,  oder  deren  Beweise  vervollständigte  und  ergänzte. 
Drittens  dadurch,  dass  er  diese  Schrift  in  Selbstverlag  über- 
nahm, ihren  Druck  aus  eigenen  Mitteln  bestritt  und  den  ganzen 
Erlös  aus  ihrem  Verkauf  zur  Unterstützung  der  von  dem  Oberst- 
lieutenant Tzahn  nachgelassenen  würdigen  Familie  bestimmte,  deren 
grosse  Nülfsbedürftigkeit  vorzüglich  dadurch  veranlasst  wnrden  ist, 
dass  der  Erblasser  der  von  Herrn  Dr.  Lehmann  herausgegebe- 
nen Papiere,  beim  Autritt  seiner  zweiten  Ehe  schon  pensionirt 
und  daher,  zur  Eirikaufung  semer  Gattin  in  die  Wittwenkasse  nicht 
unbedingt  verpflichtet,  diesen  für  die  Subsistcnz  seiner  Hinter- 
bliebenen so  notwendigen  Schritt  nnterliess,  weil  einesteils  der- 
selbe bei  dem  enormen  Unterschiede  zwischen  seinem  Alter  und 
dem  seiner  Gattin  mit  ausserordentlichen  Kosten  verbunden  war, 
und  er  anderntheils  eine  zuversichtliche  Hoffnung  sowohl  auf  kör- 
perliche Rüstigkeit,  als  auf  das  Gelingen  seiner  grossen  Bemühung 
um  die  Quadratur  dos  Kreises  und  auf -eine  allgemeine  Anerken- 
nung seines  Verdienstes  setzte.  Wir  wünschen  sehr,  dass  die 
Leser  des  Archivs  durch  Ankaufung  dieser  Schrift  den  in  jeder 
Beziehung  höehst  edlen  Zweck,  welchen  Herr  Doctor  Leh.mann 
durch  deren  Herausgabe  zu  erreichen  wünscht  und  hofft,  befördern 
helfen  mögen,  und  geben  denselben  die  Versicherung,  dass  ihnen 
die  Schrift  eine  lehrreiche  Leetüre  gewähren  wird.  Herr  Doctor 
Lehmann  hat  sich  schon  vielfache  Verdienste,  namentlich  auch 
um  die  Methoden  der  annähernden  Berechnung  gewisser  numeri- 
scher Werthe  erworben,  wie  am  Besten  aus  seiner  ausgezeichne- 
ten Abhandlung  über  die  Berechnung  der  Zahl  n  im  21sten 
Theile  des  Archivs  Nr.  XIII.  S.  121.  erhellet,  die  ihrer  Vor- 
trefflichkeit  wegen  auch  neuerlich  in  den  von  den  Herren  Terquem 
und  Gcrono  herausgegebenen  Nouvelles  Annales  de  Mathe- 
matiques  in  einem  ausführlichen  Auszuge  übersetzt  worden  ist. 
Gleiche  lehrreiche  Bemerkungen  über  dergleichen  Berechnungen  wer- 
den die  Leser  auch  Inder  vorliegenden  Schrift  in  reichem  Maasse  finden, 
wodurch  natürlich  ihr  Interesse  und  ihr  Werth  sehr  erhöhet  wer- 
den muss.  Und  da  in/derselben  absichtlich  Alles  möglichst« elemen- 
tar »gehalten,  ja  am  finde  der  Schrift  in  §.  32.  der  Wunsch  .ausge- 
sprochen worden  ist,  dass  ein  OTheihihres  Inhalte* in  den  mathematir 
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sehen  Elementar  Unterricht  aufgenommen  werden  möge,  so  werden 
gewiss  auch  die  Bibliotheken  der  Gymnasien  nnd  Realschulen  nicht 
säumen,  den  edlen  Zweck  des  Herrn  Herausgebers  durch  Ankaof 
der  Schrift  befördern  zu  helfen.  Dass  dies  in  reichstem  Maasse 
geschehen  mr.ge,  ist  wenigstens  der  innigste  Wunsch  des*  Her- 
ausgehers des  Archivs  und  der  Hauptzweck  der  obigen  Zeilen. 


Mechanik. 

Die  Czperimental - H yd raulik.  Eine  Anleitung  zur 
Ausführung  hydraulischer  Versuche  im  Kleinen,  nebst 
Beschreibung  der  hierzu  uöthigen  Apparate  und  Ent- 
wickelung  der  wichtigsten  Grundformeln  der  Hydrau- 
lik, so  wie  Vergleicbung  der  durch  diese  Apparate  ge- 
fundenen Versuchsresultate1  mit  der  Theorie  und  mit 
den  Erfahrungen  im  Grossen.  Bearbeitet  von  Julius 
Weisbach,  Professor  zu  Freiberg.  Mit  149  Holzschnit- 
ten.  Freiberg.  Engelhardt.  1855.   2  Thlr.  10  Ngr. 

Obiger  Titel  dieses  Buchs,  das  wir  Praktikern  zur  Beachtung 
empfehlen,  ist  so  ausfuhrlich,  dass  wir  Ober  dessen  Zweck  und 
Inhalt  hier  nichts  weiter  zu  sagen  brauchen.  Nur  wollen  wir  uns 
zu  bemerken  erlauben,  dass  Herr  Julius  Weisbach  jedenfalls 
sehr  wohl  daran  gethan  hat,  sich  in  diesem  neuesten  Producta 
seines  mathematischen  Genies  lediglich  auf  dem  Gebiete  des  Ex- 
periments zu  halten,  wobei  wir  ihm  zugleich  wohlmeinend  zu  rathen 
nicht  unterlassen  können,  dies  fernerhin  immer  zu  thun,  und  sich 
besonders  ja  niemals  wieder  in  das  Bereich  der  Differential-  und 
Integralrechnung  und  der  höheren  Mathematik  Oberhaupt  zu  wa- 
gen, da  die  mathematische  Analysis  durch  seine  berühmten 
Grundlebren  der  höheren  Analysis.  Braunschweig.  1849. 
doch  in  der  That  schon  zu  sehr  an  ihrer  Ehre  gekränkt  worden  ist. 


Astronomie. 

Der  Jahrgang  1855  des 

Kalenders  für  alle  Stände, 

durch  dessen  Herausgabe  Herr  Professor  v.  Littrow  in  Wien 
sich  ein  anerkennungswerthes  Verdienst  erwirbt,  enthält  auch 
diesmal  so  werthvolle  wissenschaftliche  Zugaben,  dass  wir  unsere 
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Leser  ganz  besonders  auf  denselben  aufmerksam  zu  machen  Tür 
unsere  Pflicht  halten,  weil  sie  darin  Zusammenstellungen  finden 
tverden,  deren  Kenntniss  sie  sich  sonst  nur  aus  grossen,  ihnen 
gewiss  theilweise  wenig  zugänglichen  Werken  würden  verschaffen 
können,  und  die  ausserdem  noch  das  Verdienst  besitzen,  das« 
die  betreffenden  Gegenstände  darin  bis  auf  die  neueste  Zeit  fort- 
geführt worden  sind.  Je  weniger  Dieser  oder  Jener  dergleichen 
werthvolle  und  allgemein  nützliche  Dinge  in  einem  solchen,  mit 
einem  so  ausserordentlich  geringen  Kostenaufwande  zu  erwerben- 
den schätzbaren  Buche  suchen  dürfte,  desto  mehr  halten  wir  uns 
für  verpflichtet,  hier  darauf  besonders  aufmerksam  zu  machen. 

Zuerst  giebt  Herr  v.  Littrow  ein  Verzeichniss  aller 
bisher  berechneten  Kometen,  natürlich  mit  genauer  Angabe 
der  ihre  Bahnen  bestimmenden  Elemente,  ihrer  Entdecker  und 
Berechner.  Zu  Grunde  liegt  dabei,  wie  sich  von  selbst  versteht, 
das  Olbers-Gallesche,  bis  zum  zweiten  Kometen  von  J847 
reichende  Verzeichniss,  welches  179*)  Nummern  enthält;  das 
Verzeichniss  des  Herrn  v.  Littrow  reicht  dagegen  bis  zu  dem 
«weiten  Kometen  vom  Jahre  1854  und  enthält  199  Nummern.  In 
einer  Reihe  von  Bemerkungen  sind  alle  besonderen  Merkwürdig- 
keiten, welche  die  in  dem  Verzeichnisse  enthaltenen  Kometen 
dargeboten  haben,  mitgetheilt.  Die  Kometen,  deren  Rückkehr 
als  genau  constatirt  betrachtet  werden  kann,  sind  durch  zweck- 
mässige Zeichen  hervorgehoben. 

Ferner  theilt  Herr  v.  Littrow  aus  der  Connaissance  des 
temps  1866  einen  sehr  interessanten  Aufsatz:  Ueber  die  Va- 
riationen des  Ganges  der  Chronometer  mit,  der  für  alle 
Besitzer  genauer  Uhren  sehr  lehrreich  ist.  Herr  Lieussou  in 
Paris  hat  nämlich  in  neuester  Zeit  an  einer  grossen  Anzahl  von 
Chronometern  Untersuchungen  über  die  Unregelmässigkeiten  ihres 
Ganges  angestellt,  sowohl  bezüglich  des  Temperaturwechsels,  als 
der  Verdichtung  des  Oels.  Aus  diesen  Untersuchungen  ergab  sich, 
dass  der  Gang  eines  Chronometers  bei  einer  constan- 
ten  Temperatur  so  variirt,  wie  die  Ordinaten  einer  Ge- 
raden, und  folgt  ich  jeden  Tag  durch  a  -f  6  x  vorgestellt 
werden  kann.  Was  den  Einfluss  der  Variationen  der  Tempe- 
ratur auf  die  täglichen  Gänge  betrifft,  so  stellte  er  sich  in  der 
eben  betrachteten  Curve  durch  die  Distanzen  heraus,  welche  die 
einzelnen  parallelen  Geraden  trennten.  Nach  einigen  Versuchen 
erkannte  Lieussou,  dass  diese  Distanzen  variiren  im  Verhält- 


")  Ich  entnehme  diese  Nummer  aus  dem  v.  Littro  w'echeo  Verseich- 
nisae  selbst. 
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pisse  des  Quadrats  der  wirklichen  Temperatur  des  Chronometers 
und  einer  bestimmten  anderen,  welcher  das  Maximum  des  tät- 
lichen Gangs  entspricht,  und  zwar  zeigte  sich  diese  zweite  Tem- 
peratur gleich  dem  Mittel  aus  den  beiden,  für  welche  die  Uhr 
regulirt  wurde  *).  Wir  bedauern ,  dass  uns  der  Raum  verbietet, 
hier  mehr  aus  diesem  sehr  interessanten  Aufsätze  mitzutheilen, 
verweisen  aber  die  Leser,  die  sich  für  dergleichen  Gegenstande 
interessiren,  dringend  auf  denselben. 

Ferner  enthalt  der  Kalender  interessante  Mittheilungen  «her 
W.  Stnuve's  neueste  Untersuchungen  über  Fixsterne, 
und  zuletzt  giebt  Herr  v.  Littrow  ein  höchst  verdienstliches  und 
sehr  vollständiges  Verzeichniss  der  Bahnnähen  zwischen  den 
periodischen  Gestirnen  des  Sonnensystems,  ganz  nach 
seinen  eigenen  Bestimmungen,  durch  welche  er  sich  bekanntlich 
ein  besonderes  Verdienst  erworben  hat,  und  welche  hauptsäch/f'ch 
deshalb  so  verdienstlich  sind,  weil  sie  zuerst  mit  Hülfe  der 
Lehre  von  den  Maximis  und  Mintmis  auf  ein  ganz  bestimmtes 
geometrisches  Princlp  gegründet  worden  sind,  wogegen  alle  frühe» 
ren  Bestimmungen  nur  auf  ganz  vagen  Vorstellungsweisen  beruhe- 
ten und  vor  dem  Richterstuhle  der  strengen  Geometrie  keines- 
wegs besteben  konnten. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien     Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost.  Majestät  auf  öffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow.  Dritte 
Folse.    Vierter  Band.    Jahrgang*1854.    Wien.  1855.  8.  (S. 
Literar.  Ber.  Kr.  LXXXIX.  S.  9.) 

Die  Wiener  Sternwarte  ist  gegenwärtig  das  astronomische  In- 
stitut in  Deutschland,  welches  seine  Beobachtungen  am  regelmäs* 
sigsten  veröffentlicht,  und  der  Herr  Herausgeber  erwirbt  sieb  durch 
diese  regelmässigen  Publicationen  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst 
um  die  Wissenschaft.  Der  vorliegende  neueste  Band  enthält: 
I.  Beobachtungen  von  Cometen  am  Refractor  in  den 
Jahren  1847  bis  1854,  redigirt  von  Hornstein,  Adjunc- 
ten  der  Sternwarte.  II.  Nachträge  zu  den  Planeten- 
und  Cometenbeobachtungen  am  Refractor  in  den  Jahr- 

 i 

*)  Besseren  Verständnisses  wegen  bemerken  wir,  dass  man  hei  Re- 
£t)lirung  der  Compensationsvorricbtnng  die  Uhr  zirei  bedeutend  von  ein- 
under  verschiedenen  Temperaturen-  auszusetzen  pflegt  und  es  dahin  *n 
bringen  an  cht,  dass  nie  hei  beiden  denselben  Gang  zeigt. 
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gingen  1853  und  1854  der  Annalen.  III.  Beobachtungen 
am  Meridiankreise  vom  5.  September  1838  bis  finde  1840. 

* 

Herr  Karl  Müsta,  welcher  jetzt  der  Sternwarte  zu  San- 
tiago de  Chile  als  Director  vorsteht,  hat  uns  kürzlich  seine 
in  der  Schrift: 

Informe  sobre  las  o bservaci ones  hechas  durante 
el  eclipse  solar  de  30  de  Noviembre  de  1853,  presen- 
tado  al  Sennor  Ministro  de  instruccion  publica  por 
Cärlos  Moesta.   Santiago  de  Chile.  1854. 

niedergelegten  Beobachtungen  der  Sonnenlinsterniss  vom  30.  No- 
vember 1853,  zu  deren  Anstellung  er  sich  nach  Pisco  in  Peru 
begab,  mitzutheilen  die  Güte  gehabt.  Wir  empfehlen  diese  in 
astronomischer  und  physikalischer  Rücksicht  wichtige  und  inter- 
essante Schrift  unsern  Lesern  sehr  zur  Beachtung.  Nach  einer 
Einleitung  enthalt  dieselbe:  „I.  Fenomenos  de  luz  referen- 
tes  a  la  atmosfera  de  sol  i  a  la  diafanitad  de  la  atm6s- 
fera  terrestre.  II.  Fenomenos  meteorolojicos  i  algunas 
otras  observaciones.  III.  Determi nacion  de  la  posicion 
jegraT^ca  de  varios  lugares  de  Peru."  Eine  sehr  schöne 
illuminirte  Zeichnung  der  Finsterniss  bei  ihrer  Totalität  mit  der 
Corona  und  den  bekannten  Protuberanzen  ist  eine  sehr  werthvolle 
Zugabe. 


Physik. 

Der  Foucault'schc  Pen del versuch  als  directer  Be- 
weis von  der  Achsendrehung  der  Erde  von  Professor 
Delabar.  Eine  Abhandlung,  die  in  der  allgemeinen 
Versammlung  der  schweizerischen  naturforschenden 
Gesellschaft  zu  St.  Gallen  am  24.  Juli  1854  vorgetragen 
wurde.  Mit  4  Tafeln  Abbildungen.  St.  Gallen.  (Scheit- 
lin  &  Zollikofer.)  1855.  8. 

Unter  den  Schriften,  welche  den  berühmten  Fo uc au 1 1 'sehen 
Versuch  zum  Gegenstande  haben  und  nicht  gerade  bis  in  die 
grüssten  Tiefen  der  Analysis  und  höheren  Mechanik  hinabzustei- 
gen beabsichtigen,  ist  die  vorliegende  unbedingt  eine  der  besten, 
ja  sie  hat  unter  allen  derartigen  Schriften  uns  eigentlich  am  Mei- 
sten angesprochen.  Nach  einer  kurzen  Einleitung  handelt  dieselbe 
mit  ungemeiner  Deutlichkeit  I.  vom  Prinzip  und  Beweis  des 
Foucault'schen  Pendelversuchs.  Zuerst  erläutert  der  ge- 
ehrte Herr  Verfasser  die  Sache  in  eigentümlicher,  sehr  sinnreicher 

3* 


10 


Literarischer  Bericht  XCV. 


Weise  bloss  mit  Hälfe  der  Elementar -Geometrie  und  der  einfachste« 
Grund  lehren  der  ebenen  Trigonometrie,  mit  Rücksicht  auf  die  be- 
treffende Literatur,  und  giebt  dann  noch  den  die  sphürische  Tri- 
gonometrie und  einige  Kenntnisse  der  Differentialrechnung  voraus- 
setzenden Esch  weil  er 'sehen  Beweis,  den  Herr  Director  E  Sch- 
weiler in  Köln  auch  den  Lesern  des  Archivs  in  Tbl.  XJX.  S.  51. 
dieser  Zeitschrift  mitzutheilen  die  Güte  gehabt  hat.  Ferner  ban- 
delt der  Herr  Verfasser  in  eben  so  deutlicher  Weise  II.  von  der 
Einrichtung  der  zum  Foucaul  t'schen  Pendel  versuch 
benothigten  Apparate  und  der  Methode  des  hierbei  be- 
folgten Verfahrens.  Die  nöthigen  Apparate  sind  mit  grosser 
Sorgfalt  beschrieben  und  alte  Vorsichtsumssregeln,  welche  das 
Gelingen  des  Versuchs  voraussetzt,  sind  sorgfältig  namhaft  ge- 
macht worden.  Endlich  wird  III.  die  wirkliche  Ausführung 
des  Fouc ault'schen  Pendelversuchs  in  der  Domkircfee 
zu  St.  Gallen  beschrieben,  woraus  hervorgeht,  das«  der  vor 
der  versammelten  schweizerischen  naturforschenden  Gesellschaft, 
etwa  vor  150  Personen,  angestellte  Versuch  jedenfalls  den  ge- 
lungensten beigezählt  werden  darf. 

Je  mehr  wir  Gelegenheit  gehabt  haben,  zu  bemerken,  wie 
wenig  eine  völlig  deutliche  theoretische  Einsicht  in  die  wahre 
Natur  des  Gegenstandes,  um  den  es  sich  hier  handelt,  bis  jetzt 
noch  verbreitet  ist,  ja  was  für  falsche  Beuriffe  man  über  denselben 
sogar  hin  und  wieder  noch  bei  Leuten  antrifft,  die  sich  das  Ansehen 
von  Physikern  geben  mochten:  desto  mehr  halten  wir  uns  für  ver- 
pflichtet, die  vorliegende,  sehr  deutlich  und  mit  feinem  mathema- 
tischen Takte,  —  der  hierbei  freilich  unerläßlicher  wie 
bei  irgend  einem  anderen  physikalischen  Gegenstande 
ist,  und  wo  er  sich  nicht  findet,  auch  kein  wahre*  Verstnndniss 
der  Sache  erwarten  la'sst,  —  übrigens,  etwa  mit  Ausnahme  des 
Esch wei I e r*schen  Beweises,  in  ganz  elementarer  Weise  ver> 
fasste  Schrift  zur  allgemeinsten  und  sorgfaltigsten  Beachtung  drin- 
gend zu  empfehlen.    Ohne  ein  gewisses  Maass  mathematischer 
Kenntnisse  kann  die  Sache  freilich  unmöglich  zum  Verstandniss 
gebracht  werden,  und  dergleichen  Versuche  vor  einem  ganz  an- 
mathematischen Publikum  anstellen  zo  wollen,  halten  wir  für  pure 
Taschenspielerei,  für  eine  eines  wissenschaftlichen  Mathematiker» 
und  Physikers  völlig  unwürdige  Escamotage,  worüber  des  Weite- 
ren wegen  des  Herausgebers  des  Archivs  eigene  elementar -ana- 
lytische Darstellung   dieses   wichtigen  Gegenstandes  im  Arclüv 
Tbl.  XX.  Nr.  V.  S.97.  nachgesehen  werden  kann.    Nur  vor  solche 
_  hochachtbare  Versammlungen,  wie  die,  welche  Herr  Professor 
Delabar  zu  seinem  Auditorium  wählte»  und  ähnliche,  gebäre« 
dergleichen  Versuche. 
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Voo  den  Schriften,  welche  die  Smf tbsonian  Institution 
zu  Washington  unter  dem  allgemeinen  TiteJ  Smithsonian 
Contributions  to  Knowledge  herausgiebt,  und  sich  dadurch 
ein  sehr  grosses  Verdienst  um  die  Wissenschaften  erwirbt,  sind 
uns  neuerlich  die  folgenden  wichtigen,  in  Quart  prachtvoll  gedruck- 
ten Werke  zugekommen,  die  wir  der  Aufmerksamkeit  unserer 
Leser  dringend  empfehlen,  ohne  uns,  wegen  der  Beschränktheit 
des  Raumes,  darauf  einlassen  zu  können,  deren  Inhalt  näher  an- 
zugeben, was  auch  unnothig  ist,  da  der  Kundige  denselben  aus 
den  blossen  Titeln  schon  hinreichend  erkennt,  und  schon  daraus 
ersehen  wird,  ob  dieselben  für  seine  eigenen  Arbeiten  und  Be- 
strebungen von  Wichtigkeit  sind  und  bei  der  WeHerfuhrung  der- 
selben nicht  entbehrt  werden  können: 

Researches  on  electrical  Rheometry.  By  A.  Secchi, 
Professor  of  Astronomy  and  Director  of  the  observa- 
toty  in  the  Roman  College  (Rome),  and  late  Professor 
o/Physics  and  Ast ronomyia  Georgetown  College.  (D.  CL) 

Ohservations  on  terrestrial  Maguetism.  By  John 
Locke,  M.  D.,  M.  A.  P.  S.  Professor  of  Chemistry  and 
Pharmacy  in  the  rnedical  College  of  Ohio. 

Winds  ofthe  northern  Hemisphere.    By  James  H. 
Coffin,  A.  M.,  Professor  of  Mathematies  and  natural 
Philosophy  in  Lafayette  College,  Easton,  Pensylva- 
nU.    Mit  sehr  vielen  trefflich  ausgeführten  Karten,  natürlich, 
ausser  für  die  Physik,  auch  sehr  wichtig  fär  die  Nautik. 


Vermischte  Schriften. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
zu  Bern.   Nr.  324  -  330.   (Vergl.  Liter.  Ber.  Nr.  XCIH.  S.  7.) 

R.  Wolf:  Nachrichten  von  der  Sternwarte  zu  Bern.  LIII. 
Beobachtungen  der  Sternschnuppen  iraSonim  er  Im!  f>  jähre  1854.  Nr.  324 
und  325.  —  LIV.  Meteorologische  Beobachtungen  im  Sommer  1854. 
—  Herr  R.  Wolf  theilt  auch  mehrere  interessante  Briefe  von  Christ. 
Wolf  an  Bernh.  Bilfinger  mit,  von  denen  dereine  ans  Halle, 
die  andern  aus  Marburg,  wo  Christ.  Wolf  nach  seiner  Vertrei- 
bung aus  Halle  bekanntlich  einige  Zeit  Professor  war,  bis  er  auf 
Friedrich  des  Grossen  Ruf  wieder  nach  Halle  zurückkehrte, 
geschrieben  sind. 

B.  S  tu  der:  Zur  geologischen  Karte  der  Schweiz.  Nr.  326 
und  327.  -  Auch  in  diesen  Nummern  theilt  Herr  R.  WoJf  einige 
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Briefe  von  Christ.  Wolf  an  Bilfinger  und  von  Voltaire  an 
Bertrand,  Sekretair  der  ökonomischen  Gesellschaft  zu  Bern, 
zu  deren  Mitglied  Voltaire  erwählt  worden  war,  mit 

R.  Wolf:  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  Nr.  328 
und  329.   LV.  Meteorologische  Beobachtungen  im  Herbste  1854. 

R.  Wolf:  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  Nr.  328  und  329.  XXXIII.  Verschiedene  No- 
tizen und  Antrüge.  Hierunter  ist  vorzuglich  die  folgende  Notiz 
über  den  grossen  Leonhard  Euler  interessant: 

„Nach  einer  mir"  —  sagt  Herr  R.  Wolf  —  „durch  die  Gute 
des  Herrn  Rathsherrn  Peter  Merian  in  Basel  zugekommenen 
Notiz,  war  Peter  Euler,  Vater  des  berühmten  Mathematikers 
Leonhard  Euler,  von  1703—1708  Pfarrer  in  St.  Jakob  bei  Ba 
/sei,  und  erhielt  erst  1708  die  Pfarre  in  Rieben,  auf  welcher  er  am 
JL'  13.  März  1745  starb.  Es  ist  also  die  häufig  vorkommende  Angabe, 
es  sei  Leonhard  Euler  in  Riehen  geboren*),  dahin  ru  be- 
richtigen, dass  er  in  Basel  geboren  wurde,  aber  seine  Jugend- 
jahre in  Riehen  verlebte." 

Ueber  den  Erfinder  der  Guldin'schen  Regel,  den  Jesuiten 
Paul  Guldin  von  St.  Gallen,  giebt  Herr  R.  Wolf  nach  Ric- 
cioli  folgende  biographische  Notiz: 

„Paulus  Guldin  Societ.  Jesu,  Sancto •  Gallensis  natus  Anno 
1577  die  12  Junii,  et  Habacuc  vocatus,  Frisinge  ad  fidem  catholi- 
cam  adduetus,  et  Monachii  Anno  1597  admissus  pro  Coadjutore 
temporali,  Pauli  nomen  assumpsit,  sed  detecta  in  eo  indole  exi- 
mia  ad  Matbesin,  Romam  vocatus  Philosoph,  ac  Matthen.  studuiU 
doeuit  Graecii  et  Viennae  Mathesim.  Scripsit  pro  Kaiendario  Gre- 
goriano  contra  Seth  um  Calvisium,  ubi  contra  Scaligeri  diatribaro 
de  Aequinoctiorum  praecessione.  Problema  geographicuro  de  dis- 
crepantia  in  numerandis  diebus  inter  eos,  qui  navigant  ad  orbem 
novum,  et  qui  ibi  consistunt,  Centrobaryca  et  alia:  obiit  Anno  1043." 
—  Am  bekanntesten  ist  Guldin's  Werk :  De  centro  gravi- 
tatis  libri  4.    Viennae  1635.  Fol. 

R.  Wolf:  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.   XXXIV.  Verschiedene  Notizen  und  Anträge. 

Gütigst  mitgetheilt  hat  uns  Herr  R.  Wolf  noch  eine  von  ihm 
gehaltene:  Gedächtnissrede  auf  Jacob  Bernoulli  zur 
zweiten  Säcularfeier  seiner  Geburt.  Bern  1855.,  auf  die 
wir  ihres  sehr  interessanten  Inhalts  wegen  unsere  Leser  ganz  be- 
sonders aufmerksam  machen  und  auf  die  wir  späterhin  zurückzu- 
kommen hoffen. 


*)  Allerdingt  ist  die«  die  gewöhnliche  Angabe. 


G. 


Literarischer  Bericht  XCVL  \ 

■ 


Literarischer  Bericht 

XCVL 


Trigonometrie. 

Theoretisch-praktisches  Handbuch  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometrie  mit  zahlreichen  Anwendun- 
gen derselben  auf  reine  und  praktische  Geometrie» 
physische  Astronomie,  geographische  Ortsbestimmung 
und  höhere  Geodäsie,  so  wie  Untersuchungen  über 
den  Eitifluss  der  Beobachtungsfehler  und  die  Mittel, 
denselben  zu  vermindern.  Von  ür.  J.  Dienger,  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  polytechnischen  Schule 
zu  Karlsruhe.  Mit  81  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.  Stuttgart.  Metzler.   1855.  8. 

• 

Dieses  Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
leistet  vollkommen,  wus  sein  Titel  verspricht,  und  verdient  na- 
mentlich allen  denen,  welche  praktische  Anwendungen  von  der 
Trigonometrie,  insbesondere  in  der  niederen  und  höheren  Geodäsie 
zu  machen  beabsichtigen,  recht  sehr  empfohlen  zu  werden.  Da- 
bei ist  noch  besonders  hervorzuheben,  dass  der  Herr  Verfasser 
bei  den  Beweisen,  namentlich  auch  der  goniometrischen  Formeln, 
vollständige  Allgemeinheit  zu  erreichen  gestrebt  hat,  was  leider 
in  der  Trigonometrie  so  häutig  vernachlässigt  wird,  und  doch  ge- 
rade in  dieser  Wissenschaft  von  so  grosser  Bedeutung  ist,  weil 
ja  eben  die  Grundformeln  derselben,  eben  so  wie  die  Formeln 
der  analytischen  Geometrie,  hauptsächlich  mit  die  Bestimmung 
haben,  den  analytisch -geometrischen  Untersuchungen  uud  Ent- 
wickelungen  vollkommene  Allgemeinheit  zu  verleihen,  nnd  die  Un- 
terscheidung spezieller  Fälle  unnöthig  zu  machen,  welche  letztere 
man  der  synthetischen  Geometrie  fiberlässt.  Wird  also  der  Nach- 
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weis  der  vollständigen  Allgemeinheit  der  Formeln  der  Trigonome- 
trie vernachlässigt,  so  verliert  diese  Wissenschaft  einen  grossen 
Theil  ihres  eigentlichen  Wesens  und  genügt  nicht  ihrer  Bestim- 
mung,  was  der  Herr  Verfasser  dieses  Lehrbuchs  überall  sehr 
richtig  gefählt  und  sich  deshalb  mit  Erfolg  bestrebt  hat,  solcher 
Vernachlässigungen  sich  nicht  schuldig  zu  machen.    Die  Berech- 
nung der  Tafeln  ist  in  sehr  zweckmässiger  Weise  nach  Lionnet 
(ro.  s.  Archiv.  Tbl.  VI.  S.  205.)  gelehrt,  wodurch  der  Herr  Ver- 
fasser der  wirklichen  vollständigen  Entwickelung  der  verschiede- 
nen goniometriscbeu  und  cycloroetriscben  Reiben  überhoben  wurde, 
die  in  diesem  augenscheinlich  zunächst  eine  vorzugsweise  prak- 
tische Richtung  verfolgenden  Buche  nicht  in  seinem  Plane  lag. 
Fast  sämmtliche  Aufgaben  sind  durch  vollständig  ausgerechnete 
numerische  Beispiele  erläutert,  die  Praktikern  gewiss  eine  sehr 
dankenswertbe  Zugabe  sein  werden,  und  auf  alle  bei  praktischen 
Anwendungen  vorkommende  Correctionen :  Refraction,  Depression 
des  Meerhorizonts,  u.  s.  w.,  ist  Rücksicht  genommen,  so  wie  auch 
die  Bestimmung  des  Einflusses  der  Beobachtungsfehler  auf  die 
Resultate  fflr  ebene  und  sphärische  Dreiecke  in  zwei  gesonderten 
Abschnitten,  —  diese  Bestimmungen  namentlich  in  einer  dem  Herrn 
Verfasser  eigentümlichen  Entwickelungsweise,  —  die  Interpola- 
tion, die  Benutzung  zehnteiliger  Logarithmen,  u.  s.  w.,  ausfuhr- 
liche Berücksichtigung  gefunden  haben.   Dass  der  Leg endre' sehe 
Satz,  die  Berechnung  der  Dreiecknetze,  —  auch  durch  rechtwinklige 
und  Polar-Coordinaten ,  —  und  Aehuliches  gleichfalls  vorkommt,  ver- 
steht sich  bei  einem  von  einem  so  kenntnissreichen  Verfasser  be- 
arbeiteten Handbuche  wie  das  vorliegende  von  selbst.    Selbst  die 
Construction  der  Sonnenuhren,  die  Bestimmung  der  Tageslänge 
und  der  Dauer  des  längsten  Tages,  der  Dämmerung  u.  s.  w.  feh- 
len nicht.   Mit  ganz  besonderer  Vorliebe,  und  zwar  mit  vollkom- 
menem Rechte,  bat  q>r  Herr  Verfasser  endlich  auf  S.  21)5.  —  S.  322. 
die  verschiedene»  Methoden  zur  Bestimmung  der  geographischen 
Breite  entwickelt.   Die  Leser  werden  sich  von  zehn  verschiede- 
nen Metboden  genügende  Kenntniss  aus  diesem  Buche  versebaffeu 
können,  wobei  der  Unterzeichnete  sich  nicht  versagen  kann,  dem 
Uerrp  Verfasser  besonders  zu  danken,,  dass  er  seine  eigne  Me- 
thode *ur  Breitenbestimniung  bei  geodätischen  Operationen,  die 
in  der  Schrift:  „Versuch  einer  neuen  Metbode  zur  Be* 
tUmmiing  der  Polhohe  oder  geographischen  Breite  bei 
geodätischen  Messungen  von  Johann  August  Grunert. 
Leipzig.  1844."  von  ihm  zuerst  bekannt  gemacht,  und  nament- 
lich auch  mit  sorgfältiger  Berücksichtigung  aller  Fehlerquellen  und 
der  daraus  sien  ergebenden  besten  Methode  der  Anwendung,  voll* 
at*n<Hg  entwickelt  wurde,  zur  Anwendung  bei  grossen  geodätischen 
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Operationen  vorzugsweise  empfohlen  hat,  indem  er  S.  321.  sagt: 
„für  Geodäten,  die  in  der  Regel  gute  Theodoliten  besitzen  und 
ein  Sternverzeichniss  sich  leicht  verschaffen  können,  empfiehlt 
«ich  vorzugsweise  VII."  Die  Methode  Nr.  VII.  ist  aber  die  von 
dem  Unterzeichneten  a.a.O.  zuerst  angegebene  Methode:  „Aus 
drei  beobachteten  gleichen  Sternhöhen,  die  aber  selbst 
ihrer  Grösse  nach  gar  nicht  bekannt  zu  sein  brauchen, 
und  den  gemessenen  entsprechenden  Azimuthaidif- 
ferenzen Polhöhe  und  Zeit  zu  bestimmen",  welche  sich 
fiir  den  Geodäten  hauptsächlich  deshalb  so  sehr  empfiehlt,  weil 
er  bei  Anwendung  derselben  nur  eines  Azimutbai -Theodoliten  be- 
darf*), die  Refraction  gar  nicht  in  Betrachtung  kommt,  ein  Baro- 
meter und  Thermometer  also  nicht  erforderlich  ist,  und  weil  endlich, 
was  von  besonderer  Bedeutung  ist,  der  Gebrauch  einer  Uhr  gar 
nicht  in  Anspruch  genommen  wird,  insofern  es  sich  nämlich,  wie 
dies  bei  geodätischen  Operationen  immer  der  Fall  ist,  zunächst 
nur  um  die  Bestimmung  der  Breite,  nicht  auch  der  Zeit,  handelt. 
Eine  neue  kurze  Darstellung  dieser  Methode  hat  der  Unterzeich- 
nete auch  im  Archiv.  Thl.  XIX.  Nr.  XXXII.  S.  457.  gegeben, 
und  bat,  da  ihm  sehr  viel  daran  liegt,  dass  dieselbe  bei  geodä* 
tischen  Operationen  praktisch  wirklich  häufig  angewandt  werde, 
diese  Gelegenheit  nicht  unbenutzt  lassen  wollen,  sie  den  Geodäten 
von  Neuem  ins  Ge<iäcbtniss  zurückzurufen ,  dankt  auch  dem  Herrn 
Verfasser  nochmals  recht  sehr,  dass  er  dieselbe  a.a.O.  als  die 
geeignetste  zur  Anwendung  bei  geodätischen  Messungen  in  die- 
sem gewiss  eine  weite  Verbreitung  uoter  Praktikern  findenden 
Buche  empfohlen  hat,  was  ihrer  von  dem  Unterzeichneten  seht 
gewünschten  häufigen  Anwendung  gewiss  sehr  förderlich  sein  wird. 
Dass  sie  von  einem  eine  Auswanderungsgesellschaft  nach  Chile 
begleitenden  Geodäten,  der  sich  von  dem  Unterzeichneten  noch  beson- 
dere Erläuterungen  i'iber  die  beste  Art  ihrer  Anwendung  erbat,  bei 
den  dort  vorzunehmenden  geodätischen  Messungen  durchgängig 
angewandt  werden  sollte  und  wahrscheinlich  auch  angewandt  wird, 
ist  schon  im  Archiv,  a.  a.  O.  bemerkt  worden. 

Der  Herausgeber. 

| 

•)  Am  beatea  eignen  «ich  freilich  die  jetzt  sehr  gewöhnlichen  Theo- 
doliten mit  gebrochenem  Fernrohr,  weil  dieae  «ehr  bequeme  peobach- 
tnngen  bie  zum  Zenith  gestatten,  wobei  der  Höbcnkrcia  nur  von  ganz 
untergeordneter  Bedeutung  oder  eigentlich  gar  nicht  vorhanden  zu  «ein 
braucht,  wenn  man  daa  Fernrohr  nur  in  allen  Höhen  bia  znm  Zenith 
mittelat  irgend  einer  Vorrichtnng  feetatellen  kann. 
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Aufforderung. 

Als  im  Jahre  1851  die  deutschen  Naturforscher  sich  in  Gotbi 
versammelten,   hatte  .sich  dort  auch  eine  mathematisch -astrono- 
mische Section  gebildet,   die  durch  1U  Mitglieder  vertreten  «ar, 
über  deren'Verhandlungen  Herr  Prof.  Bretschneider  in  Gotbt 
im  Archiv.  Thl.  XIX.  Literar.  Her.  Nr.  LXXII1.  S.  930,  -  S  106 
einen  interessanten  Bericht  zu  liefern  die  Güte  gehabt  hat.    \  on 
den  späteren  Versammlungen  sind,  ungeachtet  meiner  AuflTorde- 
rang  iL  a:  f).  S.  929. ,  dergleichen  Berichte  mir  nicht  zugegangen, 
und  es  mögen  daher  bei  denselben  wohl  nicht  genug  Vertreter 
der  Astronomie  und  .Mathematik  gegenwärtig  gev         »ein.  uni 
eigentliche' mathematisch -astronomische  Sectionen  bilden  zu  kön- 
nen.   In  diesem  Jahre  versammeln   sich   die  deutschen  Natur- 
forscher  in  Wien,   und  gewiss  ist  es  sehr  zu  wünschen,  dass 
sich  gerade  bei  dieser  Versammlung,  die,  woran  gar  nicht  zu  zwei- 
feln ist,  eine  grosse  Anzahl  der  bedeutendsten  M  aus  allen 
Ländern  auf  einem  Punkte  zu  einem  gemeinschaftliches  Zwecks 
vereinigen  wird,  sieb  auch  recht  viele  Mathematiker'  Astronomen 
und  mathematische  Physiker  einlinden  möchten.    Wenn  nun  der 
Unterzeichnete  im  Interesse  der  Sache  seine  weit  verbreitete  Zeit- 
schrift benutzt,  hier  eine  Aufforderung  an  alle  seine  vorher  genann- 
ten geehrten  Herren  Collegen  ergehen  zu  lassen,  die  diesjährige, 
in  Wien  stattfindende,    gewiss  sehr  grossartige  Naturforscher- 
Versammlung  mit  ihrer  sehr  wünschenswerthen  Gegenwart  zu  1 
ehren,  so  darf  man  ihm  dies  nicht  als  Zu-  oder  Aufdringlichkeit, 
oder  gar  als  ein  Bestreben,  sich  hervorzudrängen,  auslegen",  da 
er  sich,  indem  er  hier  diese  Aufforderung  ergehen  lässt,  durch- 
aus bewusst  ist,  nur  im  reinsten  Dienste  der  Sache  zu  stehen, 
wenn  er  auch  auf  der  anderen  Seite  keineswegs  verhehlen  kann 
und  will,  dass  er  mit  dieser  Aufforderung  allerdings  auch  einem 
gewissen  Eigennutze  dient,  indem  er,  lebhaft  ai          en  von  der 
ungemeinen  Grossartigkeit  und  Mannigfaltigkeit  der  Anstalten,  welche 
die  herrliche  deutsche  Kaisersfadt  zur  Förderung  der  mathemati- 
schen und  Naturwissenschaften,  —  natürlich  mit  Einsc/im»  </♦•■ 
Astronomie,  Meteorologie  und  Optik,  —  zunächst  und  vorzüglich 
in  Wissenschaftlicher,  dann  aber  auch  in  ihren  mechanischen  und  opti- 
schen Werkstätten  in  technischer  Rücksicht  besitzt,  —  an 
ferner  hauptsächlich  durch  die  vielen  dort  lebenden  trefflichen  Ma- 
thematiker,  Astronomen  N  und  Naturforscher  aller  Richtungen,  die 
mit  der  grössten  Humanität',  die  g'rösstc  Wi         ehaltlichkeit  in 
verbinden  gewohnt  sind,  den  zietnlioh«  festen  l  utschln 
hat,  die  diesjährige  Naturforscher- Versammlung  in  Wien  selbst 
zu  besuchen,  insofern  ihm  Gott  Lehen  und  Gesundheit  schenkt 
und  andere  Umstände  es  gestatten.    Ja,  nochmals  sei  es  ,:t, 
Eigennutz,  recht  grosser  Eigennutz  ist  es  also,  wenn 
der  Unterzeichnete  alle  seine  verehrten  Herren  Collegen  nochmals 
dringend  aufzufordern  sich  erlaubt,  die  Versammlung  der  deutschen 
Naturforscher  in  Wies  in  diesem  Jahre  recht  zahlreich  mit  ihrer 
Gegenwart  zu  beehren.    Dass  dann  vielfache  und  mannigfaltige  An 
regime  und  Kräftigung,  freudig,  munter  und  rüstig  auf  dem  Wege 
der  Wissenschaft  fortzuschreiten,  nicht  ausbleiben  werden:  da\on» 
ist  der  Unterzeichnete  wenigstens  in  Bezug  auf  sich  selbst 
in  freudigster  Erwartung  vollkommen  überzeiiL 

Greifswald,  den  22.  Juni  1855.  Der  Herausgeber. 
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